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DELL’  EDITORE. 


]\  on  vi  è  stato  sicuramente  alcun  Li¬ 
bro  di  Matematiche ,  che  abbia  avuto  un 
esito  così  rapido  come  le  Lezioni  Elemen¬ 
tari  deir  Ab.  Nlarie  tradotte  ed  illustrate 
dai  celebri  Professori  Canovai  e  Del- Ricco. 
Quattro  successive  e  ben  copiose  Edizioni 
son  già  esaurire^  e  le  incessanti  ricerche  che 
se  ne  fanno  tuttora,  autenticando  il  sommo 
pregiò  del  Libro,  assicurano  il  pubblico  gra¬ 
dimento  del  mio  pensiero  di  riprodurlo. 

Ma  poiché  i  dotti  Illustratori  che  con  i 
loro  travagli  hanno  contribuito  al  migliora¬ 
mento  d?  ogni  Edizione  ,  a  segno  di  potersi 
mettere  in  dubbio  se  abbiano  pareggiato  o 
forse  ancor  superato  il  merito  dell*  Autore , 
non  potevan  forse  lasciare  che  nuovamente 
usèisse  sènza  qualche  ulterior  perfezione  que¬ 
sto  sì  celebre  Corso  di  Matematiche,  non 
volli  omettere  d*  implorar  la  loro  assisten¬ 
za  ,  e  con  mia  piena  soddisfazione  ottenni 
cortesemente  e  abbondantemente  di  che  di¬ 
stinguere  questa  quinta  Edizione. 
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Molte  erano  già  le  ragguardevoli  Ag¬ 
giunte  da  Essi  fatte  :  e  i  loro  Trattati  origi¬ 
nali  delle  Variazioni ,  dell’  Equazioni  a  Dif¬ 
ferenze  finite  e  a  Differenze  parziali  parea 
che  nulla  lasciassero  da  desiderare .  Pure  il 
loro  genio  e  F  appassionato  trasporto  per  il 
vantaggio  della  Gioventù,  gli  ha  determinati 
a  dare  alle  Lezioni  suddette  un  ordine  più 
metodico ,  che  in  minor  volume  contenga  sen¬ 
za  confusione  e  senza  oscurità  maggior  nu¬ 
mero  di  utili  cognizioni ,  a  rifondere  totalmen¬ 
te  i  Trattati  delle  Potenze  e  Radici ,  dell’ In¬ 
finito-,  delle  Ragioni  e  Proporzioni,  dell' E - 
quazioni  dei  Gradi  superiori,  le.  due  Tri¬ 
gonometrie  piana  e  sferica ,  e  il  Trattato 
delle  Sezioni  Coniche  ;  togliendo  intanto ;  al¬ 
cune  inutili  ripetizioni ,  come  F  articolo  sepa¬ 
rato  della  quadratura  di  queste,  incluso  nel 
Calcolo  infinitesimale. 

Ho  conservato  in  questa  Edizione  il  si¬ 
stema  dei  due  caratteri ,  il  cui  uso  la  stessa 
esperienza  ha  bastantemente  raccomandato, 
contenendo  il  piccol  carattere  ciò  che  è  ri¬ 
servato  a  un  secondo  studio  di  chi ,  essendo¬ 
si  impossessato  già  dei  precetti  esposti  in  ca¬ 
rattere  maggiore,  brama  avanzarsi  più  ol¬ 
tre:  sistema  pregiabilissimo  che  risparmia  non 
poca  mole  del  Libro,  conserva  l’ordine  con 
maggior  rigore ,  e  facilita  anche  il  corso  no¬ 
tabilmente  i  laddove  il  trascurarlo  o  il  non 


*  avvertirlo  farebbe  incontrare  ai  Principiane 
;  l\  la  confusione  e  le  difficoltà  dove  tutto  è 
diligentemente  spianato,  ed  esattamente  me- 
i  todico . 

.  comprenderà  senza  'pena ,  che  i  Nu- 
■  5J^i.da  cu^  son  istinti  i  paragrafi  di  quest* 
Adizione  ncfn  potevano  corrispondere  a  quel¬ 
li  della  passata ,  di  cui  pur  s*  incontrano  fre¬ 
quenti  le  citazioni  nella  seconda  edizione  e 
niella  Fisica  -  Matematica ,  e  dei  preliminare 
alle  Tavole  Logaritmiche ,  pubblicate  dai  ci¬ 
tati  due  Professori .  Per  provvedere  al  bi- 
sogno  di  chi  vorrà  prevalersi  di  questa  mia 
Adizione,  è  stata  fatta  una  nota  dei  confron¬ 
ti  dei  ^numeri  tra  essa  e  la  precedente,  che 
io  farò  stampare  immediatamente  per  darla 
gratis  a  chiunque  avrà  V  accennate  Tavole 
e  Fisica. 


6 


INDICE 


?  tementi  <T  Aritmetica  ------  pag. 

Elementi  d'  Algebra 

Applicazione  dell'  Algebra  alla  Risoluzione 
d  alcuni  Problemi  ~  - 
Equazioni  del  primo  grado 

del  secondo  piada  "  -  *  -  -  - 

li  fi. liti  e  Infinitesimi  -  -  ~  *  -  -  "  "  ? 

Ragioni,  Proporzioni  e‘  Progressióni  -  -  *. 
Regole  del  Tre  ec.  - 

No-ztoni  sulle  Serie  -  -  -  -  -  --  --  - 

Lo  orienti 

Equazioni  dei  Gradi  superiori  ------ 

co#  radici  razionali  - 

di  tutti  i  gradi  con  radici  assegnabili  “  “ 
del  terzo  e  quarto  grado  -  -  -  **  -  * 

del  quinto  e  sesto  grado  ec.  *’*'.! 
altre  d'  tutti  i  gradi  con  radici  assegnabili 
irr  duellili  -  -  -  -  *  -  --  --  - 

Problemi  indeterminati  --------- 

Elementi  di  Geometria  -  --  --  --  -- 

Trigonometria  rettilinea  -  --  -  --  -- 

sferica  -  --  --  --  -- 

Sezioni  coniche  ----------- 

Altre  Curve  -  -  --  --  --  --  -- 

Luoghi  geometrici  - 

Elementi  del  Calcolo  Differenziale  e  Integrale 
Integrazione  dell'  Equazioni  a  Differenze  finite 
a  Differ.  parziali 
Calcolo  delle  Fari  azioni . 


130 

133 

«33  e  segg. 
«59 

231 
24  « 

255 
27  6 
283 
295 
3«« 

395 

407 


7 

Pag.ver.  ERRORI 

CORREZIONI 

22  ult.  ^ . 

4 

S6  8-"^  ...... 

m  —  6 

2 

2 

57  io  4  •  •  •  •  •  * 

? 

P 

nP" 

63  II  (33:)  . 

■  (318) 

78  18  — . 

rJ 

3 

'  2.3 

22(193) . 

ol  18  dividergli  per  l’ unita  . 

.  (  198)  f 

dividerne  P  unita 

87  21  (  )  .  .  .  ..  . 

•  ( - J 

V  2  / 

143  21  da  * . 

.  da*  x 

29(163  3°-)  •  .  .  . 

■  (368.3°) 

I48  13  ex^—dx* . 

.  cxH-dx? 

200  6  r*T . 

.  (r^r 

214  21  |ra7r . 

.  x 

215  23  rzajr . 

.  r2zir 

231  14  (25) . 

.  (630) 

242  5  AMN . 

.  AMA' 

243  13  (677.5)  . 

.  (680.5) 

246  2 6  tanglg . 

•  tangig' 

251  3  32°  ec . . 

.  cos  320  ec. 

260  27  del  cono,  l’equazione  . 

.  del  cono  (  essendo  allora  A  •+ 

266  1  PN . 

B  >  1 8o°  ) ,  i’  equazione 
.  PNa 

263  5  FRxFQ . 

.  frx/2 

8  TF . 

.  T/ 

15  (746)  . 

.  (755) 

272  8/M  —  MA  .... 

.  f  M  — MF 

23  MF . 

.  MT 

278  21  costituisca  FF  .  .  . 

.  sostituisca  EF 

28913(614) . 

.  (615) 

293  2  4flV . 

.  — a*c* 

3 

» 

315  4  — 2alZ*  . 

.  — 2a7z3 

321  7  (368) . 

.  (868  ) 

4^‘ . 

• 

2a 

2  a 

9  (739)  . 

•  (759) 

326  27  a:b . 

•  i:a 

ERRORI 


CORRE? IONI 


tag.  ver. 


333  19 


=  (l— x*  )»(—'£■  x'cc. 


-a) 


: — 4 


da 


344  io  V(* 

353  3  (35°) 

356  2  3  *P 

357  23  i*  .  . 

■ 

371  ult.  2C) — ZC'j  »  .  . 

387  16  seno . 

389  21  v  =  cw . 

y  „  C(g*ec. 

3?3  «*:  »-  — e* 


^  i 


=  (l -x*)*(-±x>f 

'  v  13 

(849) 


)(  '  )( 

L  E  Z  I  O  N  I 

ELEMENTARI 

DI  MATEMATIC  II  E.  , 


c 

1.  V_iiò  che  può  crescere  o  scemare  si  chia¬ 
ma  Quantità:  i  numeri,  il  moto  ec-  son  quantità. 

2.  Le  Matematiche  comprendon  tutte  le  Scienze  che 
trattano  delle  proprietà  e  rapporti  di  queste  quantità: 
ma  ciascuna  Scienza  ha  un  nome  particolare  secondo  l’ og¬ 
getto  che  contempla .  Si  chiama  Aritmetica  la  Scienza  dei 
numeri  ;  Geometrìa  la  Scienza  delle  misure  in  lunghezza , 
larghezza  e  profondità  :  Meccanica  la  Scienza  del  moto 
e  dell'  equilibrio  ec. 

3.  L*  Aritmetica  è  il  fondamento  di  tutte  le  Ma¬ 
tematiche:  bisogna  dunque  cominciar  questo  studio  da 
lei  che  è  inoltre  di  tanto  uso  nella  Società . 

4.  Si  distinguono  due  sorte  d’  Aritmetica  :  1’  ordi¬ 
naria  che  ha  per  oggetto  il  calcolo  de’  numeri ,  e  la 
Speciosa  o  1’  Algebra  che  abbraccia  il  calcolq  e  i  rap¬ 
porti  d’  ogni  specie  di  quantità  . 

ELEMENTI  DI  ARITMETICA . 

5.  E  inutile  definir  1’  Unità  e  la  Pluralità  :  tutti  ne 
hanno  un’  idea  distinta.  Ma  poiché  la  pluralità  risulta 
.da  unità  particolari ,  per  distinguere  una  pluralità  dall’  al¬ 
tra  s  immaginò  il  Numero ,  che  è  la  riunione  di  molte 
unità.  Quindi  tre,  sei,  venti  uomini  riuniti,  doveano 
essere  espressi  con  numeri  o  segni  differenti  *,  e  potendo 
concepirsi  infiniti  uomini ,  parca  necessaria  per  esprimer¬ 
li  un’  infinità  di  segiti,  la  cui  moltitudine  avrebbe  op- 
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pfc^'a  la  memoria,  e  scoraggiti  i  più  intrepidi  Calcola¬ 
toli.  Perciò  tutti  i  numeri  si  espressero  ingegnosamente 
con  la  combinazione  delle  dieci  Cifre  sì  note  : 


°  ’  ^ »  3»  4»  5>  6,  7»  8,  9. 

zero,  uno,  due,  tre,  quattro,  cinque,  sei,  sette,  otto,  nove. 

6.  Le  ultime  nove  diconsi  cifre  significative ,  men¬ 
tre  la  prima  nulla  significa  se  è  sola  :  ma  a  destra  d’ un  al¬ 
tra  ,  le  da  per  convenzione  un  valore  dieci  volte  più  gran¬ 
de  ;  così  per  esprimer  dieci ,  o  /’  unità  di  diecina ,  si  scri¬ 
ve  io;  per  esprimer  venti  si  scrive  20;  trenta ,  quaran¬ 
ta,  cinquanta,  sessanta,  settanta,  ottanta,  novanta  si 
scrivono  30,  40,  50,  60,  70,  80,  90.  Ogni  cifra  a  destra 
d  un  altra,  la  rende  come  lo  zero  dicci  volte  più  gran¬ 
de.  Un  5,  un  4  e  un  6  scritti  così  „  546  „  son ^dun¬ 
que  1  espressione  del  numero  cinquecento  quaranta  sei  ec. 

7.  Le  tre  cifre  546  formati  la  classe  delle  unità: 
tre  altre  poste  in  diritto  alla  sinistra  così  „  921546  „ 
formali  la  classe  delle  migliaja ,  e  si  pronunziano  „  no¬ 
vecento  vent'  un  mila ,  cinquecento  quaranta  sei  „  :  quin¬ 
di  seguon  pure  a  sinistra  le  classi  dei  milioni  e  delle  mi¬ 
gli  aj  a  di  milioni,  dei  bilioni  e  delle  migliaja  di  bilioni, 
dei  trilioni  e  delle  migliaja  di  trilioni  ec.  ;  e  si  vede  che 
delle  tre  cifre  d  ogni  classe  1  una  a  destra  contiene  u- 
nita  ,  1  altra  diecine  ,  1  ultima  centinaia  tutte  le  quali 
son  semplici  nella  prima  classe ,  son  'di  migliaja  nella 
seconda,  di  milioni  nella  terza  ec.  Onde  il  numero 
I  030  010  000  125  812  600  003  diviso  in  classi,  si  leg¬ 
gerà:  mille  trenta  trilioni,  diecimila  bilioni,  cento  venti 
cinque  mila  ottocento  dodici  milioni,  seicento  mila,  trei 
e  il  numero  sei  trilioni ,  due  mila  milioni,  sette  dividen¬ 
dolo  in  classi,  si  scriverà:  6000000002000000007; 
ed  è  facile  dopo  ciò  di  pronunziar  qualunque  numero 
scritto  in  cifre ,  e  di  scrivere  in  cifre  qualunque  nume¬ 
ro  pronunziato . 


i-on  queste  nozioni  e  col  Binomio  di  Newton  si 
trova  1  .  che  1  eSpression  generale  d’  un  numero  inte- 

ro  è  iom  a  H-  iom~l  b  _+  ioTO~ac  -+  ec, _ 

ve  a,b,c  cc.  sono  una  delle  dieci  cifre  primitive,  cd  m  un 
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numero  intef©  positivo:  2°.  che  la  potenza  msima  di  io  di* 
™lnJ.,ta.  à\  1  »  ò  un  multiplo  di  9:  3°.  che  le  potenze  pari  di 
lo  diminuite,  e  le  impari  accresciute  d’ 1 ,  sono  un  multiplo 

^  Il  :  4°.  che  il  minimo  numero  di  n  cifre  è  io72-1  ,  il 

massimo  io"  —  1 ,  e  la  potenza  mSl™a  di  quello  ha  un  nu¬ 
mero  to  (  72  •  I  )  -+  I  di  cifre  ,  di  questo  ne  ha  un  numero  mn  : 

5°;  che  un  numero  di  mn  cifre  ha  una  radice  inLma  di  n 
cure  :  ec. 

9-1  numeri  sono  interi  0  rotti .  Nei  primi  o^ni 
unita  è  un  tutto  ;  come  due  uomini ,  sette ,  mille  ec. 
negli  altri  ogni  unita  è  parte  cV  un  tutto;  come  duè 
terzi  di  lega,  sette  ventesimi  ec. 

io.  I  numeri  e  tutte  l’ altre  quantità  sono  anche  razio- 
naiL  o  irrazionali ,  reali  o  immaginarie  già  definite  (145); 
^  »  le  quali  derivano  dalle  volgari  operazioni  dell'  Al- 

geira,  somma,  sottrazione,  moltiplicazione,  divisione  ec. ,  o 
^ascendenti ,  che  nascon  da  operazioni  più  sublimi,  e  son. 
composte  di  logaritmi,  di  seni,  d’archi,  d’  esponenti  varia- 
11 di  differenziali,  d’integrali  cc.  Osserveremo  a  tal  pro¬ 
posito  i°.  che  tra  due  numeri  p,q  razionali  e  comunque  con- 
tigui ,  vi  è  un’  infinità  d’  altri  numeri  razionali  evidentemen¬ 
te  espressi  da  p  o  da  7  —  —  -,  ove  772,  r  son  nu- 

m  vd 

meri  interi:  20.  che  perciò  può  sempre  aversi  una  quantità,  ra¬ 
gionale  inassegnabilmente  diversa  da  una  data  irrazionale  o 
trascendente  che  sarà  dunque  un  limite  della  razionale  (512). 

1  r  •  Del  resto  1  Aritmetica  o  aumenta  i  numeri ,  il 
die  si  chiama  somma ,  o  gli  diminuisce,  il  clic  dicesi 
sottrazione  :  da  queste  due  dipendono  tutte  V  opera¬ 
zioni  sui  numeri .  Cominciamo  dagl’  interi . 


T2.  Non  vi  è  difficoltà,  per  sommare  o  raccogliere 
insieme  dei  numeri  semplici  o  che  non  passan  10:  cosj 
5,2,4  sommati  fanno  16,  e  per  abbreviare  il  discorso, 
si  scrive  S^'7^'4—  li  segno  destinato  alla  som- 
ma,  si  pronunzia  più;  il  seguo  significa  egualità  & 
ti  pronunzia  eguale . 
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13.  Se  i  numeri  da  sommarsi  son  composti ,  per  e- 
sempio,  se  si  cerchi  la  somma  di  432  e  di  363,  ecco  la 
regola:  1*.  scrivo  questi  numeri  l'  un  sotto  /’ altro ,  onde 
le  unità  siano  sotto  le  unità ,  le  diecine  sotto  le  diecine , 
le  centinaja  sotto  le  centinaia  ec.  2°.  tiro  una  linea  al 
di  sotto  ,  e  andando  da  destra  a  sinistra ,  prendo  la  som¬ 
ma  delle  unità  ;  se  ella  non  passa  9  ,  la  scrivo  sotto  la  co¬ 
lonna  delle  unità  :  se  passa  9 ,  scrivo  le  unità  e  serbo  le 
diecine  per  aggiungerle  alla  colonna  seguente:  30.  prendo 
nel  modo  stesso  la  somma  delle  diecine ,  delle  centinaja  ec., 
e  la  scrivo  sotto  alle  colonne  corrispondenti  •  Così  nel¬ 
la  prima  colonna  dico  2  -4-  3  =  5;  scrivo  5  al  di 
sotto  :  nella  seconda ,  3-4-6  =  9  ;  pongo  9  :  nella 
terza ,  4  -4-  3  =  7  ;  scrivo  7  :  la  somma  cercata  è  795 . 

Ma  se  debbo  sommar  tre  numeri,  6078,9198, 

483 ,  gli  scrivo  l’ un  sotto  l’ altro  secondo  la  re¬ 
gola,  e  dico*.  8-1-8-1-3=19  o  sia  una  diecina 
e  9  unità  ;  scrivo  9  sotto  la  colonna  dell’  unità , 
e  tengo  la  diecina  per  la  seguente .  Dico  poi  : 

1, -*-7-4-9-!- 8  =  25;  scrivo  5  sotto  la  seconda 
colonna  e  tenute  le  due  diecine  per  la  seguen¬ 
te  ,  dico  :  2,-4-o-i-i-i-4  =  7,e  pongo  7  ;  final¬ 
mente  dico:  6-4-9=  15,  e  Perchè  questa  è  l’ultima  co¬ 
lonna,  scrìvo  15  tutto  di  seguito:  la  somma  è  1 5759  - 
Ter  assicurarsene  si  rifaccia  f  operazione  prendendo  la 
somma  delle  colonne  di  basso  in  alto  *,  se  si  operò  be¬ 
ne  ,  deve  tornar  la  stessa .  Ma  bisogna  abituarsi  a  ben 
separar  le  colonne  ,  a  ben  formar  le  cifre ,  e  a  non  di¬ 
menticar  di  aggiungere  alla  colonna  seguente  ciò  eli* 
si  ritenne  nella  precedente  • 

Sottrazione  . 


433 

3^3 

795 

6078 

9r98 

483 

15759 


14.  La  sottrazione  fa  trovar  la  differenza  di  due 
quantità  date ,  cioè  il  resto  di  una  di  esse  quando  se 
ne  è  tolta  1*  altra  .  Nei  numeri  semplici  si  trova  senza 
calcolo .  Per  esempio  ,  togliendo  2  da  5  riman  3 ,  dif¬ 
ferenza  fra  2  e  5.  Questa  operazione  si  esprime  così;  5- 
<2  =  3  (  il  segno  -  significa  meno  ). 
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TÓ-  Eceo  la  regola  elei  numeri  composti.  Metto  il 
piu  piccolo  sotto  al  più  grande  ,  come  nel  sommare  , 
t  tLro  ima  linea  ;  scrivo  poi  sotto  ciascuna  colonna  gli  ec¬ 
cessi  dell'  unità ,  diecine ,  centinaia  ec.  del  maggiore ,  sull'  u- 
nitàj  diecine ,  centinaia  ec.  del  minore ,  e  ho  la  differenza 
.fra  i  due  numeri.  Così  per  sottrarre  243  da 695 , 
gli  scrivo  come  vedete ,  e  dico  :  5  -  3  =  2  che  pon-  ^95 
go  sotto  la  colonna  delle  unita  -.9-4  =  5  che  seri-  -43 

vo  tra  le  diecine  16-2  =  4,  che  pongo  tra  le  cen-  77^ 

tiuaja  :  la  differenza  cercata  è  dunque  452 . 

16.  Allorché  la  rifila  inferiore  è  più  grande  della  su¬ 
pcriore  ,  aggiungo  a  questa  una  diecina  presa  dalla  pros¬ 
sima  cifra  a  sinistra  :  e  dalla  cifra  cosi  aumentata  sot¬ 
traggo  l' inferiore  e  scrivo  l' eccesso  :  manca  perciò  un  u- 
nità  alla  cifra  superiore  che  segue.  Cosi  per  sottrai*  38 
da  64,  dico:  4-8  non  si  può:  stacco  un’unità  dal  6  e 
la  trasporto  alla  colonna  delle  unità  dove  ella  vai  io, 
e  aggiungendo  queste  io  unità  alle  4,  dico  14-8  = 
6  :  poi  5  -  3  =  2  :  la  differenza  è  26  . 

1 1.  Se  la  cifra  che  segue  a  sinistra  sia  zero,  o  3’  e- 
gli  stesso  sia  seguito  da  altri  zeri ,  si  anelerà  indietro  fi¬ 
no  alla  cifra  da  cui  può  staccarsi  un’  unità .  La  decom¬ 
posizione  di  quest’unità  cangia  in  tanti  9  gli  zeri  pre¬ 
cedenti ,  e  resta  una  diecina  per  la  cifra  che  ò 
più  piccola  dell’inferiore.  Per  sottrar  18  da  200  200 

dico:  0-8  non  si  può;  l’unità  staccata  dal  2  si 
decompone  in  dieci  diecine,  se  ne  lasciali  9  in 
luogo  del  secondo  zero,  e  posta  la  decima  in  luo¬ 
go  del  primo ,  dico  :  10-8=259-1=8;  1-0 
=  1 ,  e  resta  182.  Così  per  sottrar  1296  da  3000, 
dirò  :  o  -  6  non  si  può  ;  dunque  :  10-6=4; 

9-9  =  0;  9-2  =  £;  2-1=1,  e  resta  1^04 
!Z°4- 

18.  La  sottrazione  si  fa.  anche  in  altro  modo  ,  rcr 
sottrar  2964  da  4571  si  dirà:  dalla  cifra  inferio-  ,--t 
re  4  non  può  andarsi  alla  superiore  1  che  è  piti  nn6± 
piccola,  ma  andando  a  11 ,  la  differenza  è  7  che  --- — 
s^'ivo ;  e  porto  1  perchè  sono  andato  a  11  :  pa-  l^°Z 
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nolente  da  6 ,  •+  i  (  =  7  )  andando  a  7 ,  la  differenza  è 
o  che  scrivo  :  quindi  da  9  non  può  andarsi  a  5 ,  ma  an¬ 
dando  a  15 ,  la  differenza  è  6  che  scrivo ,  e  porto  1  : 
infine  da  2,  -f  1  (=3)  andando  a  4 ,  la  differenza  è  1 
che  scrivo;  e  il  resto  è  1607. 

19.  Per  verificare  la  sottrazione,  sommo  il  resto 
col  minor  numero ,  e  se  la  somma  eguaglia  il  maggio¬ 
re,  r  operazione  è  ben  fatta;  poiché  un  tutto  deve  egua¬ 
gliar  le  sue  parti  prese  insieme . 

Moltiplicazione . 

20.  La  moltiplicazione  fa  trovar  senza  gran  cal¬ 
colo  la  somma  di  un  numero  che  si  vuol  prender  più 
volte.  Cosi  per  trovar  la  somma  di  12  preso  9  volte, 
invece  di  sommar  9  volte  il  12,  il  che  sarebbe  assai 
lungo,  si  moltiplica,  e  si  trova  in  un  tratto  che  la 
somma  è  108. 


21.  Pur  talvolta  il  sommare  è  pre-  10 1 

feribile  .  Vogliasi  un  numero  k'  tale  che  53 

Jojjk  -t-52  formi  un  quadrato.  Poiché  To1 

IOI  -+52  non  può  esserlo  (i6~),  ripeto  101 

101  finché  la  somma  non  ripugni  al  qua-  I°I 

tirato  :  ma  456  non  essendo  quadrato ,  con-  456 

tinuo  l’operazione  finché  trovo  il  quadra-  joi 

to  961.  Conto  allora  i  IOI  che  ho  scrit-  IOI 

ti,  ed  ho  —  9,  che  non  sarebbe  ve-  IOI 

nuto  sì  comodamente  moltiplicando  ioi  Ioi 

per  1,2,3  ec.  e  aggiungendo  52  a  eia-  joi 

scun  prodotto 


22.  In  quell’esempio,  12  si  chiama  il  Moltiplican¬ 
do,  9  il  Moltiplicatore  e  108  il  Prodotto:  ingenerale, 
il  moltiplicando  e  il  moltiplicatore  si  chiamano  le  ra¬ 
dici  o  i  fittori  del  prodotto  . 

23.  Se  in  luogo  di  sommar  nove  12  si  sommino 
dodici  9,  verrà  la  stessa  somma  108;  onde  preso  ad 
arbitrio  /’  un  de’  due  numeri  per  moltiplicando  ,  Z’  altro 
sarà  il  moltiplicatore ,  e  il  prodotto  non  varierà . 

24.  Se  i  numeri  semplici,  si  vede  faciline»- 


?  che ,  per  esempio,  il  prodotto  di  2  moltiplicato  per  3  è 
o  n  V  81  esPrime  così  :  2  x  3*—  2 . 3  =  6  (  il  segno  X 
Dcr  J  untos  mesa’°  tra  due  numeri, significa  moltiplicato 

prodnti-i*?r\3  X  4,=  13  >  2  •  5  =  35  ec.  Imparati  perciò  i 

1  _J  di  tutte  le  combinazioni  dei  numeri  semplici  da 

sti  ^.VT4  fin°  a  9X9  —  81 ,  per  moltiplicare  i  compo- 
t  AC0Tme  Per  24  ,  i°.  pongo  il  moltiplicatore  (  que- 
m  0  P1Uo 1  min°re  )  sotto  il  moltiplicando ,  e  li¬ 

te*  7;  a  lmea  :  2  -Jcrivo  da  destra  a  sinistra  il  prodot¬ 
ta  1  j  ciascuna  Clfra  del  moltiplicando  per  ciascu¬ 
na  del  moltiplicatore  ;  così  dico  :  2  x  4  =  8  ,  seri-  33 

de  .'tri  3x4  T  I2/  scrivo  13  >  Poi  scrivo  pur  da  Jif 
il  Prodnttnm}Ìitra  f  S°*t0  * d  CQl°nna  delle  diecine  )  128 

tivlicatnr  L  C  mo^tlP^Cando  per  le  diecine  del  mal-  64 
T:*Tl  '  2xa=^4’  -criw  4  •sotto  le  die-  ± 
Questi  j  ’ • scrivo  6  a  sinistra;  30.  sommo 

‘  ,  Prodotti  parziali ,  e  il  prodotto  totale  ò  768. 
Je  il  oò  lnfattl  m°ltiplicar  32  per  24  significa  somma- 
sommo  ■ 1  ^uattro  v°lte  e  due  diecine  di  volte  (20)  :  ma 
ne  nd°lp  quattro  volte ,  vengono  8  unita  ,  2  dieci- 
’  centma]o  ;  e  sommandolo  due  diecine  di  volte  ,  veiT- 
fe  1°  4.  iecine  e  ^  centinaja;  dunque  poiché  1*  unita, 
colnif0111?  CC'  ^ 1)13011  collocarsi  nelle  loro  respettive 
monne  (13),  scrivendo  i  prodotti  parziali  con  la  re- 
°  S1  otterra  11  vero  prodotto  totale  . 

JJebba  moltiplicarsi  564  per  249.  Scrit-  . 

:  '  dlie  numeri  l’un  sotto  l’altro,  moltiplico  S64 

VP  11  504  per  le  9  unità  del  moltiplicatore ,  _ 2 49 

lco:  4x9  =  3d»  scrivo  6  e  porto  356x9  ”"50^6 

_____  54  »  -+•  3  =  57  ;  scrivo  1  e  porto  555x9  2256 

la  r,  i  scrivo  tutto  il  50,  perchè  112*8 

a  moltiplicazione  per  la  prima  cifra  è  finita. - - 

il  v°  Ppr  le  4  diecine  del  moltiplicatore  I4°43^ 
to  r  x  lcencl° :  4  x  4  =  1 6  ;  scrivo  6  tra  le  diecine  e  por- 
20  1?  *  4  =  24 ,  ■+  l  =  25  ;  scrivo  5  e  porto  2  ;  5  x  4  -, 

2  épnt"  •  2f  1  scn.v?  22  "  infine  moltiplico  564  per  le 
vo  R  ina,,a  llel  mo^iplicatore  dicendo  :  4x2=85  scri- 

0  0  tra  le  centinaja;  6x2=  12;  scrivo  2  e  portò 


X  8  X  , 

ì  -,  5  2  ^=io, -4-1  =  11;  scrivo  1 1 .  li  prodotto  to^ 

tale  è  140436. 

116.  Quando  vi  son  degli  zeri  al  fin  dell’  uno  0 
dei  due  fattori ,  si  inoltiplican  1’  altre  cifre  ,  e  si  uni' 
scono  al  prodotto  gli  zeri  tralasciati  :  così  per  molti¬ 
plicar  120  per  T20  ,  preso  12  x  12  =  144,  si  ha  14400. 

ài-  Per  riprova,  tolgo  dai  fattori  564,249  (25) 
una  cifra  qualunque  ,  per  esempio  il  5  »  quante  volte 
si  può  ,  e  noto  i  due  avanzi  4,4:  gli  molti- 
plico  tra  loro,  e  dal  prodotto  16  tolgo  il  5  _4  l_Lj 
quante  volte  si  può  ,  notando  1’  avanzo  1  :  in-  4  |  1 
fine  anche  dal  prodotto  140436  tolgo  il  5  quan¬ 
te  volte  si  può ,  e  se  V  avanzo  sia  parimente  1 ,  la 
moltiplicazione  è  ben  fatta  . 

Poiché  sieno  F  (  “  yB  ■+  m  )  ed  F'  (  =  yC  -+  n  )  i  due  fat¬ 
tori  che  contengono  B,C  volte  la  cifra  qualunque  y  con  gli  a- 
vanzi  m,  n  ;  c  supposto  yD  H-  r  (  =  mn  )  il  prodotto  di  questi 
avanzi,  si  avrà  y2BC  -+  y«B  -t-  ymC-FyD  -+  r  -c P  per  ,  f 
prodotto  dei  due  fattori  F,F':  ora  è  chiaro  che  tolto  y  — -1— 
quante  volte  si  può  I®.  da  F,  resta  m;  a*,  da  F' ,  ve-  11 1  r 
sta  n  \  30.  da  viti  ,  resta  r  \  40.  da  P,  resta  parimente  r. 

28.  Gli  Aritmetici  preferiscono  a  tutte  la  cifra  9, 
e  però  questa  operazione  si  chiama  la  prova  del  9  .  At' 
tesa  la  natura  della  nostra  Aritmetica  (  6  )  ,  tolto  il  9 
quante  volte  si  può  da  io,  da  100  ,  da  1000  ec. ,  da 
20 ,  da  200 ,  da  2000  ec. ,  da  30  ,  da  300  ,  da  300$ 
ec. ,  resta  sempre  1,2,3  ec-  dunque  per  togliere  r 
9  da  un  numero  564  =  500  -+  60-1-4,  basta  toglierli 
da  5  -+  6  -+  4 ,  o  sommar  le  cifre  del  dato  numero  co; 
me  se  fossero  unità  ,  e  toglierne  il  9  a  misura  che  si 
forma  sommando .  Ciò  rende  la  prova  più  facile  ,  ‘ 
perciò  il  9  fu  preferito  . 

29.  La  prova  del  9  può  fallire  :  se  traspongo  le  cifri 
d’ un  prodotto,  o  metto  in  esso  degli  zeri  in  luogo  di  9/ 
tralascio  i  9  e  non  metto  in  vece  altre  cifre  ec. ,  torna  !• 
provale  il  prodotto  è  falso.  Ma  errori  ben  difficili  a  colf-' 
mettersi  non  debbono  impedir  l’uso  d’  una  regola  sì  spediti 
Del  rcsro,  la  divisione  direttamente  verifica  la  moltiplicò 
zione  (42). 


Divisione 
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Divisione . 

v  3°'  ^a  divisione  fa  trovar  quante  volte  un  nume- 

”:rr m  un  aitro;  e  c°me  n°n  vi  e«er 

la  divi  «in  f<\non  1uante  v°lte  «e  può  esser  sottratto, 
”  “  e  ”“a  <r°»Pendiosa  sottrazione.  Così  per 

Ortin  a  Tlte  n  120  C0ntiene  11  4.  in  vece  di 
rebS  ?8  f  <k  I2,9  (Iuante  voIte  si  P>'&,  il  che  sa- 
tiene  30  volt™50’  ‘VUl°’  6  tr°V°  suJlit0  che  Io  c0“- 
dn  1uesto  esempio,  iao  si  chiama  il  Dìviden- 

en mzrsx  rtfsr  w  u  * 

MicTè  d  d  -0,  P'I  il  divh0re  ’  n P roduce  “  dividendo;  è 
divisore^ 11  dividendo  è  un  prodotto  i  cui  fattoci  sono  il 
d  quoziente,  dato  un  prodotto  ed  un  fatto¬ 
re*  ******  d\vlda  Per  questo,  si  avrà  l'  altro  fatto- 
r*  *fCr  '-'ar  d'  una  quantltà  un  detto  numero  diparti 
la  * ’  j  dlvidoPcr  <lllcsto  numero,  c  il  quoziente  darà 
gì  aridezza  di  ciascuna  parte:  così  nell’esempio  pre- 

11  120  è  diviso  in  4  Parti  eguali ,  da¬ 
nnila  delle  quali  è  30 .  0 

.  33-  se  i  numeri  da  dividersi  son  semplici,  fa- 

mente  si  vede  che  per  esempio ,  8  contien  4  appun- 
0  2  volte,  o  che  il  quoziente  di  8  diviso  per  4  è  aj 

ciò  si  esprime  cosi:  i-  =  8:  4  =  3  (  la  linea  o  i  due 
punti  messi  in  questo  modo  tra  il  dividendo  e  il  divi¬ 
sore,  significano,  diviso  per  ):  così  ^  =  8;  15:3  =  5. 

Quando  il  quoziente  non  è  esatto  (  come  se  si  divi- 
a  9  per  4  ,  dove  il  9  contiene  il  4  più  di  2  volte  ma 
no  di  3’  e  perciò  il  quoziente  vero  è  fra  2  c  3  ) 

1  ivo  per  quoziente  il  piu  piccolo  dei  due  numeri  fra  cui 
nero  quoziente  >  c  allato  ad  esso  il  resta  diviso  per 
B 
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il  numero  divisore.  Per  esempio,  dico:  9  contien  4 
due  volte  e  più  >  ma  non  3  volte  :  scrivo  dunque  2  per  quo¬ 
ziente  ,  e  resta  1  :  onde  —  =  2  — ,  cioè  9  diviso  per  4 
4  4  ,  .  v  ,  , 

ha  2  per  quoziente,  ma  resta  ancora  un  unita  del  9 
da  dividersi  in  quattro  parti .  Così  -^-=3^-;  —  =  2— . 

34.  Osservazioni .  I.  Se  il  divisore  è  più  grande 
del  dividendo  ,  come  se  debba  dividersi  4  per  1 ,  si 

scrive  -- ,  e  questo  è  il  quoziente .  Tali  quozienti  ,  e 

generalmente  tutte  le  espressioni  indicanti  divisione  per 
mezzo  di  una  linea  o  di  due  punti  (33),  si  chiamano 
Rutti  o  frazioni  (9)  . 

35.  II.  Una  quantità,  che  può  dividersi  senza  re¬ 
sto  per  un’  altra  ,  è  multipla  di  questa  -,  cioè  dupla  , 
tripla  ec.  se  il  quoziente  è  2 , 3  et*.  :  e  questa  è  sum- 
inultipla  o  aliquota  della  prima,  cioè  suddupla ,  sut - 
tripla  ec.  se  entra  nella  prima  2,3  ec.  volte.  Così  io 
è  duplo  di  5;  18  è  triplo  di  6;  8  è  multiplo  di  4  e  di 
2;  ogni  numero  è  multiplo  d’  1  ec.  :  all’incontro  2  è 
summultiplo  di  tutti  i  numeri  pari  *,  5  lo  è  di  tutti  i 
numeri  terminati  in  5  0  in  0  ec*  Ma  la  quantità  che 
divisa  per  un  altra  ,  lascia  un  resto ,  dicesi  prima  a 
quest’  altra ,  e  ambedue  si  chiaman  prime  tra  loro  .*  co¬ 
sì  8  e  5,14  e  3  son  primi  tra  loro.  Per  resto  s’in¬ 
tende  in  generale  ogni  numero  che  tolto  dal  dividen¬ 
do  ,  rende  esatta  la  divisione  ;  onde  il  resto  può  au¬ 
mentarsi  a  piacere  o  diminuirsi  d’  un  multiplo  qualun¬ 
que  del  divisore  :  così  il  resto  di  ~  è  2 ,  ed  è  anche 
5=5: 3, 2^6, 2^9  ec. 

36.  III.  La  formula  dei  multipli  d’  un  numero  n  è  mn  > 
preso  successivamente  m  zz I  ,2,3  ec.  :  così  se  n  — 2,  i  mul-* 
ri  pii  di  2  o  i  numeri  pari  si  esprimeranno  con  2 m,  onde  H 
formula  degli  impari  sarà  2 m  ±  1.  Se  «“3  >4 >5  ec. ,  i  mul¬ 
tipli  di  3,  di  4,  di  5  eq.  saranno  3772,4™, 5/72  ec.  Quindi  o- 
oni  numero  intero  è  còinpreso  da'  una  delle  due  formule 


2,72,2™ H-  I  o  2m,2m  —  I  j  e  seccando  l’ occorrenze ,  si  espri* 


fm  ±*1,1°*+ °An  -2»  con 

L±.  ^  p2’  C°n  6rn>6rn±  2  per  i  pari,  e  6m  ±  i  , 

multiplo  di  3S,  Sa?„L°nde  &;i  .ha-chc.^±  3  essendo 
forma  6m  ±V.  ni  F  2,3  ™  </cZ/“ 

alcuni  utili  teoremf  K"0  aVCrS‘  alcre  formule  ■  Ma  ecco 
cipi  ed  in  ’  d.a  ^Im°strarsi  in  parte  con  questi  prin- 

i:?S£cw!.la  f?rmula  dci  Binomio:  ia  ££- 

ri  :  2»  V  frid0tt0  di  due  numcri  pari,  son  pa- 

d>Un  Pari  C  d'  un  impari , 
ri  :  A°.  perciò  jv'  pr°dotto  d  1111  Pari  P*r  un  impari,  è  pa- 

cn - ?  .  a(a—  l)e  sempre  pari  :  50.  la  somma  c  la  dif- 

ari>  son  pari:  6°.  il  prodotto  di  dn^ 


ferenza  di  ,  a'.a'~I.)e  sempre  pari:  50.  la  somma  eia 
Pari,  è  taSri-TC  S°"  pali:  6°'.  U  Prodotro  di  due  im- 
8».  perciò  a ò  J  1®  “  non  5,3  ,nuIr'Pl0  di  3 .  lo  rara  2<r’-+- 1  : 

«ia  multiplo  df  „  ,Tr'c  riTTV\  S'°- ^  5  :  »’  sc  “  *  6 
zero:  onde  nn/’  ”  di  a  e  di  b ,  divisi  per  p ,  saranno 
a  rr  qr  b  •  i  o°  W  Qtl-  1  ^ddpli  di  p ,  sara  a  ±  b~ o  ed 

•ari  multiplo  di'®*  "Um"?  Pri”°’  (a-±b)t-at-bt 

,  4  ^  1  P'  H  •  perciò  lo  sara  anche  c?  —  c:  12°  e 

lo  SflA  d — I 


dp™\  PUf  cl  1  ~  I  se  c  non  lo  sia,  ed  anche  cp~1  — 

Se  c,d  non  lo  sicno:  130.  se  supposti  a,b,c  ec,  nu¬ 
meri  ine-».:  ,  . .  „ 


«Tarn*???  dati>  Polinomio  ax*-±bxn  “-±cx — -4-~ 

quando  *  =  F-lmD9F?"d0D'F"*FHE"  ’  '°  5arU  anch' 

numeri  interi  ^  *L  f  "D  ’  T  **  >  suPP°stl  ™  >  "  >P  ««■ 

ed  atti  ,  ?  J  4M°nde  1  vaIori  dl  *  indipendenti  tra  loro 
a  rendere  il  polinomio  a*”  ec.  multiplo  di  D ,  *on 

tutti  compresi  tra  —  P_  e  P. 

2  2  * 


«  —  2  , 


tr.  Q»11*  numero  intero  non  multiplo  di  a1- 

m  nir?r^  ma£©i°r  dell’  unità,  si  chiama  numero  pii - 
q  o*.  Onde  un  numero  primo  non  potendo  finire  iu 
2  ’ 4  ’  5  >  ^  »  8  perchè  i  numeri  così  terminati  son  di- 
vmbtU  per  a  o  per  5(35) ,  finirà  in  1 , 3 ,  Z ,  9 .  Su  que 
puncipio  e  costruita  la  Tavola  dei  numeri  primi  lì 
o  a  100000,  che  è  al  fin  di  quest’Opera.  I  numeri 

r‘!frl°n-  1Sp°?1  SOtt°  la  Iettera  N  purché  1’ ultime  due 
si  cerchino  nella  prima  o  ultima  fila  orizzontale- 

sntLovr  sapere.se  8557Z  è  numero  primo,  cerco  8^-; 
to  q°  C  ^  111  alto  °  in  basso>  e  poiché  dirimpet- 
J*55  e  sotto  77  trovo  un  punto,  il  numero  è  pri- 
•  kc  nel  modo  «tesso  cereo  979^3  -  troverò  3 ,  il  che 
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significa  che  3  è  il  minimo  divisore  o  elemento  di  979°3: 
divido  infatti  per  3,  ed  ho  3266 1  che  cerco  parimen¬ 
te  nella  Tavola;  trovo  3,  per  cui  pur  divido ,  ed  ot¬ 
tengo  10887  sotto  cui  trovo  3;  divido,  e  viene  3629 
sotto  cui  trovo  19;  divido,  e  viene  19 1 ,  sotto  cui  tro¬ 
vo  un  punto,  onde  19 1  è  numero  primo:  perciò  gli 
elementi  di  97983  sono  3x3x3x19x191,  dai  quali 
poi  si  ricavano  i  divisori  del  numero ,  sol  che  dispo¬ 


sti  gli  elementi  come  qui  A  Divisori  di 

di  faccia  nella  colonna  A ,  l  9-gg  „ 

si  moltiplichi  ciascun  e-  ' 

lemento  inferiore  per  tut-  ” 

ti  i  numeri  superiori,  la- 

sciando  i  già  scritti  una  l7T. 

volta.  Quindi  i  divisori  ^7IQ  j,,- 

tli  9:983  sono  come  <Iui  9  ■  36-29.  10887  3-1(501. 

si  vede,  dei  quali  pren-  0-08 q. 

dendo  il  primo  e  1’  ulti-  o 

mo ,  il  secondo  e  il  penultimo  ec.  ordinatamente  ,  si 

hanno  a  2  a  2  ì  fattori  di  97983,  cioè  I  X97983,3X 

32661 ,9X  10887, 19  x  5 157, 27  x  3629, 57  x  17 19, 17  ix 

573  » T9!  x  5*3 • 

38.  Il  metodo  stesso  I  ;  Divisori  di 

vale  anche  per  le  quanti-  2*,  2 ab1  —  6azc 

tk  algebriche,  e  si  han-  a\  2 a; 

no  qui  di  faccia  gli  eie-  b~  —  3ac;  2 bz  —  6acì 

menti  e  i  divisori  di  2 ab7"  abx —  3 <L*c',2ab% —  oa1c. 

—  6a4c . 

39.  Sia  ora  il  dividendo  un  numero  composto  e  il 
divisore  un  numero  semplice  :  i°-  cerco  quante  volte 
il  divisore  sta  nella  prima  cifra  sinistra  del  dividendo 
(  poiché  così  si  fa  sempre  la  divisione  )  :  20.  scrivo  il 
quoziente  sotto  alla  corrispondente  cifra  del  dividendo: 
30.  cangio  in.  diecine  t avanzo,  se  vi  è,  t’unisco  alla  ci¬ 
fra  seguente  ,  c  replico  l7  operazioni  finche  sian  divise 
tutte  le  cifre  del  dividendo.  Così  per  divi-  , 

dere  7953  per  3,  scrivo  ìi  divisore  a  siili- 
*tra  e  poi  dico;  in  7  quante  volt?  entra  il  ® 


19-  57-  ni-  513- 
I91-  573*  W9-  5157*  x 
3629.  10887.  32661. 

9:983- 


1  ;  Divisori  di 

2  ;  ‘2ab2  —  6azc 

a\  2 a; 

b“ — 3  ac;  2  b~  —  6ac\ 
ab 4  —  3aac  ;  2 ab%  —  óa4c. 


t>  n  .  )(  «3  X 

.\nl!°  te;  *en*?  2  solto  «  7:  unisco  1’  avanzo  ! 
cangiato  m  io  a!  9  seguente,  onde  ho  19  ,  e  dico: 
m  19  quante  volte  il  3  ?  6  volte;  scrivo  6  sotto  il  9> 
,  “f°  1  unito  al  5  seguente  fa  15  :  quindi  trovo 

v  Per  cIUOZienti  senza  resto;  onde  3  entra 
2051  volte  in  7953  ó 

nìstra^oflP8?5'1^32^011!  *  ®i  comincia  la  divisione  a  si- 
alle  «J  11C-le  1  resti  de]le  Priine  cifre  possano  unirsi 
77,  8e5u€nti ;  cominciando  a  destra,  bisognerebbe  spe^ 

da  0rn-\re  .ind,1etr°  •  Se  la  Prima  Cifra  del  dividen¬ 
te  VT  TTTCrf  dej  divÌ80re  »  si  divìdon  subito  le  pri- 
«  f’  -7'  Quando  fatta  una  divisione  non  vi  è  re- 
mei-i-p  a  Cl  ra  seguente  è  più  piccola  del  divisore,  si 
al  soli f  10  n?  fIU0Ziente  e  la  cifra  avanzata  si  unisce 
•  ziente  1&  vi  è;  lo  zero  nel  quo 

Bisofrnp  nserva  d  valor  ispettivo  dell’  altre  cifre.  IV. 
do  ifV  nc01?inc^ar  la  divisione  e  farla  meglio,  quan- 
sarp  iCSt0  c“e.sempre  dee  esser  più  piccolo  del  divi- 
ter  ’.v°,?^uaoda  0  supera.  V.  Non  si  può  mai  met- 
1 .9  nel  quoziente,  perchè  la  nostra  Aritme¬ 
tica  è  decimale  (6). 

41*  Infine  se  il  dividendo  e  il  divisore  son  nume- 
>  se  per  esempio  ho  da  dividere  1474-^ 
Per  302 ,  scrivo  questi  due  numeri  co- 

I  ^  S°P!a  »  poi  dico  :  le  tre  prime  cifre  147  4° 7  ~ 

■  dividendo  non  contengono  le  tre  dcì  ^ - - — 

ìvisore,  astraendo  dal  valor  relativo  di  3^2—1474 73 

4.  (7);  dunque  prendo  le  prime  quat- 

°  1474,  e  dico:  il  3  in  14  entra  4  voi-  x4* 

e  resta  2,  che  col  seguente  7  dà  27 ,  e  il  6  (  se- 
T* nf,a  cifra  del  divisore  )  entra  pur  4  volte  in  27  « 
r:fta  3\C1h®. c?]  se5aente  4  dà  34,  in  cui  1’  ultima 

II  2  del  divisore  entra  pur  4  volte;  scrivo  dunque 
ta  6 1  ^oziente ,  che  si  pone  lungo  una  linea  condot- 
ziem1  dividend°  '  Moltiplico  il  divisore  362  per  il  quo- 
divi  u  ? °vato  4»  e  sottraggo  a  mente  il  prodotto  dal 
(jo\  en‘ 0  H74  dicendo:  4x2  =  8,  e  andando  a  14 

*  re*t4-  v  che  scfivo  sotto,  e  porto  i;  4 =  24,-4- 


X  14  )( 

x  r=  25 ,  e  anelando  a  27  resta  2 ,  che  scrìvo  accanto 
a  6,  e  porto  2;  3x4=  i2,-i-2=^:  14,  e  andando  a  14 
resta  o. 

Accanto  al  resto  26  abbasso  la  quinta  cifra  7  che 
segno  con  un  punto  per  riconoscere  di  mano  in  mano 
ove  io  sono ,  e  ho  da  dividere  267  per  3Ó2  ,  il  che 
non  essendo  possibile ,  scrivo  o  nel  quoziente  (40) ,  ed 
abbassata  1*  ultima  cifra  5  ,  ho  da  dividere  2635  per 
362 .  Dico  dunque  :  il  3  in  26  entra  8  volte  e  resta 
2  ,  che  col  seguente  7  dà  27  :  ma  il  6  in  2 7  non  en¬ 
tra  8  volte  ;  torno  dunque  daccapo  e  dico  :  il  3  in  2 6 
entra  7  volte  e  resta  5,  che  col  seguente  7  dà  57, 
c  il  6  in  52  entra  pur  2  volte  e  avanza  15  ,  che  col 
seguente  5  dà  155,  in  cui  entra  pur  2  volte  l’ ultima 
cifra  2  del  divisore  ;  scrivo  dunque  2  quoziente  ,  e 
per  2  moltiplico  il  divisore  362  dicendo:  2x7  =  14 >  e 
andando  a  15  (18)  resta  1  che  scrivo  sotto  e  porto  1  ; 
6  x 2  =  42 ,  -+  1  ='43  e  andando  a  42  »  resta  4  che  scri¬ 
vo  accanto  aie  porto  4;  3x7  =21  ,  -r  4  =  25  e  an¬ 
dando  a  26,  resta  1  che  scrivo  accanto  a  41 ,  e  il  quo¬ 


ziente  completo  è  407  l~  • 

42.  La  riprova  si  fa  aggiungendo  il  resto  al  pro¬ 
dotto  del  divisore  per  il  quoziente  :  la  lor  somma  dee  u- 
guagliare  il  dividendo.  Poiché  se  362  è  contenuto  407 
volte  in  147475  col  resto  141  (41),  bisogna  che  362 
407-1- 14 1  =  147475  (32)-  Quindi  la  divisione  è  l'  ope¬ 
razione  inversa  della  moltiplicazione ,  e  queste  due  rego¬ 
le  si  servono  scambievolmente  di  riprova . 

43.  Si  fa  anche  la  riprova  sopprimendo  i  9  con¬ 
tenuti  i°.  nel  divisore ,  20.  nel  quoziente,  30.  nel  prodot¬ 
to  dei  loro  resti,  40.  nel  dividendo,  e  i  due  ultimi  re¬ 
sti  debbono  essere  eguali  come  nella  moltiplicazione  (27) . 
]NIa  se  la  divisione  ha  un  resto  ,  bisogna  sommarlo  col 
prodotto  dei  resti  del  divisore  e  del  quoziente ,  e  to¬ 
glier  dalla  somma  i  9:  così  il  resto  del  divisor  362  e 
del  quoziente  407  è  2  j  il  loro  prodotto  è  4  ,  che  col 


1°  “  KdiTÌdena°  e  M  divisore  fini. 
4-7QOO  Zl’a  t0,S°  ad“mbed»-=  '»  «tesso  numero:  così 
.2500  ~~^5  (49)— 166  If.  Se  il  solo  divisore  finisca 


:  -•?  S  -  ~,1CUIC  muse» 

ItìwSfH 

*n  rotto:  cosi  —  72??  .  _73  /  1273 

li  min  •  .  3600  36  ^36^0  !49/-6<5;— ’  f52).  IH. 

videndo'^on^fi^Tl  CÌf-'C  qMn,i  SOn°  *  P1"1''  «otto  il  di. 
cifre  avÀ  .d  *"•  dal  Pr,nciPio  d£lh‘  divistone  si  sa  m  ante 
“n  divisore  /Tonò  ’  P““  *  CaS°  dividendo  D  ed 

divistone  non  a  lP  Ò  Ommetteie  d  ~  1  contro  -  che  la 
per  </  rCSt0'  V'  SC  divis0  un  nu|nero  * 

rj±q'  *  Per  d'>  si  abbiano  i  quozienti  q,<-/,  sarà  —  ... 


d'±d‘ 


1>EI  HOTTI 

^ atura  dei  Rotti  in  generale ;  loro  valore  e  loro 
paragone . 

dalla  W inter°  diviso  in  Parti  est-li.  si  riproduca 
eei-,  riunione;  se  dunque  se  ne  lasci  qualche  parte, 
0  sara  un  Rotto  o  una  Frazione. 

mero  e  i  L  Ìd-a  5',,  fraxione  comprende  perciò  il  nu, 
e  la  specie  delle  parti  eguali  in  cui  fu  diviso  l’ iu- 

r°  •  così  A  (  che  si  pronunzia  4  diviso  per  5  o  quattro 

»■  esPri“ono  4  parti  delle  g  eguali,  in  cui  l’inte¬ 
rna  M,  °:  11  u“me''°  «“l-eriore  4  le  numera  e  si  chia- 
nij,: me™ore,  l  inferiore  5  le  nomina  e  dicesi  Dono- 
J’C;  ambedue  sono  i  Termini  del  rotto. 

4„-  Un  roteo  è  proprio ,  apparente  o  improprio  se- 


)(  «6  )( 

eondo  che  il  numeratore  è  minore ,  eguale  o  maggior» 

del  denominatore  :  così  -i ,  -I  ec.  son  propr  j ,  perchè  soa 
5  12 

meno  di  tutte  le  parti  dell’  intero  o  dell’  unita  ;  ~  = 
i  =  il  ec.  (33)  sono  apparenti,  perchè  son  tutte  le  par¬ 
ti  dell’unità; —  =  3, —  ==5 ec.  sono  impropri, 
4  20  20 

perchè  son  più  di  tutte  le  parti  dell’  unità . 

48.  Di  due  rotti  con  lo  stesso  numeratore ,  quello 

che  ha  un  minor  denominatore  è  più  grande;  così  —  e  più 

d’  —  :  con  lo  stesso  denominatore ,  quello  è  più  grande  che 
4 

ha  un  maggior  numeratore  ;  così  ~  son  più  d’-— . 

3  3  .  . 

49.  Il  valor  di  un  rotto  non  si  altera  o  si  moltipll¬ 
chino  o  si  dividano  i  suoi  termini  per  un  medesimo  nu¬ 
mero  •  Infatti  dividendo  2 . 3  per  2 ,  e  2.3.5  per  2.5, 

2  ^  2,3,5 

si  ha  sempre  il  quoziente  3  (32);  dunque 

moltiplicando  o  dividendo  i  due  termini  per  5  • 

50.  Onde  vi  è  un  infinità  di  rotti  dello  stesso  vaio - 


36 _  iS 

36 


22 


re  benché  espressi  in  termini  differenti  ;  così 

=  ove  i  due  termini  del  primo  son  divisi  per  2 ,  quei 
del  secondo  per  3,  o  quei  del  terzo  per  6,  che  hafl 
dato—,  visibilmente  eguale  ai  precedenti,  e  che  si  ha 
subito ,  dividendo  i  termini  del  primo  per  3 6 . 

Operazioni  preliminari  sui  Rotti. 


5T-  Trasformar  gli  interi  in  rotti  .  Si  dà  a  un  in' 
tero  la  forma  di  rotto  i°.  col  dargli  1  per  denominatore  ; 


«  X  >7  )( 

così  6  è  -5  <?  —  8 

I  ’  |  ec* :  2  •  C°1  Moltiplicarlo  per  un 

o  deno™re  :  così  per  ridur  6  al  denominatore  - , 

si  scrive  -li. _ 42 _ ,  ( 

l  7  —  0  (49)  •  Per  ridurre  a  un  sol  rot- 

™Z:Z\7‘Z°’SÌ  m0ltìP‘ÌC?  ,,Ì1Uer0  «  de¬ 
dotto  e  Li!  S1.  a??um2e  il  numeratore  al, prò- 

’  °^a  s°Mraa  si  fa  il  numerato!*  del  rotto  cer¬ 
ato;  co  sìtf  -3  __2:  i  _ 67 

4  4  5  ^  23  23  f 

tiplic'L  LLr  pii,r.otti  allo  stesso  denominatore.  Mol- 

diPtutti -u  aUri  c  .CÌa5Clm  r0tt0  rer  1  denominatori 

®*  e  un  denominato!  n“°V1  *“?  ha"no  11  vaIor  di  P«- 
1-e  1  3  lat01  comune  (49):  così  per  ridur- 

5  7  alI°  stesso  denominatore ,  moltiplico  per  4 

tutto  il  rotto  JL  »  -  « 

uro  -7,  e  per  5  tutto  il  rotto  ,  ed  ho 
4  If  4 

30  20  *  4)el  pari  per  ridurre  i  rotti  inolti- 

Plico  per  7.4  il  rotto  per  3.4  il  rotto  -5  -,  per  3 .  3 

il  rotto  J.  #  ed  ho  ^  S 
>4, .  .  84’ 84’ 84* 

numerator  ilprCa.n^°  h  termini  di  ciascun  rotto  per  ciascun 
0  uegh  altri,  si  ridurrebbero  allo  stesso  numeratore: 
Così  -ti .  5  3  .  •  ,  30  50  QO 

-5  »  7"  >  -7  si  riducono  a 
0  d  4  45  43  40 

Se  ’l^’  R^urre  un  r°tto  alla  più  semplice  espressione. 

1  numeratore  è  più  grande  del  denominatore ,  si 

dlvida  quello  per  questo  (33);  così  ^=3;  -5-siridu- 
ce  2  ^  0 

a  2  T*  Quindi  se  posson  dividersi  senza  resto  per 

---  numero  i  termini  del  rotto ,  egli  diverrà  piìi 
P1]ce  senza  cangiar  valore  (49).  Serve  a  questo  la 

*Vo1*  dei  numeri  primi  (37);  poiché  dato  un  rotto  , 

G 


X  l'S  X 

cerco  in  essa  gli  elementi  di  91=  1 . 1 3 ,  e  di  294=12 . 3  .7 . 7 , 

onde  ~=— rotto  più  semplice  del  dato. 

— )\  4-  .  v  .  ,  . 

55.  Si  fa  anche  uso  di  certe  proprietà  de  numeri  di  cui 
ecco  le  principali.  I.  Ogni  numero  pari  è  divisibile  per  2: 
1 28  8 

così  —  =  — ,  dividendo  quattro  volte  per  2.  II.  Ogni  nume* 
43-  3Z 

20 

ro  che  finisce  in  o  è  divisibile  per  2  e  per  5  (8)  ’>  cos>  —  = 

90 

— .  IH.  Ogni  numero  che  finisce  in  5  è  divisibile  per  5 

]  £  n 

(3);  così  ~zz  —  ,  IV.  Ogni  numero  tale  che  la  somma  delle 

85  1  z 

sue  cifre  sia  un  multiplo  di  3,  è  divisibile  per  3  (8);  così 
se  di  più  il  numero  divisibile  per  3  c  pari, 

351  in  39 

può  dividersi  per  6:  c  può  dividersi  per  9  se  la  somma  delle 
sue  cifre  è  multipla  di  9  (28).  V.  Ogni  numero  è  divisibile 
„  ,  ,  ,•  *684  ITI  120  • 

per  2"  se  losono  le  sue  n  ultime  cifre:  cosi  —  =  — -z,c  ——  =z 
*  9H  346’  *84 

-I’^  (S).  VI.  Ogni  numero  è  divisibile  per  11  se  le  somme 
delle  sue  cifre  alternative sieno eguali:  così  'i'tvr  ~  ——  (8). 

0  407687  435 n  v  ; 

56.  Ma  in  generale  si  riduce  un  rotto  alla  più 
semplice  espressione  col  dividerne  i  termini  per  il  loro 
massimo  conimi  divisore .  Per  averlo ,  divido  il  mag¬ 
gior  termine  per  il  minore ,  e  se  nulla  avanza ,  il  mi¬ 
nore  è  il  divisor  cercato:  se  vi  è  un  resto,  divido  per 
esso  il  minor  termine,  e  se  nulla  avanza,  il  resto  è  il 
divisor  cercato  :  con  un  nuovo  resto ,  ripeto  la  divisio** 
ne ,  e  proseguo  finché  avanzi  zero  5  il  resto  che  precede 
zero  ,  è  il  massimo  comun  divisore  :  perciò  se  1’  ultimo 
resto  è  1 ,  il  rotto  è  irriducibile  o  i  suoi  termini  son 
primi  tra  loro .  Così  per  ridurre  ^  ^ 

--1  »  i°.  divido  294  per  91  ed  ho  3  B  =  91 ...  3  =p 


di  quoziente  e  21  di  primo  resto  :  *  , 
2".  divido  91  per  21 ,  e  vien  4  di  p, 


iv  =  21  ...  4  =p 

[  K=  l~3=p" 


difido  2i  per  7  „  i,„  ^  ^ 

1  2»  e  ho  3  di  quoziente  e  zero  di  resto  : 

Perciò  2  è  il  massimo  coinun  divisore ,  e  £*-  =  (5+) . 

5:-  Infatti  se  il  rotto  è  l,  l'operazione  prescritta  da  l’e- 
vc/T-nT-  !’0Ste  <li  ftccÌ!1>  °* 

sarU  in  avC  C  -Senza  le  Parentesi,  A  —  p  B  _f  R' 

Picifiiil  pmr®  un  numet0  d’a-  B  =  P  H'  -+K" 

B  si  abhi,  ercio«divisaA  per  »'  =  p"R"  -t-R" 

H'=o  a-p  “»“««>,  sia  i 

visore  di  B ,  A  ;  «  sLv?”^  R‘ =(PR)*'+ ’■+ R^3 
»  e  diviso  B  per  K'  , 

B  =  p'R'y  onde  A  =  (  ?  /  ’  ve  W  P  senza  resto  *  ?3*k  R'/  rr  o  , 
dosi  un  nuovo  resto  il"  1  ' • ’  ll  conìun  divisóreVtrovan- 
resto.  «ai-'o  nn/  ’  Se  divisa  R'  per  R"  si  abbia  p"  ,s<>h- 
“""D"  ■  i  j  R",  perciò 


211  resto,  sarà  n"'__  divisa  R;  per  R"  si  a] 

a  =  (i>"(«)'h-  I  )4S)«l^d 

)~r p  )  11  ,  ed  R  il  commi  divis 

c»  O-j 


divisore  ec 


58-  Onde  se  nel  dato  rotto  sia  B=ro,  vera  -  =  -2.  - 

A  A 


~  -r\  -tx 

I  P  a  faisi  Brio,  Arri;  e  se  divisa  A  per  B ,  venga  p 

C„tC8t0,^A=^ 

.do  R"=,TlSUalQtÌ  ^  B,A  11  9uel11  trovati  di  sopra  quan- 

A-r.  n _ 11  Aec*>Sl  iranno  le  successive  equazioni  B  — 0« 

ge  \a--I>A-l>’B=l>'V>A=:(pp'-i.i)il'cc,j  in  cui 

1  u,Cima  R  sia  I  e  quindi  il  rotto  ~  irriducibile  (56) ,  chia¬ 
nti  M'.M"  .  L  .  r 

quelli  di  A  *’:•  .  1  valori  di  B,  ed  N'-,W'  ....  NA_r  1 

>,  si  avranno  le  seguenti  equazioni  ; 

r.. 


t-M 


r  n  —  1 
\N'=p 

A=/N"=p'N'4N 
■'  f  N*~H=(pN)*-tNt'r 


.  *  "  — 

5p.  Quindi  r  equazione  A  =  pB  h-  R' (5:),  postivi  sue- 
^niente  i  valori  o  di  R'  =  ^_S1' ,  R-  =  . 


—  il" 


««•>  0  di  B=i/ft'.fR'',R'-p"R-'’r 


R"  CQ 


X  2°  X 

e  sostituiti  M  ed  N,  diviene  in  generale  Ia.  A  — . 

BN*±R* 

-  — >  preso  il  -+  se  gli  apici  k  sono  impari:  II  .  A  = 

60.  Perciò  i°.  eguagliati  i  valori  di  A  ,  e  col  metodo 


- I k Dk- 
R  — t-  Ts»  R 


della  IIa.  fatto  B  =Mk~'r  1  R*  - 


•M  R  ,  viene  M  N  - 


M 


M  N  —  —  I  >  cu>e  i  rotti  consecutivi  — T  .  —r - -  ec.  mol- 

N*  N*  -+ 

tiplicati  in  croce,  differiscono  di  ±  i ,  e  son  tutti  irriducibili, 

M*  .  k  i 

non  avendo  — ^comun  di  visore,  quando  non  lo  ha  M  N  — 

k-+l„k  no  •  .  *  ,  Ta  av  M*  B  Rfc  .  .  Mfe 

N  :  2  .  poiché  la  Ia.  ci  dk  --  —  ~  ±  ,  i  rotti 

g  N*  A  AN*  K* 

che  differiscon  dal  dato  -r-  ora  in  -+  cd  ora  in  ,  sono  a 
A 

vicenda  minori  e  maggiori  del  dato ,  e  sempre  più  vi  si  ac¬ 
costano  ,  attese  le  differenze  sempre  minori  +  tvt*.  tra  —  ed 

r  AN*  A 

M* 

,  nelle  quali  N  o  cresce  o  non  scema ,  ed  R  scema  sempre 

fino  all’ultimo  resto  ±  R(x)  —  ±  i  :  30.  con  questo  resto  si  ha 
dalla  Ia.  BN^  —  AM^qp  I  ,  cioè  il  prodotto  di  B  per  V  ulti - 
maN  o per  N(~)  è  un  multiplo  IVL*)  di  A  ,  —  ovvero -b  I ,  secoli - 
do  che  z  n  iL  numero  dei  quozienti  p  ,  p'  ec.  b  impari  o  pari. 

6l.  Anche  il  radicale  quadratico  y/lf  ove  l  non  è  qua* 
d'iato ,  si  tratea  .  . 

A  Vo4 

B  1 . 5  =  » 

R'V-4-5 
B  1  (  Vo4~^.5) 

R' (  \/34~5)(V/34“b5)  —  p...  i— y 
R  v  34  —  4 

R/p(V34H-4) 

J^v'34~4)(\/34-f-4)=l8...  4=i>" 

R  V54—A _ _ 

R"2(v/34“f4) 

R;;  (/34  ■ -  4 )  (  V34-b  4  )  ~  1 8 ...  1  =  p'" 

R 

R"'9(\/3  4-f-5) 

R;v(V34-5)(V'34-h5)=p...io=:p^ 

Rv  V34—5 

ec*  ec» 


come  il  rotto  —  : 

A 

se  ne  veda  un 
esempio  qui  di 

faccia  in  — ,  - — 
Vo4 

Divido  A  per  B  , 
e  poiché  A  — 
5  -+■  un  10 reo  ,  ho 

j>  =  5.e(52-)R'= 
A—  pB—  V34— 

5  .  Ora  per  divi¬ 
dere  secondo  la 
regola  B  zz  I  per 

R'  —  V34~  5». 
moltiplico  1  due 


P 


)(  21  )( 

ternum  per  ^34^-5  ,  con  che  B  diviene V34-+- 5  ed  R' èkcn* 
ta  9.  fatta  la  divisione  ,  ho  p' -  i  ed  K"  —  ^34  _  4.  Così 
p  o  proseguirsi  ad  arbitrio;  e  con  questa  operazione  si  forma 
1  avola  che  daremo  altrove  (364),  e  si  dimostrano  le  singo- 
R  !  proprietà  dei  numeri  che  la  compongono  ,  quella  spe- 
cia  mente ,  di  procedere  in  periodo  simmetrico:  ina  basti  a- 
veri©  accennato. 


Somma  e  Sottrazione  dei  Rotti  - 

62.  Per  sommare  o  sottrarre  i  rotti  gli  riduco  al~ 
o  stesso  denominatore  (52),  che  scrivo  sotto  la  somma 

0  differenzi 1  dei  numeratori  :  così  riduco  —  =t  i  (  il  -t-  è 

2  3 

per  la  somma,  il  -  per  la  sottrazione  )  a  -^-r±  — ,edho 

6  6 

somma  —  0  la  differenza  ~  .  Se  vi  sono  interi  con 
rotti  *  riduco  tutto  a  rotto  (51)  :  così  4— ;±3  —  — 

JL _ ,2Z±  14  -  “  °  1 

3  <5  >  e  la  somma  è  6  —■ ,  la  differenza  2  . 


Moltiplicazione  dei  Rotti. 


^3*  Se  un  rotto  ^  debba  moltiplicarsi  per  un  in- 
5  >  dovta  prendersi  cinrjue  volte  (  20  ) ,  il  che  dà. 
13  5  dunque  se  l’ intero  5  ri  riduca  ad  un  rotto  qua- 

'unque  ^  (3,) ,  «  avrà  sempre  i|-2J|(49) 


.  2i'S 


*  13.3  ’  c*0^  P^r  moltipHcare  i  rotti ,  sotto  il  prodotto 

numeratori  scrivo  quello  dei  denominatori. 

S  o  ^nc^e  ^  ^  prodotto  di  due  rotti  proprj ,  come 
>  o  3  v 

*  4  >  e  minore  di  ciascun  Jattore  ;  poiché  moltiplicati- 


do  per  i ,  si  avrebbe  appunto  L  ;  dunque  moltiplicai 
do  per  cioè  per  meno  di  i,  dee  aversi  meno  di 
y  :  2  .  per  avere  un  rotto  d' interi,  basta  moltiplicar  tra 
loro  al  solito  il  rotto  e  gl’interi;  così  Volendo  Idi  io 

n  1 

si  fa  y.  10  =  y,  perchè  ima  settima  parte  di  io  è 
7  (32),  onde  tre  settime  Son  3°.  per  avere  un  rotr 
to  di  rotto ,  come  ±  di  2 ,  il  rotto  1  fa  figura  d’ un  in¬ 
tero  A:  ma  ±  di  A  =  ±x A;  dunque  ±  di  1=12=3 
Percib  2  di  2  —  2  dj  A 

05  •  fce  1  iatton  «iena  interi  con  rotti ,  gli  riduco  ad 
un  sol  rotto  (51);  così  3  JL  .%1  =  — Qy? 

finln  ?àc^mVAZIi°-KII  ■  j^ejun  rotto  dee  moltiplicarsi  per  un  mul- 
P  o  0  sumiuultiplo  del  denominatore ,  si  xiduce  prima  di  mol¬ 
tiplicare:  così  a  =  |  (5o).  Se  debban  moItiplicarsi  pià 

rotti,  ai  cancelli  primate  vi  sono,  i  numeri  comuni  ai  ter¬ 
mini  del  prodotto  :  così  .  iL  —  _  J. 

3  4  6  5  6  ~  3  * 

Divisione  dei  Rotti. 


<5(5.  Sei  due  termini  d’ un  dividendo  2  sieno  respetti- 

vamente  multipli  dei  due  d’ un  divisore  2,  divisi  i  nu¬ 
meratori  8,2  e  i  denominatovi  iS,j  J  avrà  il  quol- 
“ente  -%  (32). 


X  23  X 

«Z.  Ora  i  due  /termini  di  qualunque  dividendo  1 

r  rre  rentler9i  dei  due  di  qualunque 

divisor  3  ;  poiché  (49)  2 . 1  _  s*j  3  4  1Ue 

2.  „„  w‘  *  l  ~mVT’  onAe(66)  il 

quoziente  sarà  — 14  .  v 

it  .  5-3  I5’C10«  Per  dividere  i  rotti,  rovescio 

“l  6  mohiPlico  tra  lor»  l  due  rotti 

3  63'  11  quozlente  di  1  divisi  per  un  rotto  proprio 

y>  J  maggiore  del  dividendo  :  poiché  divisi!  per  i,  si 
h"  5  ;  dun'lue  dimisi  per  !  cioè  per  menomi  i ,  dee 


aversi  più  di  JL  (4g) 


69-  Se  i  numeri  sieno  interi  con  rotti ,  gli  riduco 
Un  501  rotto;  così  5  JL:  3 4==»;1==:33> 

tor  se*V^zipni.  I.  Se  i  rotti  hanno  lo  stesso  denomina- 

^  .  (lUoziente  sono  i  due  numeratori  ;  così  —  :  —  —  iL .  u 

del  v  •  ni  JeI  dmden<*°  son  multipli  o  summultipli  di  quelli 
dimore ,  si  riduce  prima  di  divide»;. cori  £  :  3-  =  « 

1 9  2  ip‘ 


Frazioni  o  Rotti  Decimali. 


R°ttl  decim&U  hanno  per  denominator  1’ u- 
ec  1  Uno  0  P*a  zei’i :  tali  sono  i  rotti  -2.  ,  J^2.  9 

lotti  •  ^la^fon n/0rma  1  S°n  so*£etti  al  calcolo  degli  altri 
Un  Compendio  ies°  e  Particolari  ci  danno  per  questi 

°°rnj  Clfra  alla  destra  d’  un’altra,  le  dà  un  va- 


X  24  )( 

lor  decuplo  (6)  :  così  per  scriver  3  diecine ,  si  pone  o 
alla  destra  di  3  e  si  scrive  30  ;  dunque  per  scriver  3 
decimi ,  basta  por  3  alla  destra  di  o ,  e  scrivere  03 . 
Si  è  però  convenuto  di  separar  gl’interi  dai  decimi  con 

una  virgola ,  e  in  vece  di  scriver  — ,  si  scrive  o ,  3  ;  così 

0  io 

2  7 

©,2  =  — ;0,2=— ,  ec. 

IO  *  IO 

73.  Dunque  del  pari  come  per  scrivere  cinque¬ 
cento  si  fa  500,  così  per  scrivere  cinque  centesimi  si 
fa  0,05  eo.  In  generale  si  scrive  il  numeratore  come 
gli  interi ,  e  il  denominator  sott’  inteso  è  Y  unita  con 
tanti  zeri  quante  son  cifre  a  destra  della  virgola. 

74.  Da  ciò  si  rileva  che  3,9654  è  un’  espression 

JL  -A — f  —4—  che  può  ri- 

100  1000  10000  r 

2^654 


compendiosa  di  3  -t-  — 

nXi  a 

dursi  a  3 


Somma ,  Sottrazione ,  Moltiplicazione  c  Divisione 
dei  Rotti  Decimali . 


75.  Per  sommare  o  sottrarre  i  decimali ,  scrivo  i 
numeri  l’un  sotto  1* 

4&53.Z91 

4>°°Z4S  6,00435 


altro ,  osservando  che 
le  virgole  sieno  nella 
«tessa  colonna  :  poi 
gli  sommo  o  gli  sot¬ 
traggo  al  solito ,  e 


0,0049 

Som.  4856,80335  Diff.  5,83435 

scrivo  la  virgola  sotto  1’  altre . 

76.  La  moltiplicazione  dei  decimali  si  fa  al  solito 
senza  curar  le  virgole  :  ma  quanti  decimali  sono  nei  fat' 
tori ,  tante  cifre  a  destra  si  separano  nel  prodotto ,  in  cui 
se  non  ne  sieno  abbastanza,  si  supplisce  a  sinistra  con 
degli  zeri ,  come  nel  quarto  esempio  seguente .  La  ri* 
prova  si  fa  al  solito . 


43>: 


X 

a5  X 

43>7 

I 

4,12 

_  *0 

p»°53_ 

3’7 

J3ir 

43? 

7362(5 

122710 

2884 

1236 

568,i 

0,1300726 

15*244 

21,32 
0,000103 

6396 

_ _ 213^ 

0,002 19596 

Infatti  4,12x3, 7  =  exSJ  (?4)  dà  un  prodotto  d; 

^Tne^nolL^™110  C0°  *“  d*CÌmalÌ  <«). 

ec.  con  tkar"ìftÌ?1ÌC?  decimaIe  Per  Jo,  100, 1000 
110  «ri  nel  n  nltVirr°  aadeStraper  taute  ci6e  quanti  so- 
4532  80  ”0,Tcatore:  così  45,3289x100  =  ..... 
«c-  0,007854  x  10000 =38,54 

Aitato  es4oTrnmhann°J  moltÌJ  decimaIi  e  non  bisogna  un 
28,6->-  J  u  .(  C0me  Se  dovend°  moltiplicar  45,625057  per 
dinc°deir  u  ^aStl,Un  Prodotto  con  tre  decimali)  rovescio  l’ or- 
cifra  delle  "?/  °  vSCnVO  **?  V  altro  facendo  Spender  la 
a  quello  n  fe  ^  Um£  f? tro  1  decimale  inferior  di  due  gradi 

dt  molr  v  CUI  v°gbo  limitare  il  prodotto.  Quin- 

le  c:r  ClPIlCo»  e  trascuro  nel  moltiplicando  tutte 
e  a  a  destra  di  quella  per  cui  moltiplico, 
sci'iyo  }SUla.cbe  muto  cifra  nel  moltiplicatore, 
ma  del  Pnma  deI  nuovo  Pr°dotto  sotto  la  pri- 
dotti  c  Pa,s.at0  •  batta  la  somma  di  questi  pro¬ 
do  dN  °PPlim°  due  ultime  cifre  ,  osservan- 
le  duèUmentar  d’ un’unità,  l’ultima  che  resta  se 

r0  i  j  f0PPfcsse  passan  50  :  dopo  ciò  ,  sepa-  . 

13°6j499'na^  C^C  ProPos^  d’avere,  c  trovo  13064991 3 

tì  dalh  Se  n,eI  vmoItlPllcando  non  fossero  tanti  decimali  quan- 
fadu  ,.leS°^a  è  prescritto ,  si  supplirebbe  con  degli  zeri.  E’ 
che  però  rende.rS1  ,raglon.e  dclle  differenti  parti  del  metodo , 
teri  un-f  n?n,  .  luogo  in  due  casi  assai  rari:  i°.  se  gli  in¬ 
cingali  «l  ai  dc£:imab  s°n  numeri  molto  grandi:  3°.  se  i  de- 
•  on  molti  ed  espressi  con  le  cifre  massime  8,9. 
si  sep°'  La  divisione  decimali  si  fa  al  «olito,  ma 
cimati?™?,  nd  <Juoziente  tante  cifre  a  destra  quanti  de- 
n<x  U  dividendo  più  del  divisore. 

D 


45,625957 

536ba 

91251914 

06500760 

*232554 

1368:5 

22810 


2,6 


-44 


s-3'4^-9345 


3,32^8,445 

2005 


20,074^49,10000 

89520 

92240 

11944 


844^  n2'> 

Infatti  8,445:3,22=^:^  dà  un  quoziente  di 

decimi  (67),  clic  si  esprimono  con  un  decimale,  coni® 
il  dividendo  ne  ha  nno  più  del  divisore. 

81.  Se  il  divisore  ha  più  decimali  del  dividendo 
(  3".  esemp.  )  gli  si  aggiungono  degli  zqri  che  non  no 
alterano  il  valore  (73):  e  volendo  considerare  i  resti  deh 
le  divisioni,  si  aggiungono  nuovi  zeri;  così  (2°  esemp.) 
aggiunti  tre  zeri  al  resto  73,  si  ha  il  quoziente  2,6220 
con  nn  resto  228  ec. 

82.  Si  divide  un  decimale  per  io,  per  100  ec 
con  avanzar  la  virgola  di  uno ,  di  due  gradi  ec.  verso 
la  sinistra  :  così  124,65*.  100—  1,2465. 

83.  Se  i  decimali  del  dividendo  32,2273481  son  troppi» 
gliene  lascio  tanti  più  uno  quanti  nc  voglio  nel  quozienti 
T  qui  ne  voglio  tre  ) -,  divido  al  solito,  e  distinguo  nel  qucr 
piente  gl’interi  (80).  Se  vi  è  un  resto  (  co-  , 

-me  qui  4339  )  continuo  a  dividere  (soppres-  13,4404 

sa  nel  divisore  1’  ultima  cifra  a  destri  )  per  o ,  5  1  o2> 0073 

V,35:  P°i  divido  il  nuovo  resto  ,  soppressa  ~  “  0-1 
un’altra  cifra,  per  9,3:  e  così  continuo  fin¬ 
che  ho  tanti  decimali  più  uno  ,  quanti  ne 
volli;  sopprimo  quest’uno,  c  se  sia  maggior 
di  5,  aggiungo  un’unita  al  precedente.  Qui 
si  ha  3,446. 


4i:45 
433 9 

599 

41 

i 


Trasformazione  c  utilità  dei  Decimali. 


84.  I  rotti  decimali  si  trasformano  in  un’  infinità 
<V  altri  dello  stesso  valore  col  solo  aggiungere  uno,  due* 
tre  zeri  ec.  alla  destra  del  rotto  (73)*,  e  però  0,4^ 
e, 40  =  0, 400  =  0, 4000  =  ec. 


•  T  /V  -4  /V 

°5‘  y  Hindi  posson  sopprimer?!  gli  zeri  finali  dì  nn 
Qtto  decimale  senza  alterarne  il  valore  :  ma  «oppia¬ 
ndo  altre  cifre,  il  valore  scemerebbe:  così  0,683  e 

6>68  differiscono  di  — . 

1000 

86.  Per  altro  la  differenza  è  tanto  minore  quante 
llu^on  le  cifre  del  rotto:  così  0,680003  scema  solo  di 

ìoooooo  S0PPressa  l’ ultima  cifra  3  ;  onde  posson  trasc  ti* 
rarsi  dei  decimali  senza  diminuirne  molto  il  valore. 


•  corregge  però  almeno  in  parte  f  errore* 

^giungendo  un’  unità  all’  ultima  cifra  restante  ,  se  la 
«oppressa  supera  5 .  Poiché  5  è  una  mezza  unità  dell* 
:rdme  contiguo  a  sinistra  ;  onde  se  la  cifra  soppressa 
nnnor  di  5 ,  1  errore  sarà  men  d’  una  mezza  unità  i 
e  o  5,  .sarà  d’una  mezza  unità  aggiungendo  o  non 
ggiungendo  1  ;  e  se  supera  5 ,  f  errore  sarà  più  d’ u- 
a  mezza  unità  non  aggiungendolo. 

S8.  Nei  calcoli  ordinar j  spesso  bastano  sei  deci- 
a  1  »  e  anche  due  o  tre  se  le  circostanze  non  esigo- 
jP  grande  esattezza  ;  così  prenderò  senza  error  sensi- 
!!e  x5»3  per  I5>3°49:  ma  se  15,3  debba  poi  molti- 
Pucarsi  per  numeri  grandi,  come  84-6,  i  decimali. 
°Ppressi  produrranno  un  errore  di  circa  42  interi. 

01  ^  dae  decimali  con  le  stesse  prime  cifre 

H  c  lo  è  maggiore  che  ha  qualche  cifra  significata  a 
1  Piu*,  così  0,^63  è  maggiore  di  0,^6. 
g  9°-  E  se  le  prime  cifre  non  son  le  stesse,  il  piu 

*  ande  ò  quello  che  le  ha  maggiori:  cosi  0,54  supera 
^jo3999  >  benché  a  questo  secondo  si  aggiungessero 
0  *mte  cifre  :  onde  0,5399  è  minor  di  0,54  e  "maggior  di 

’o39  (89)»  e  0,53992  si  accosta  più  a  0,54  che  0,5399. 

*  9T*  Di  qui  la  principale  utilità  dei  decimali  per 
««tori  «rapre  più  al  valor  rigoroso  che  spesso  non 

oUe,aversi-  Tutte  le  Matematiche  offrono  eseinpj  dì 
approssimazioni  ;  cacone  alcuni  cavati  da,;  A- 


)(  *8  )( 

9'2’  Dividendo  14^475  per  362  ,  il  quoziente  è 
4°~  »  ma  f°rina  di  questo  rotto  è  incomoda  se 

o03  * 

«  tratti  di  valutarlo .  Lo  trasformo  dunque  in  un  al¬ 
tro  del  valore  stesso  o  che  vi  si  accosti  quanto  si 
vuole . 

93-  Aggiungo  degli  zeri  al  resto  di  divisione,  on¬ 
de  continuarla  ;  e  poiché  quest  aggiunta  ingrandisco 
eli  io,  100,  1000  volte  ec.  il  dividendo,  correggo 
V  errore  e  colloco  i  quozienti  tra  i  decimi,  centesi¬ 
mi,  millesimi  ec.  Aggiunti  tré  zeri  al  resto  141 ,  di¬ 
vido  14 1000  per  363;  scrivo  il  quoziente  389  tra  i 
decimali ,  e  se  tre  mi  bastino ,  trascuro  il  resto  1 82  - 

Perciò  407  ===  402 , 389  che  differisce  dal  vero  men 

d’  un  millesimo . 


94.  Così  i  rotti  ordinarj  si  trasformano  in  deci¬ 
mali  o  eguali  o  approssimati  quanto  piace  :  per  esem¬ 
pio  ,  —  si  trasforma  in  0,5  esattamente  ;  poiché  ag¬ 


giunto  uno  zero  al  numeratore  1 ,  si  ha  5 ,  onde  -j 

===  •  -Ll  --  da  solo  un  approssimazione  ;  perchè  ag¬ 

giunti  gli  zeri ,  il  quoziente  è  3  in  infinito  ;  quindi 
' jT  —  °>333  ec*  ^  rotto  —  è  nello  stesso  caso;  messo  in 

decimali,  dà  il  periodo  0,14285?  142857  142857  ec-, 
onde  ripetendolo,  si  ha  Y  approssiinazion  che  si  vuole, 
>cenza  bisogno  di  calcolo .  In  generale  ,  non  può  esat¬ 
tamente  ridursi  in  decimali  un  rotto  ordinario  se  le 
stesse  cifre  tornino  con  lo  stess’  ordine  .  Il  denomina¬ 
tore  dà  il  limite  più  lontano  del  loro  ritorno;  per  e- 

sempio,  il  denominator  ?  indica  che  riducendo  —  in 

decimali ,  le  cifre  non  posson  ricomparir  nello  stess’  or¬ 
dine  piu  tardi  del  settimo  luogo,  e  se  ne  troverà  fa¬ 
cilmente  la  ragione  :  ma  ritornano  spesso  prima  dei 


X*9)(  .  J  . 

llI0go  segnato  dal  denominatore  ,  come  si  vede  nel 


rotto  — 
3 


Altri  Rotti . 


La  specie  dei  rotti  ò  relativa  all*  unita  di  cui  sou 
parte  è  poiché  le  Scienze ,  1’  Arti  e  la  Società  usano 
diverse  sorte  d'  unità  ,  ecco  i  nomi  dei  loro  rotti  piu 
comuni . 

95.  La  Circonferenza  del  Circolo  fu  divisa  in  360 
parti  eguali  chiamate  Gradi  (  si  preferì  il  numero  360 
nd  ogn  altro  inferiore  e  superiore ,  perche  ha  più  di¬ 
mori  esatti  con  minor  quantità  di  cifre  )  ;  onde  il 

grado  è  della  sua  circonferenza  :  ma  bisognando 
300 

spesso  diverse  parti  del  grado ,  si  considerò  anche  lui 
come  un  unità  divisa  in  60  parti  eguali  o  Minuti  ;  on¬ 
de  ogni  minuto  è  ~  di  grado  cd  — di  circonfe- 
60  21 600 

renza:  per  aver  una  misura  ancor  più  precisa,  si  sud¬ 
divise  il  minuto  Primo  in  60  Secondi  ,  il  seronrìo  in 
60  Terzi  ec.  ;  onde  la  circonferenza  ha  1296000  se¬ 
condi  e  2^60000  terzi,  ed  il  .grado  è  3600  secondi 
e  216000  terzi.  Si  son  dati  dei  segni  a  queste  diver- 
se  parti ,  ed  in  vece  di  scrivere  1 8  gradi ,  34  minuti , 
53  secondi ,  26  terzi ,  si  scrive  18°  34'  53  26". 

96.  La  divisione  del  tempo  in  Giorni  è  antica 
guanto  il  Mondo ,  e  si  divise  arbitrariamente  il  gior- 
n°  m  24  parti  eguali  che  formarono  1’  ore  ;  f  ora  è 

dunque  -L  di  giorno  e  si  suddivide  come  il  grado'  jji 

minuti ,  il  minuto  in  60  secondi  ec-  Il  giorno  è 
dunque  —  1 440'  =  86400"  =  5 1 84000"' ,  e  il  mimi- 
t0:=36oo,/4. 

92-  Per  misurare  le  Distanze  si  prese  un  unità 
1 1  nota  lunghezza  e  si  portò  successivamente  sulla  di- 
da  misurarsi .  Quest’  unità  tra  noi  si  chiama 
ra^io  ,  tra  i  Francesi  Tesa ,  misure  però  diyer**  fra 


I  T  .  ,  )C  -3°  )( 

loro  .  La  tesa  ha  6  parti  eguali  chiamate  Piedi ,  il 

piede  ha  12  Pollici,  il  pollice  12  Linee  e  la  linea  12 

Punti;  onde  il  piede  è  ~  della  tesa,  il  pollice  A  ec. 

II  braccio  ha  20  parti  chiamate  Soldi  ec.  ^  ■ 

9^'  1  deila  Società  introdussero  i  Pesi  e 

c  Monete.  L  unità  del  peso  si  chiamò  Libbra ,  e  quel¬ 
la  della  moneta  Lira  .  La  prima  si  divide  tra  noi  in  12  , 
tia  1  francesi  in  16  parti  eguali  dette  Onde ;  1’  on¬ 
cia  è  tra  noi  24  Denari  e  tra  i  Francesi  8  Grossi  ■  il 
denaro  è  24  Grani ,  ed  il  grosso  72 .  Una  libbra  pesa 
dunque  tra  Francesi  128  grossi  o  9216  grani,  fra  noi 
288  denari  o  6912  grani:  i  Francesi  hanno  anche  il 

Marco ,  meta  della,  libbra  o  oncie  8.  La  lira  si  divide 

m  20  Soldi  e  il  soldo  111  12  Denari:  f  altre  monete  si 
rapportano  ordinariamente  a  lire,  soldi  e  danari 

fr  somm/"  ^e.ste  specie  ,  scrivo  f  une 

l  r  Pai  tl  ^  1101116  StGSSq  J  P0Ì  «>1111110  1« 

colonne  al  solito,  e  scrivo  il  resto,  tolte  se  si  può, 
1^  specie  maggiori,  che  porto  alla  colonna  seguente. 


|  tese  piedi  poli.  lin.  pun. 

25' 

47^ 

9*  3- 

u.  2.  2 

33 

28 

100.  0. 

0.  0.  0 

AL 

49 

47.  5* 

3-  8.  0 

31 

4 

1  11.  0. 

io.  8.  4 

168.  4. 

1.  6.  11  | 

lire  soldi  den. 
325.  17-  4 

15*  ir-  6 

25-  I-  8 
4-  io-  o 
3;i-  -•  <T 


C“Ue  ste?se  specie  si  Sottraggono'  ;  e  se 
ìnmfrio.7  6  P1“  grf"de’  81  t0"lie  un’  unità  dalla  co- 
a  n  s"Pcriore>  per  decomponi 

Esemoi  ““  dc  geilere  di  quelle  da  sottrarsi  1 


48* 

24 

16' 

0  n 

-o 

1?" 

12 

tese 

ioo. 

12- 

pi.  po. 
O.  0. 

ALL 

l.  p. 

•0.  0 

»■ 8  j 

I  lire  sol. 

^55*  3* 

1  3°*  6. 

deil. 

4 

8 

O  *>Ò 

$3 

i'  1 

82. 

1.  6. 

0. 4 1 

624.  1 6. 

8 
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loi.  La  moltiplicazione  si  fa  nella  maniera  se¬ 
guente  .  Si  cerchi  per  esempio,  il  prezzo  di  Braccia 
246  di  Stoffa  a  61.  15*.  9'  il  Braccio.  Moltiplico  le 
date  lire  ec-  per  io  e  scrivo 

“  prodotto  di  sopra;  moltipli-  678.  15.  -xs 

00  nuovamente  per  io  questo  67.  17.  6x4 

prodotto ,  e  ciò  tante  volte  quan-  B.  246  a  ~  6.  15.  9x6 

re  bisogna  per  distribuir  le  cifre  ~ - * 

del  moltiplicatore  come  nell’ e-  IO’  ~ 

tempio.  E’ chiaro  che  moltipli-  IO'  Z 

emido  la  quantità  superiore  (  cen-  ^°‘  _ _ 

tupla  della  data)  per  2,  avrò  il  Som.^r  1669.  14.  6 
valor  di  200  braccia;  moltipli-  ^ 
cando  la  quantità  che  segue  (  decupla  della  data  )  per 
4  »  avrò  il  valor  di  40  braccia  ;  e  finalmente  moltipli¬ 
cando  per  6  la  data ,  avrò  il  valor  di  6  braccia;  i  qua- 
1  valori  raccolti  mi  danno  il  prezzo  di  braccia  246 . 

Se  anche  il  moltiplicatore  contenga  diverse  spe- 
rie  ’  e  si  cerchi,  per  esempio,  il  prezzo  di  42.tef*  «;.pe- 
4Po1*  a  lire  18.  6.  8.  la  0  *  0 

te*a ,  moltiplico  le  li-  tese  pie.  poi.  183.  6.8  X4 

re  come  sopra  per  io  4“-  $■  4  *  3  18-  6.  8  x  a 

cc.,  e  poiché  i  piedi  6^  3.  1.  i  jxj 

°"°  i  ‘Iella  tesa,  di-  1 3.- — '  c.  1  1-xiL 

v'4°  le  lire  date  per  (5,  —  -*  '  9.  4 

e  d  quoziente  per  12,  £33-  ” 

Perchè  i  pollici  sono  3^-  r3-  4 

•a  del  piede  .  Fat-  5-  6  | 

•  ,°  cib  ,  distribuisco  1  '  °’  4  9 

‘moltiplicatore  come  Som.  *  :86.  5.11'$ 

e  1  esempio;  il  primo 

secoudo  prodotto  danno  il  valor  degl’  interi  :  il  ter- 
0  e  quarto  danno  i  sesti  ed  i  dodicesimi  di  un  se- 
0  >  onde  la  somma  di  tutto  è  il  prezzo  cercato  . 
te.  In  vece  di  moltiplicar  le  lire  moltiplicassi  le 
avrei  il  prodotto  in  tese  e  non  già  in  lire  (  ro¬ 
be  2^Volta  Pu°  bisognare  );  e  questo  prodotto  sareb- 
;bòr.  ip'.  9po1^,  un  poco  diverso  da  quel  di  sopra 


,00 - 

__  3- 

>•  «f 

5-  1  9 

733- 

6.  8 

3<$- 

13  4 

i5- 

5-  6  $ 

0.  4  9 

S-n’i 

«elle  frazioni  ;  per  altro  S-,  rispetto  alle  lire,  son 
rioT|-  5tCS‘°  C'ie  *'’•  9*'  i  «guardo  alle  tene, 

• ,  }  \  c^®  rotto  di  specie  superiore  si 

Tlduce  a11  !nlerion  col  moltiplicarlo  per  il  loro  mime¬ 
rò  caratteristico  ;  cosi  per  aver  -fe  di  l;ra  soldi  e 
denari ,  si  dira  :  A  X  no  «  i ,  f  soldi ,  e  poi  §x  12  = 
8  denari;  onde  i2i—$  n.  8:  a",  die  ali5 opposto 
le  specie  inferiori  si  riducono  alla  superiore  col  divi¬ 
derle  per  il  loro  numero  caratteristico  ;  così  S  2.  0.4.  = 

séinpj  f  2 ' 3  s  • _  =  2  àxló  =  2  6  •  Ecco  altri  e- 

1  Un*  liW)ra  di  tabacco  cotta  lire  3.  4.  —  ;  quanto  co- 
areranno  19  libbre  e  ir>  once?  (  nr*Uo  iT  i\l  r  “ 
r?  •  1:,.  L  o  ttt  '  (  presa  la  libbra  Francese  ). 

ixitp.  in-  03.  8.  II.  La  teia  di  un  muro,  di  cui  son  da- 

te  la  grossezza  e  l'altezza,  costa  lire  37.  ,0  -•  che  coste¬ 
ranno  9'.  51».  1IPO  d,  questo  muro?  R%.  lir.  374  9  ,  IH 
Dee  pagarsi  un  cerchio  diviso  in  gradi,  minuti  e  secondi  a 
a  -  per  grado!  1'  artefice  ha  gihTvtó 

rA8  r48  lt  dl  somma  «ara  egli  creditore  al  presen- 
te?  Risp.  di  lir.  1915.  2.  io  £4.  F ^ 

102.  In  vece  del  metodo'gik  spiegato  (101),  si  può  tra- 

f  fs&sr. 

y  di  tesa,  e  le  lire  18.  6.  8.  (  che  sono  iS  h-  ìu 

stia lL\X’  m0'tÌPlÌCatÌ  q“eStÌ  d“*  “«A  s*a avranno 
zf  4S6  -j  »  cioè  lire  786.  5. 1 1  g  ,  0  tese  786.  ipie  npoi  i 
come  sopra .  3 

103.  Quanto  alla  divisione,  voglia  verificarsi  il 

166^  le  ltf'ed^Ta11^ 

zicnte  6  col  resto  ,p3  ohe  riduco  a  sddi  ,  mdS 
candolo  per  2°,  ed  aggiungendo  al  prodotto  T  odi 

■  e  edr,TcadrOPOSta-  Pro,s<*u°  al  diririo 

no  ed  ho  15  di  quoziente  col  resto  184.  che  mnlrinli- 

*>o  ,  or  i-,  e  coll  aggiunta  de  6d  ho  per  prodotto  22 14 

e  per 


I  6.  li.  9 


per  246  -  z  1669.  14. 

193  X2* 


)(  33  )( 

e  per  quoziente  9  senza 
resto,  come  doveva  esse¬ 
re.  Se  l’avanzo  moltipli¬ 
cato  per  il  numero  re- 
spettivo,  fosse  più  piccolo 
del  divisore  ,  passerei  a 
Moltiplicarlo  per  il  nu- 
mero  caratteristico  della 
■pecie  seguente,  scriven¬ 
do  zero  al  quoziente  :  co¬ 
sì  dividendo  lire  5 26. 

*“•  5  per  35  ,  ho  lire  15-7* 

Quando  il  divisore  contiene  aneli’ esso  diverse  spe¬ 
cie,  ecco  la  regola.  Si  vuol  dividere  ^786.  5.  11  - 

per  42tcfe.  5P'S.  4P01  in  riprova  del  calcolo  del  secon¬ 
do  esempio  (101). 


38n 

1414 

184  XI* 


2214 

OD 


Riduco  il  divisore  tesepie.pol.  |  18.  6.  8 


4^-  5-  4  -£.586.  5-  ri 


;X"2 


5&>  io 


6.  8 


*da  specie  ultima, 
come  qui  le  tese  -  > 

a  Pollici  -,  cioè  inol-  —Li 
riplico  42x6,  ag-  257x12 
giungendo  al  prò-  '  ~n 
dotto  (  che  son  le  0  0  5 

rese  ridotte  in  pié- 
dj  )  i  5  piedi  del 
divisore,  ed  ho  257  5 
Moltiplico  257  x  12, 

Q  ul  prodotto  (  che 

8°n  le  tese  e  i  piedi  ridotti  in  pollici  )  aggiungo  4 
ed  Ho  3088  pollici  o  sia  di  tesa  .  Dipoi  moltipli- 


25T33 

1029x23 

20586 
2058  x  12 

34704 

00 


c°  per  73  le  lire  786.  5.  1 1  ~ .  (  E’  chiaro  in  fatti 

(He  per  dividere  questa  quantità,  per  un  rotto  ,  dee 
^Minciarsi  dal  moltiplicarla  per  il  suo  denominatore 
i)  )  •  Finalmente  dirido  il*  prodotto  ,  che  ò  566 i£-  6.  8 

E 
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ELEMENTI  D'  ALGEBRA 

jt-1  algebra  è  una  specie  cV  Aritmetica  universale , 

1  cui  principali  vantaggi  sono  i°.  di  far  vedere  in  uà 
modo  generale  ciò  che  1’  Aritmetica  dimostra  per  ca¬ 
si  particolari  :  2°.  di  condur  prontamente  a  risultati 
che  rare  volte  l’ Aritmetica  ottiene  senza  lunghe  ed 
incerte  operazioni:  3°.  di  esprimere  con  singoiar  laco¬ 
nismo  questi  stessi  risultati  che  T  Aritmetica  esprime 
con  molte  parole:  40.  di  risolvere  un  infinita  di  Pro¬ 
blemi  die  1’  Aritmetica  non  potrebbe:  5°.  di  dare  all 
Aritmetica  stessa  in  operazioni  complicate  molti  meto¬ 
di  die  diminuisco!!  la  fatica  - 


NOZIONI  PRELIMINARI. 

Ogni  Scienza  ha  il  suo  linguaggio;  V  Algebra  lo 
ha  piti  singolare  dell’ altre ,  e  convien  cominciare  dal 
rendersi  familiari  le  sue  espressioni. 

105.  Tutte  le  cifre  hanno  un  valor  determinato  : 
così  la  cifra  3  òhe  può  significare  egualmente  3  pol¬ 
lici  ,  3  tese ,  3  leghe  ec. ,  non  può  significar  cento  o 
mille  ;  onde  le  cifre  non  son  segni  si  generali  eia  rap¬ 
presentar  tutte  le  quantità,  possibili  ;  perciò  si  pensò 
ad  altri  sc^ni  il  cui  valor  non  fissato ,  potesse  variare 
ad  arbitrio-  Questi  segni  son  le  lettere  dell  Alfabeto 
volgare  e  greco,  le  quali  di  più  hanno  talora  un  pic¬ 
colo  apice  come  a  ,b"  clic  si  legge  a  prima ,  b  secón¬ 
da  c c.  ;  .ciascun  le  conosce  e  son  suscettibili  di  qua¬ 
lunque*  valore ,  che  dato  loro  in  principio  si  conserva 
Poi  pPr  tutta  1’  operazione. 

ivó.  Si  chiama  dunque  Espressione  Algebrica  tut¬ 
to  ciò  che  è  notato  con  lettere  ,  e  si.  rappresentano 
con  certi  altri  segni  le  diverse  operazioni  *  che  posse*; 
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miM  su  queste  espressioni;  così  .per  sommare  a,b,  si 
scrive  ,n -b  (12);  per  sottrarre  c  dai,  si  scrive  d-c- 
(14);  per  esprimere  b  maggiore  di  a,  si  scrive  b  >  a 
e  per  esprimerlo  minore,  si  fa  b<a.  La  moltiplica- 
zione  eli  *  per  y  si  indica  con  xxy  o  con  7  (  u) 
anzi  , si  .stima  fatta  quando  una  lettera  è  seguita  da  una 
o  piu  altre  senza  interruzione  di  segni:  così  xy  =  xx  y 
abe=axbxc.  La  divisione  di  a  per  b  si  accenna  eòa 

T  0  cou  a:b  (33)- 

.  IO/.  Si  chiama  Monomio  o  Termine  ogni  quanti- 
ta  che  non  è  unita  ad  altre  coi  segni  -4- ,  - .  Dalle 
lettere  del  monomio  risultano  le  sue  dimensioni ,  ed 
ogni  lettera  forma  una  dimensione  :  così  a  è  un  mo¬ 
nomio  d  una  dimensione,  mn  lo  è  di  due,  bed  di  tre, 

<r>  ^  11,18 >  p  di  ninna,  nel  qual  caso  il  monomio  si 

riduce  a  -semplice  numero  :  tutto  ciò  si  intenderà  me¬ 
glio  nella  Geometrìa.  Si  chiama  Binomio ,  Trinomio  ec 
(a  riunione  di  due ,  tre  ec.  termini  ;  e  in  generale  più* 
termini  riuniti  dieonsi  Polinomio,  che  sara  omogeneo 

•?:  tutti  1  suoi  termini  abbiano  lo  stesso  numero  di 
dimensioni . 

108.  I  termini  sono  o  Positivi  o  Negativi  ■  oael- 
X  son  preceduti  dal  •+,  questi  dal  -,  con  che  si’ indica 
die  gli  uni  sono  opposti  agli  altri  nel  loro  modo  di  eri 
stcre:  così  se  un  credito  si  nota  col  -+,  un  debito  do¬ 
vrà  notarsi  col  se  una  linea  che  da  un  punto  va  a 
destra  o  all  insù,  si  esprime  col  -+,  un’  altra  che  dal 
punto  Stesso  vada  a  sinistra  o  all’ ingiù,  dovrà esprimer- 

dehùo  i  P°  U”  Credit°  si  ^  uu  egual 

1  ’  cd  2C™.  m  me2,Z°  tra  1  teruiidi  positivi  c  i ne- 

fnZi„  r  Sl  dlraP°^o  o  negativo  se  sarà 

ternàrio  tl' °  '"T  '  DeI  rest0  <I»ando  il  primo 

termine  d  uu  polinomio  non  ha  segno ,  si  ha  per  positivo 

•  °?l?pes9°  occorrono  i  termini  stessi  in  un  polino¬ 

mio,  come  a-va-va-b-b-và:  allora  si  scrivono  una 


volte  debbon  nPet®r^'  che  precede  i  termi- 

venta  3a~3f>-+-d,e  la  citi  ^  manc£}  U  coefficient« 

r.fcSetSfalè  un’  espression  compensa  * 

Id’  ^o^Uni^uimita'mokiplicata  per  se  ne»sa  o  si 

scrive  due  ,  tre  ec  volte  di  seguito  ^toTiu  pel  « 
ine  aa,  prodotto  di  a  per  « ^  i  Palto  si  accenna  quan- 
ec,  o  con  una  evira  a  de, tra ed  inalM  .  ^  comp£ndio 

1  _ -  vipnf»  ed  a5  =  i2o* 

«tinguer  £'?  esponeutenunrencou  dal  numero  »  da- 

B'*  **?»  "sì  riuniscono  allo  stesso  coefficiente  i  soli  ter- 
•  •  C  „7;/;  cioè  formati  con  ti  stesse  lettere  ognuna  con 

*»;£!fS£rxtór~ —3— " 

vere  8a .  _  la  «tessa  quantità  a  sa¬ 

rebbe1 'sottratta  tre 

fregativi  Queste,  fcoui  son  ^ 

Iure  i  teraiim  «»>*•  &1  scancellano  e  va  a  o . 

Mano  io  stessa. 
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trito)  ;  allora/là  somma  ola  Aderenza  Ari  w 
coemc,emi  è  ù piente  del  nuovo  temine 

1  t-  Sf  *ttx’Ìr-+f-ÌT-iS9  = 

n».  E’  a«o  di  seguir  l'alfabeto  nelle  lettere- di 
ciascun  termine:  così  si  scrive  piuttosto  abc  che eia 
Piuttosto  r*  che  xr:  Ciò  contribuisce  a  far  meglio  et 
nosccrc  i  termini  simili ..  °  co 

Somma  Algebrica. 

slsetóche  basta  scri- 
WU^Ewe  uopo  1  .altre  coi  segni  die  hanno,  e  far- 
ne  .^riduzione  se  ha  luogo:  così  la  somma  di  cdn.  Ani1 

ecà4<“  iqueHa.ca^-hV,  ò  ^Zu% 

qtìfilli  di  3/d  -+$n-q-,  j—  2/n  -  3„  è  zer0 .  e  di  a  "c_ 

AT  „  '  /»  *  d 


Sottrazióne  Algebrica . 

/ri 4.  Per  sottrarre  una  quantità  algebrica  da  un’al¬ 
tra,  le  cangio  ì  segni  e  Ja  scrivo  allato  all’altra  fatta 
la  riduzione  se  ha  luogo’:  così  sottraggo  p  da  r  scrivati 
do  r-p ;  sottraggo  mJ  -  n*  -g  da  Jl  Jj “  I(““ 

x'z-u'-m'  -+ u+ -t- g-,  e  per  sottrarre  |  da  f  scrivo 


n8.  Questa  mutazione  di  se/mi  noli,  \  , 

sottrarsi  è  chiara  quando  si 

indicar  la  sottrazione  d  una  quantità  nr>Bv  ^  i  •  1 

darle  la  forma  negativa  -p  (  1?'"01?na 

ro  che  ner  cnftmrt  ^  vr°o).  ma  non  par  si  chia- 

scriver  P"p  negativ3  hi^ 

ta  PCr<'’  c,Ie  la  <Illantità  sottrat¬ 

ta  dee  co.  resto  della  sottrazione  render  la  quantità  da 
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cui  si  sottrasse  (19)  :  or  questa  non  si  riavrebbe  .senza 
mutare  i  segni  alla  quantità  da  sottrarsi  -,  per  esempio , 
se -g  fu  sottratto  da  c,  il  resto  sarà  c+gj  perche  som¬ 
mando  c  -+  g  con  -  g ,  toma  c. 

120.  Si  osservi  che  per  indicar  la  differenza  posi¬ 
tiva  di  due  quantità  a, 6,  qualunque  di  esse  sia  la  ma  - 
giore,  si  aàopra  il  particolar  segno  co  e  si  scrive  a^b, 
il  che  vuol  dire  nel  tempo  stesso  a  -  !>  se  a  >  l> ,  e  e  -  a 
«e  a <C 6. 

Moltiplicazione  Algebrica * 

Oni  termine  algebrico  è  composto  di  quattro  par* 
ti:  del  Seguo  che  lo  precede,  del  Coefficiente  a  «ut  e 
unito,  delle  Lettere  che  contiene,  e  degli  Esponenti 
di  esse.  Ora  la  moltiplicazione  di  dne  termini  algeri¬ 
ni  esige  delle  regole  per  tutte  queste  parti . 

121.  Regola  per  i  Segni.  /  fattori  con  segni  si¬ 
mili  danno  il  prodotto  col  -1-,  con  segni  divertilo  aan- 
„o  col  -.co /axb  =  ab,-ax-b=ab,a  X  - 1 >  -  -  nb  , 

-  axb  =  -  ab.  Infatti  moltiplicar  per  esempio  4*  , 

sl.rnidca  sommar  sei  volte  il  numero  -  4,  ciò  che  da 
S  "6):.  «  moltiplicar  -  S  x  -  6  significa  negare  o  sot¬ 
trae  sei  volte  da  zero  il  numero  -  S,  co  che :  da  -4 -  5o 
(11-)  E’  però  assurdo  il  dire  che  -+X-+-  da  che 
X  —  da  -  cc-,  perchè  moltiplicano  le  quantità ,  non 
i  segni:  ma  l’uso  autorizza  tali  locuzioni. 

La  regola  dei  segni  supposto  " 

anche 

c  =  nlrd  verr'a  no  =  *7-+  bn -1  dm+ò<l  =m«-+ in-+d-a 

bd-t-ld ìf-+  -ad  -  io 

vin  —  bd  ;  dunque  mn —{a  —  b){c —d )  — 
bdy  come  prescrive  U  regola.  . 

12-2.  Redola  per  i  Coefficienti.  I  coefficienti  si  moi 

tiplicano  insieme  come  nell  Aritmetica  7  e  il  loro  _ 

to  è  il  coefficiente  del  prodotto  algebrico  •  cosi  aa,  y 
'  il  l  cp 

...... c  X  -  p  =  J  Cp  — —  . 


+  +  + 


„  ,  X  4°  )C 

f  -  a  ^er  \0^ettere*  Le  lettere  i  come  sì  è 
detto  (100),  intendonsi  moltiplicate  quando  sono  scrit¬ 
te  di  seguito  senza  segno  intermedio  :  così  i  <ix  v  5  y  — » 
Co  xy  ;  60  xy  x  3  az  =  1 80  axyz . 

1=124.  tegola  per  gli  Esponenti .  Quando  una  lettera 
son  esponente  dee  moltiplicarsi  per  la  lettera  stessa  pur 
con  esponente ,  bisogna  scriverla  con  un  esponente  egua¬ 
le  alla  somma  dei  due.  primitivi:  così  8 a*  b'  x  4 a*b  rs 
32  a7  b*.  Questa  regola  viene  dalla  passata;  poiché  8alh3x 

4a*h  —  ^aabbbx^aaaaah  =  ^2aaaaaaabbbb  = 

£2  a7  b+  (1  io) .  Ciò  supposto 

125.  La  moltiplicazione  dei  polinomi  si  fa  molti¬ 
plicando  ciascun  termine  d’ un  fattore  per  ciascun  ter¬ 
mine  dell  altro ,  e  in  fine  si  riduce  se  occorra .  Debba 
moltiplicarsi  a-t-3c-d  per  2a-d;  moltiplico  primiera¬ 
mente  a  per  3  a  (  il  prodotto  Òsa2  )  ;  quindi  ■+  tc  per 
2 a,  (  -+  6 ac  )  ;  poi  *  1 

-  d  per  2a ,  (  -  2  ad  ) .  «  -+  $c  -  d 

Passo  al  secondo  ter-  2a  -  d 

mine  del  moltiplica-  7  r — — - 

tore ,  e  moltiplico  a  **  +**c-*ut 

Somma  — ^  3  ^  d 
A  P?r~j’(-  ridati «  311  -+6ac-5ad- Scd -+  j* 

);  j  niinc  -  per  - 

d ,  (-r  d~  ) .  Sommo  tutti  questi  prodotti  e  fatta  la  ri¬ 
duzione,  ho  per  prodotto  totale  sta2  -+  6ac-  nad  _  o  .v  . 
«i1.  Ecco  degli  altri  esempj 
n-hx  a2  -±2ac  -  bc 

a~x  a-b 


<ix  aì  h-  sa*  c-abe 

~  ax- x2  -a2  b-2abc-\-bzc 

~ x  _  -a2  b~h  2a2  c  —  ^abe-r  b2  c 

120.  I  rotti  algebrici  si  moltiplicano  come  i  nume¬ 


rici  :  cosi  —  x  —  =  — 

y  Z  yz 
a  -\rb  m.  —  b  ad — hx 


c  m  -ì-n _ cm  -4-  cn 

d  |)-t-  q  dp  H-  dq 
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127.  Talvolta  la  moltiplicazione  s  indica  solamen¬ 
te  ,  e  si  cnoprono  i  fattori  con  una  linea  o  si  chiudon  tra 
parentesi:  così  il  prodotto  di  a-+  fri-d'  per  b*  -6 dz  si 

Scrive  a $d-dz  xb*  -6d*  ovvero  (a-4-3d-da)H>a- 
ód3).  Quando  i  fattori  son  molti ,  come  (*-+ a)  (*• -f- 
b  )  (  x-+c  )  (  x  -+  d  ) ,  ed  occorra  effettuar  V  operazio¬ 
ne  ,  moltiplico  i  primi  due  ,  poi  il  lor  prodotto  per  il 
tjerzo ,  e  così  di  seguito  . 

Divisione  Algebrica . 


128.  Andre  nella  divisione  &i  osservano  alcune  re¬ 
gole  per  i  Segni,  per  i  Coefficienti,  per  le  Lettere  c 
per  gli  Esponenti . 

Regola  per  i  Segni.  Si  è  dimostrato  (121)  che  - 

_ 24  —  ‘>4 

4x6  — -24;  dunque  (32)  — —  =  0,  e  — —  -  4  > 

cioè  anche  nella  divisione  le  quantità  coti  segni  simili 
danno  il  quoziente  col  -h,  e  con  segni  diversi  lo  dan¬ 
no  col  -  .  ^  . 

Regola  per  i  Coefficienti .  I  Coefficienti  si  divido¬ 
no  come  nell ’  Aritmetica  scrivendone  il  quoziente  esatto 
se  son.  divisibili  senza  resto ,  0  sformandone  un  rotto . 
Regola  per  le  Lettere  .  Poiché  àxb  =  ab  (121), 

saia  (32)  —g  ~~ —  a  ovvero  ~  =  b ,  cioè  dalle  Lettere  del 

dividendo  si  scancellan  quelle  del  divisore ,  e  ciò  che  resta 
è  il  quoziente  ;  così  se  si  chieda  quante  volte  m  entri  in 
mpr  ?  si  risponderà  che  vi  entra  pi*  volte ,  poiché  scanc¬ 
ellando  m  da  mpr ,  resta  pr  per  quoziente .  Non  tro¬ 
vandosi  nel  dividendo  le  lettere  stesse  del  divisore  >  se 
ne  forma  un  rotto  come  nei  numeri  . 

Regola  per  gli  Esponenti-  Quando  una  lettera  con 
esponente  dee  dividersi  per  la  stessa  lettera  pur  con  e- 
sponente ,  bisogna  scriverla  nel  quoziente  con  un ^  espo¬ 
nente  eguale  alla  differenza  dei  due  primitivi  ■*  cori  divi* 
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dendo  6a4  per  ab * ,  il  quoziente  sarà  6a4~~l  b1  2  = 
6asb.  Questa  regola  vien  dalla  passata;  poiché  se  dal 
dividendo  óaaaabbb  si  scancelli  il  divisore  abb  ,  resta 
il  quoziente  stesso  6alb. 

129.  Or  per  dividere  4 ac'de1  per  -2 bd 3 e *f,  io  di¬ 
co  :  -4-  4  diviso  per  -  2  =  -2  :  passo  alle  lettere ,  e  scan¬ 
cello  nel  dividendo  quelle  del  divisore  formando  un  rot¬ 
to  deU’  altre  :  quindi  il  quoziente  cercato  è  -  Così 


^abc 

£abc 


-—4 bd 

1 . Tbd: 


3 

" 


3ab 
'  5C 


l'iabd 
'  = 


r  ,  4 ^b2d 

-4  - 


■  a 2  b  ec. 


130.  Queste  regole  si  applicano  ai  rotti  de’ poli¬ 
nomi  se  una  stessa  quantità  è  in  tutti  i  termini  del  di¬ 


videndo 


......  .  ax-^2abx  I  —  2  b 

e  del  divisore:  cosi - - — r  = - ,  tolta 

aX-\-OX2  I-i-a?  *  LU1La 


ax  a  tutti  i  termini  e  messo  i  in  suo  luogo  ove  è  so- 
la  (109).  Del  pari  3^.4^  =  5 . 

4 aa.va-+-  3 tfib%x 4x  -+  Sab2 

a*x  —  cfbx  I — b 

13 1.  I  polinomj  si  dividono  come  nell’Aritmetica 
e  per  minor  fatica  si  ordinano  i  termini ,  onde  il  pri¬ 
mo  abbia  una  lettera  (  comune  al  dividendo  e  al  di- 
risore  )  col  massimo  esponente  ;  il  secondo  abbia  la 
lettera  stessa  coll’  esponente  prossimamente  minore  ec-, 
Ecco  un  dividendo  e  un  divisore  ordinati  per  a: 

**-+■  2 ab-hb2  a4  -4-  4u? b  -+  6 a2 b2  H-  4<iZ>3  -+b4 . 

Potevano  anche  ordinarsi  per  b:  si  preferisce  pe¬ 
rò  la  lettera  che  non  ha  lo  stesso  esponente  in  più 
termini  ;  per  esempio ,  si  è  preferita  x  a  b  e  c  nella 
divisione  seguente  i 
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•3 b'x‘-vb\x  9 b'x’-sb'cx*  -  3 b'cx'  -+  J>V*‘ 
-  $b*xs-+  %b'cx* -+  sb'cx1  -  t’cV" 


dico  dunque  :  — 2  =■  -  3*-* ,  che  pongo  al  quozieu- 

te:  moltiplico  per  esso  il  divisore  e  sottraggo  il  pro¬ 
dotto  9 b2xs  -  3 b*cx+  dal  dividendo  .  Continuo  e  di- 

—  qiVa;*. 

co  *•  cx  9  quoziente;  per  lui  moltiplico  il 

divisore ,  c  sottratto  il  prodotto  -  %brqx\  ■+  b'c'x* ,  nul¬ 
la  resta;  dunque  il  quoziente  è  -  3 #*•-!-  ex.  Moltipli¬ 
candolo  per  il  divisore ,  trovo  il  dividendo  ;  dunque 
1  operazione  c  buona  . 

132.  Serviranno  cf  esercizio  espressioni  simili  a 

a3— H»3 

questa  — che  fan-  |  a~  -cim-b  in1 


a3— f-J7i3 

questa - chefan- 

a-bm 

no  nascere  dei  nuovi  a-bm, 
termini  nel  dividen¬ 
do  ,  mentre  si  prose-  ó  -n 
gue  la  divisione  .Il  1  '-cstó 
quoziente  è  qui  a2  -  .  * 
am-b  m2 .  Dividendo  2°.  Resto 
1  -  x 1  *  per  r  -  x,  il 
quoziente  è- 1,  •+  x  -+ 


Cl-bnis'  a 3  -4-  771 3 

-u5  -A*/rc 

i°.  Restò  o -bm'-a2m 


-  x'  -bX  -bX* 


•  x 1 1  •  Così  - - —  ] 


x2  -+  ~b  ec.  all’  infinito  ;  ed  — =  i  -  x*  -t-  at4  - 

x6  -+  x*  -  ec.  -+•  qc.  in  infinito . 

133.  La  divisione  dei  rotti  algebrici  per  interi  o 
per  altri  rotti ,  o  d’  un  intero  per  .un  rotto  ,  non  ha 

difficolta  (67)  :  così  si  divide  —  per  —  scrivendo  —  :  si 

n  x  t  ns 


)(  44X  r 

àmie  il.  per  pii  «crivcndo - =  — —  ;  si  divide  x 

c  r  c-4>«  4 cm 

per  —  scrivendo  — . 

q  i>  k 

134.  Questi  rotti  si  riducono  poi  all*  espressioti 
più  semplice  con  ordinarne  i  termini  (131),  e  o  ri¬ 
solverli  nei  loro  fattori  (125)  o  cercarne  il  comun  di¬ 
visore  (5 6)  :  così  poiché  x*  -*-px  =x(x-*-p),  e bmx «4* 

bmp  =  bm(x+p),  sarà  ^  i 

parimente  giacché  dividendo  a*  -x*  per  a  -+  x  si  tro¬ 
va  un  quoziente  esatto»  sarà  u-f-  x  il  massimo  comun 

divisor  =  11011  sempre  si  conoscon 

sì  presto  i  fattori  delle  quantità  algebriche,  nè  sem¬ 
pre  è  loro  applicabile  il  nudo  metodo  del  comun  di¬ 
visore  . 

’  135.  In  generale  (315)  per  avere  i  fattori  delle  quanti¬ 

tà  x*  —  z4  ed  x*  —  zr  xì  y  1°.  pongo  x4 — onde  x4  — 
2+  ed  a-*  — ±s’:  dunque  i  fattori  di  a?4  —  z4 sono  x1 -4- z1  ed 
xa —  z~  =:(  tc  -4-  z  )  (  x  —  z):  2°.  pongo  xs  —  z4x3  —0,  cioè 
riducendo,  xz  —  zazr (x-f  «)  (x — z).  Dal  che  si  ha 
x-4— z4  _(**-+ za)(x-+z)  (  x'—  z)_x'M-zs 
Z  X'3  x3  (x-4-z)(x— z)  *3 

,  v  I2x*  —  15*>4-3y*  __  I2X’  —  3v 

so  metodo  uara  — — —  — — --- — , - r  —  -7—, - ■. 

6x 3 — 6x  y-+2xy  — 2jr  6x‘  -4-  2 y 

T36.  Parimente  per  aver  (56)  il  massimo  comun  diviso¬ 
re  ,  avverto  che  delle  due  quantità  proposte  posso  dividere 
o  moltiplicar  1’  una  pter  qualunque  quantità  che  non  abbia 
alcun  divisor  comune  coll’altra:  ciò  ncr!  altera  il  divisor  cer¬ 
cato  ,  che  per  ipotesi  deve  esser  comune  ad  ambedue .  Ri- 

•  _  (A)  1 2x'a — I5-VV“4-3va  ,  _  , 

p.gl.o  .1  tono  ed  osservo  i  .che 

A  può  dividersi  per  3  ma  non  B,  e  B  per  2  ma  noti  A$ 

divido  dunque,  e  viene  - - -:3°.che 

per  poter  dividere  D  per  C  giusta  il  metodo*  (5$) ,  bisogne- 


Potenze  e  Pudici  ♦ 

i  Se  una  quantità  a  sì  moltipllchi  per  se  stes¬ 
sa  un  numero  qualunque  n  di  volte  (  e  questo  nume¬ 
ro  n  di  volte  può  essere  intero  o  rotto ,  positivo  o  ne^ 
pativo  ) ,  il  prodotto  si  dice  Potenza  di  a ,  ed  a  si 
chiama  Ràdice  di  questa  potenza .  Ma  Si  noti  che  mol¬ 
tiplicai'  più  n  volte  una  quantità  a  per  se  stessa  ,  si¬ 
gnifica  moltiplicar  realmente  a  in  a  x  a  .  •  •  X  a  :  laddove 
moltiplicar  meno  n  volte  la  quantità  a  per  se  slessa  vuol 
dir  dividere  a  per  a  x  a  .  .  x  « ,  tale  essendo  1  effetto 
del  meno  che  indica  sempre  nelle  quantità  un  opposta 
maniera  d’esistere  (108)  e  perciò  un  operazione  con¬ 
traria  a  quella  che  si  farebbe  col  più  . 

Quindi  se  a  si  moltiplichi  una  volta  per  se 
stessa,  avremo  aXa  =  a*  ,  potenza  seconda  di  a  :  se  due 
volte,  se  tre  ec- >  verrà  a*  a -a  =*  a1 ,  a*a^a-a=»ci 
ec. ,  potenze  terza ,  quarta  ec.  di  a:  ed  a  sani  la  radice 
seconda  di  aa ,  la  terza  di  a \  la  quarta  di  a4  ec.  Sic¬ 
ché  ima  quantità  si  alza  ad  una  data  potenza  col  mol¬ 
tiplicarla  per  se  stessa  tante  volte  meno  una ,  quante  so¬ 
no  unità  nell ’  esponente  della  potenza  :  così  9 ,  ,  5&  si 

alzano. alla  aa  moltiplicandoli  per  se  stessi  una  volta, 

3  3  3  4  3*  9 

il  che  dà  9.9=9*  =81,  ~=  (~  )  Z^^==Ì6Ì 

5b.5&  =  5 =  256*  ;  e  in  generai®  a  si  alza  alla 
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sinta 

potenza  m  moltiplicandola  m  -  i  Volte  per  se  stes¬ 
sa,  d’onde  viene  a.dn~l  ~  dn  (no). 

r59.  Dunque  i°.  se  m  =  o,  sarà  am  =  a°,m -  i  — 
i,  ed  u  si  alza  alla  potenza  zero  moltiplicandola 
meno  una  volta  per  se  stessa ,  cioè  dividendola  per  a 

OS?)-  onde  a  =  —  =  i .  Perciò  la  quantità  alzata 

alla  potenza  zero  eguaglia  l’unità;  così  (  cd)°  t= 

(t)  ==(S=fcA)°  =  o0=i. 

140-  Dunque  3’.  se  m  =  1 ,  sarà  am  =  a,m-  1  = 
o  ,  ed  a  si  alza  alla  prima  potenza  'col  moltiplicarla 
zero  volte  per  se  stessa,  cioè  lasciandola  qual1  è,  poi- 
che  a  •  a  — a  (139).  La  prima  potenza  a  di  a  dicesi 
anche  potenza  lineare  ,  la  seconda  a2  si  chiama  anche 
Quadrato,  e  la  sua  radice  a  dicesi  Radice  Quadrai  la 
terza  a  si  chiama  Cubo ,  e  la  sua1  radice  a  ,  Radice 
Cuba;  nomi  che  vengono  dalla  Geometrìa. 

141-  Dunque  30.  se  m  =*  -  1  ,  —  -  a.  ec. ,  sarà 

m _  —,  __a 

«  -a  , .  a  ;ce.,  w-i=-3,  =  .-3^c.,ed  a 

si  alza  alla  potenza  -  i"""2,  -  ec.  col  ^  ... 

caria  meno  due ,  tre  ec.  volte  per  se  stessa ,  cioè  divi- 

dendola  per  a2 ,  a3  ec.  ;  onde  a~ 1  =  4  =  -L  --  __ 

a  a  ’  u  — 

a  X 

a>~^ec-  Onde  ima  quantità  con  esponente  negativo 

equivale  all’ unità  divisa  per  la  quantità  stessa  col  suo 
stesso  esponente  ma  positivo.  Mutati  dunque  i  se<mi 
agli  esponenti,  posson  portarsi  i  vari  fattori  (l’un  rot¬ 
to  dal  denominatore  nel  numeratore  e  reciprocamente, 
salvo  il  valor  del  rotto:  cosi  —  rsf~: *  _ 
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_  „  i  v  m  r 

142.  Dunque  4  .  se  772  ==  — ,  sara  a  =  a  ,  m  — 
1  -  1  =  ,  ed  a  si  alza  alla  potenza  (y) 

1  —  r  £ 

col  moltiplicarla  per  se  stessa  — —  volte,  onde  ar  = 


a •  cl  r  ;  se  r  =  2,  sarà  a*  =  a •  a  a  =  — j- .  Del  re¬ 
fi1* 

sto  la  potenza  chiaramente  significa  un  e  stra¬ 

zimi  di  radice  ;  poiché  come  moltiplicando  per  r  l’ e- 
sponente  1  di  a,  viene  a  e  si  alza  a  alla  potenza 


sima 

r 


,  così  dividendolo  per  r ,  viene  a 


e  si  deprime  a 


alla  radice  r"ma. 

143.  Di  qui  le  regole  per  calcolar  le  potenze  di 
quantità  che  hanno-  la  stessa  lettera  .  Il  calcolo  co¬ 
mincia  dalla  moltiplicazione  :  la  somma  e  la  sottrazio¬ 
ne  si  fanno  al  solito.  I.  Esse  si  moltiplicano  col  dar 
per  esponente  alla  lettera  comune  la  somma  degli  e- 


3-+5» 


:hb,5 


•5  = 


sponenti  (124):  così  b*  .b*  =  b' 

52~~3  —  5'~i  =  -L.  IL  Si  dividono  col  dar  per  espo¬ 
nente  alla  lettera  comune  la  differenza  tra  gli  espo¬ 
nenti  del  dividendo  e  del  divisore  (128):  così  cs  :c*  = 

C  *J  =  c3;pa:p3=pa  ;  4:4’\=4  =  ... 

4  2  =  JL .  m.  Si  alzano  alla  data  potenza ,  moltipli¬ 
cando  il  loro  esponente  per  il  dato  (138):  così  c4  alla 


.  ? 


)(  4S  )( 

3a  diviene  c~'°  —  c6;  tT  all’  nsima  diviene  a™.  IV, 
Se  ne  estrae  una  data  radice,  dividendo  il  loro  espo¬ 
nente  per  il  dato  (142):  la  radice  31  di  cc  è  c*  =  cé,  V 

mn 

sima  mn  v  ~ZT  m 
n  di  a  e  a  =a 

144.  Questa  estrazion  diradici  si  accenna  col  se¬ 
gno  radicale  V  :  se  egli  non  ha  indice ,  coinè  Vb ,  e- 
sprime  la  radice  seconda  o  quadra  di  b:  ma  con  gl’ 

3  4  n 

.indici  3>  4  •••>*>  come  Va,  Vb1 ,  Ve*,  esprime  la  ra¬ 
dice.  terza  di  a,  la  quarta  di  b\  t  1’  nima  di  c*  , 
3  a  tz  m 

Quindi  Va‘  —  a3,  e  in  generale  Vam  =an  . 

145.  I  radicali  son  tutti  compresi  nella  formula 

ni 

Vpm~*'  n  supposto  m  >*  1  :  e  potendo  essi  ridursi  a  quan¬ 
tità  d’esponente  rotto  (144),  sonò  o  proprj  o  appa-. 
renti  0  impropri ,  come  il  rotto  che  gli  determina .  Se 

in  __ 

n<o,  il  radicale  Vpm  n=p  m  è  proprio  come  u 
rotto  —  —  ;  m  tal  caso  si  chiama  quantità  sorda,  ir¬ 
razionale  ,  incommensurabile  e  anche  potenza  rotta  o 

772  772 

imperfetta.  Se  n  =  o,  il  radicale  Vpm  =pw=pò ap¬ 
parente  ,  come  il  rotto  — ,  c  significa  la  quantità  ra¬ 
ta  rn-hn 

zionale  p.  Se  n>  o,  il  radicale  Vpm~j~n=p  m  ___ 

n 

~  .  .  .  777 -f  72 

F-Pm  ò  improprio  cojne  il  rotto  — -,  e  si  riduce  a 


il 


)(  49  )( 

VI  '  •-  -  v 

p  Vpn  6ioc  a  quantità  sorda  con  coefficiente  raziona¬ 
le  .  Glie  se  p  sia  negativo  ed  m  un  ninnerò  pari ,  il 

•  m 

radicale  V -pm^n  dicesi  •  immaginario  o  impossibile, 
non  potendo  esservi  quantità  che  moltiplicata  un  nu¬ 
mero  impari  di  volte  per  se  stessa,  risulti  negativa 
(121) .  Tutte  V  -altre  quantità  o  razionali  o  «orde  di- 
consi  reali  per  opposizione  alf  immaginarie  . 

146.  Ora  i°.  i  radicali  si  riducono  al  grado  stes¬ 
so,  come  i  rotti  allo  stesso  denominatore;  così  giac- 

—  3  v-  0 

chè  aVb  =  a . b *  e  cvV  =  c.n  , come  ~  e  ~  diven- 

f  6  "  •  °  3 

gon  ?- e-7-y  così  verrà  aVb  —  a.b  a \/&3  e  cVa~  = 

6  6 

%  6 

c .  n  =cVn*:  2°.  i  radicali  si  riducono  a  minore  e- 
spressione  ,  come  i  rotti  impropri  ad  interi  e  rotti  9 
a  I  -4*  ^  3 

così  3\Z<t3  =  =  $cl  =3 aVa,  e  2^2500  == 

3  "o  q  "3  ^  ”'4”  S  t  x  3 

2v4 . 54  =  2 . 4  .  5  =2  -  4  .5  =10(4.5)  — 

3 

10V20:  30.  le  quantità  razionali  si  riducono  a  radicali 
d’  un  dato  indice  o  esponente  ,  come  gl  interi  si  ri-» 
ducono  a  rotto  ;  così  per  cangiare  ah*  ili  radicale 

quadratico,  cubico  ec. ,  si  fa  ah*  =  a  b  =  Va 

^  &  3 

a  b'*  =  Va* b*  ec- 

147.  I  radicali  (  ridotti  a  minore  espressione  (  146)  se  si 
Può  )  si  sommano  e  si  sottraggono  al  solito  (  i  16. 1 17  ) ,  e 
se  hanno  1’  esponente  stesso  e  la  stessa  quantità  sotto  il  se* 

3 

gno,  si  riducon  pure  al  solito  (n4):  C05‘ 

3Vb  =  3Va—  ^Vb;  y^a7^  —  (-5“*  VZah  ~  ab\* 

Vo*b  )  —  (3^  -~abz)  y/oab  •  Si  moltiplicano  anche  c  si  di- 


....  X  so  X 

vidono  o  coi  soliti  segni  (24.33)  o  effettivamente  dopo  a- 
verli  ridotti  al  grado  stesso  (14Ò):  così  ^3  .  y'?  —  (3  .-3)*  — 

V*.  ^  =  =V7,  %.fa=a*J=^.fì=.„: 

,5  s  ?:  % 

Va*b  >4  — a  :b  — Vj-t-.  Infine  si  alzano  a  potenza 

V*"  /j 

intera  o  rotta  moltiplicandone  l’esponente  per  quello  della 

1  3  ji 

potenza  data:  così  (  ^2)*  =  2*  ’  ~2J'—^/2ì~2^/2)(x/anX 
2n  2x 

b*)*  —aZ  b%  — a9b *:  e  in  generale  se  il  radicale  eia  da¬ 
ta  potenza  hanno  lo  stesso  esponente ,  si  toglie  il  radicale  : 

del  pari  V  {^b)  =  b*'  *  =  bd=^b-,  fo*)=:b7  ’ 5  - 

l7  ~l/b. 

14S.  Anche  le  quantità  immaginarie  si  riducono,  si 
sommano  e  si  sottraggono  al  solito.  Quanto  alla  loro  molti¬ 
plicazione,  c  chiaro  che  come  *Ja .  y/a  zz  *Jaz  z^  a ,  così 

V  (  —  I  )•  V  (  — 1  )  —  V( — l)4  —  —  1  *,  onde  in  generale  — ax 

V  —  *  —  (\/«  W  —  1  )  (Va.  y/—l  )  —  —  1  .  >y/a"  zz  —  a  ; 

V  —  a-  V  —  b  =  (x/a.y/  —  i){^/b.y/  —  \)  —  —  l.^abzzz  — 

0/ ab  .  Dal  che  si  ha  (  —  1  )2/1  —  ±  1  e  (  _  1  yÌTl~^rl 

(  s/  ’  I  )  V  J  1 1  preso  il  segno  -4-  se  n  è  pari  : 

perciò  anche  (//—  I  )”—±^/±  1  (  143.  IV) ,  presi  i  seenni -w, 
-4-  se  n  zz  4/n  ;  i  -4-  ,  —  se  n=  4/72  -4- 1  -,  i  — ,  -+  se  n  —  Am 
2  ;  e  i  — ,  — -  se  n  zz  4 m  -4-3 ,  essendo  m  un  intero . 

149.  Si  noti  infine  i°.  che  supposto  a  -4-  b<J-±c  r  Ah- 
By'±c(A,a,B,£  son  quantità  reali  e  razionali  ) ,  sarà  A  — 
ayB  —  b-,  poiché  fatto  a—  A  ±772,  verrebbe  A ±m-\-b^/  ±c ire 
A-4-Bn/±c,  edm  z:  (B  —  b)^/±c ,  cioè  il  razionale  egua¬ 
glierebbe  il  sordo  e  1’ immaginario,  il  che  è  assurdo;  onde 
se  una  quantità  di  razionali  e  radicali  o  reali  o  immaginar  j 
sia  fero,  i  razionali  da  se,  i  radicali  reali  da  se,  e  gV  im¬ 
maginar)  da  se  saranno  zero  :  2°.  che  un  prodotto  o  un  quo¬ 
ziente  di  radicali  reali  può  divenir  razionale  ;  così  dividen- 
ni  m  m  m  .  m 

do  a±b  per  ^a±  */b ,  si  ha  (  y/a~\- <s/b){^am~1  —  .  .  . 
m  m  rn 

V**  "b- f  s/am~~3  — ...  ±  ~~l)  ~  a  b  ,  preso  -4- 


/  «V  1 _  e  aV  1  2\ 

q7  i  —  ( - - - )  1  =  1:4°.  che  uft  imma- 

v  '  2\/  —  I  ' 

ginano  a-\-b*/—  I  ±c±gy/ —  I  si  riduce  sempre  alla  for¬ 
ma  A  -+  Bv' —  I  >  facendo  a±c  =  A  ,  e  b  ±g ~  B  ;  onde  quan¬ 
to  è  vero  della  somma  e  sottrazione ,  dee  pur  verificarsi  del¬ 
la  moltiplicazione ,  divisione  ec. ,  che  son  combinazioni  di 
queste  due  operazioni  fondamentali  (il):  5°.  che  perciò  an¬ 
che  le  radici  immaginarie  dell’  equazioni  si  riducono  alla 
forma  A  ±  BV  —  1  . 

150.  Volendo  ora  alzare  il  binomio  a  ?±b  alla 
potenza  muna ,  o  basta  indicarla  e  scrivo  al  solito 
(ar±h)m  (  143  - 111  )>  o  deve  effettuarsi  e  pongo  (  a  z± 

b  )  (  a  db  6  )m  ~~ 1  (  138  ) .  Dunque  i*.  se  m  —  2 ,  ver¬ 
rà  (a^tb)1  —  (iLr±b  )  (  d7±b)  =  a?  2ab *+  b a  ;  on¬ 
de  la  potenza  seconda  0  il  quadrato  d ’  un  binomio 
a  r±  b  contiene  i  quadrati  a*  ,  ba  dei  due  termini  e 
il  doppio  prodotto.  r±  2 ab  dell ’  un  nell’  altro  ■  I  segni 
son  tutti  positivi  se  i  termini  del  binomio  hanno  il  segno 
stesso  ;  se  lo  hanno  diverso ,  il  doppio  prodotto  è  negativo  : 
generalmente  (  per  dirlo  una  volta  per  sempre  )  in  ogni 
potenza  son  negativi  quei  termini  ove  si  trovano  po¬ 
tenze  impari  di  un  numero  impari  di  termini  negativi. 

151.  Osservazioni.  I.  Il  quadrato  d’ un  polinomio 
qualunque  ab -30-*-  d-2 m  risulta  dal  quadrato  di  cia¬ 
scun  termine  e  dai  doppj  prodotti  dei  termini  a  2  a  2 , 
fcd  è  4 6*  -  12J.K-+9 C*  H-  4 l\l-  6cd  -b  dZ  -  8 bm  -+-  I2C/72  - 
4im-+4ma.  II.  Il  quadrato  di  a=tb  non  perde  la  sua 
qualità  di  quadrato  unendogli  il  quadruplo  prudotto  di 


X  53  X 

di’  con  segno  contrario;  infatti  tanto  è  quadrato  ( a r± 
iy  quanto  (  a=t*)4  *=  4a£  =  (a  =F  2>)3 .  HI  C/n  quà* 

drato  incompleto  compie  coll' aggiungergli  il 

quadrato  della  metà  del  coefficiente  totale  di  x  :  qui  il 

total  coefficiente  di  a?  èrt  — ,  ]a  sua  metà  è  — ^  ,  il 
P 
M 

suo  quadrato  è  ^  ,  e  -il  quadrato  completo  è  x*  -± 

b~x  b + 

*  “I*  — x  • 

P  4P* 

r52.  In  generale  siefto  m,m  -4-  rz  ec.  i  termini  ignoti 
della  radice  binomia,  trinomia  re.  del  quadrato  da  campirsi  > 

e  si  debba  compire  #-  ±  — fatta  x±tn  la  sua  radice,  sa- 
P 

.  ,  b% 

rà  2*m  _  — -  ed  m  _  __ ,  onde  1’  intero  quadrato  è  (  a;  ± 
come  sopra.  Debba  anche  compirsi  £ -4- £ -4- c* .  posta 
~~b  m~bn  la  sua  radice,  sarà  —  A  e  —  — V,  onde m  == 

-y.i  n  e  1’  intero  quadrato  (  J1 

1 53-  Con  questo  metodo  può  anche  eliminarsi  un  dato 
termine  d  un  quadrato,  salva  la  qualità  di  quadrato  Ag¬ 
giungo  ±  r  (  preso  il  segno  contrario  a  quello  del  termine 

da  eliminarsi  )  alla  radice  di  sopra  —  -f  cx 

x  o?~>  e  Pongo 

- - al  termine  che  dee  sparire,  come  —  :  dunque  r  — 

e  il  quadrato  senza  A  sarà  (A-Atfìf  —  £f\*  Coi 
8f  ,  .  4/  ^  *  2/  8f*J  •  Co1 

metodo  stesso  si  avra  un  quadrato  indeterminato  Q  in  mo¬ 
do  che  Q  +  d  sia  quadrato;  poiché  eliminato  q=  d,  verrebbe 

v/Q±57q’  '  (ISI.II.)  Q  =  (i/2±-Ì_j\ 

154-  Dunque  a*.  fe  m  =  3 ,  sarà  }  a  ^  — 

(<t=tà)(Urtà)  =  a>  =t 3u -+  5„à*-t  p  ;  ondela' Vwà» 
potenza  o  il  culo  d  un  binomio  contiene  i  culi  de' suoi 


X  53  )( 

due  termini  ;  e  i  tripli  prodotti  del  quadrato  di  ciascun 
termine  nell ’  altro . 

155.  Se  bisogni  compire  nn  cubo  ±pjr  »  posta  y  ±  nt 
la  sua  radice,  Sara 'Zy-m—pyymzz^-,  e  il  cubo  completo 

(‘y±3~y^' 

1 5 6.  Dunque  3*.  se  m  =  4 ,  verrà  (  u  rfc  £)*==(  a 
/i  )  (  a  rfc  &  )*  =• a?  rfc  4‘*J^  *+  6a*b~  c± :  ^ab’  -+  b*  1  se  771 
5,  si  avrà  (  -<zr±  5)y  =  a5  =t  5<x4£  -+•  ioaJ£*  r±  ioa "£* 

ec.  Ma  ecco  la  formula  generale  che  trovi. 
Newton  per  formar  le  potenze,  e  che  si  chiama  per¬ 
ciò  la  Formula  del  Binomio  di  Newton:  (u=±£)  = 

m  ni — I  r  772 — I  771 — 2  _  a  771 — I  rn — 2  . , 

a  -+■  ma  d4si« - <i  b  - - - X 

“  2  2  3 

"-h'-i-m  ove  la 

2  3  4 

legge  dei  termini  è  manifesta ,  c  1*  ultimo  di  essi  è 
m  7i!Tl  7HIT—  ...  a°bm  —bm .  Così  se 


771=3,  vieRC  a1  r±^a~b ab  {—*%ab  )  r±  ^  -X 

a°P  (^=hV  ):  qui  la  formula  finisce  ,  essendo  in  tut¬ 
ti  i  termini  seguenti  zn  -  3  =  0;  c  dalla  formazione 
stessa  delle  potenze ,  cioè  dal  moltiplicare  a  r±  b  per  se 
medesimo ,  si  rileva ,  che  se  m  è  numero  intero ,  deb- 


.  .  771 - I  nt -  I  772 - 2 

bono  esserlo  i  coefficienti  m. — ~ - 3~CC'* 

ma  se  m  ò  numero  rotto ,  i  coefficienti  aon  rotti ,  e 
la  formula  non  ha  mai  fine . 

I«5?.  Ella  si  dimostra  osservando  che  la  potenza  m 
di  a±b  è  il  prodotto  d’un  numcto  m  di  fattori  eguali,  on¬ 
de  se  sia  a±h~o,  ella  avrà  le  proprietà  tutte  d’  un’equa¬ 
zione  del  grado  tti  (31?)-  Quindi  il  primo  termine  svà  a 

(313);  fi  secondo  sarà  am~~l  nella  somma  delle  radici  +  b 
.  .  .  .  N  v  ,  ni — I, 

pre^Te  m  volte  co»  segni  eontJarj  ^317),  cioè  Sara  ±  ma  b 


y  +  Il  M- 


il  terzo  sata  à 


X 

2 

nell*  somma  dei  prodotti  delle  radici  qc 
5  prese  a  2  a  3  (317),  cioè  sarà,  m  am~2h-  (285)  ec.: 

e  ben  si  vede  che  tutto  si  avvera  quando  pur  l’esponente  r* 
tosse  irrazionale,  trascendente  ec.  (io). 

I5^-  Risulta  dalla  formula  che  i  termini  compe¬ 
tenti  ad  una  potenza  m  sono  ni  -+  1,  giacché  gli 
esponenti  di  a,  5  vanno  da  o  fino  ad  m:  2°.  che  si  ha 
i.  coefficiente  d  un  termine  col  moltiplicar  quello  del 
termine  che  precede  per  1’  esponente  ivi  dato  ad  a, 
e  col  dividere  il  prodotto  per  il  numero  dei  termini 
precedenti  :  così  se  m  —  7 ,  il  primo  termine  di  (  a  -+■ 

i)7  sarà  amz=za7i  il  secondo  ma™*1  B  =  ^Ig.6B  = 


il  terzo  m  .  - — la™  2/i4 — L?  _ 


~  2ia'ia; 


U  quarto  m . ^ . 2i_ Jf 3j,  =  2!Ja4S.= 

simo 

dopo  il  qual  coefficiente ,  clic  è  1’  e  perciò  li¬ 

no  dei  due  medj  o  massimi  della  potenza  (  se  ella 

™  1  simo 

fosse  pan,  il  massimo  sarebbe  il  solo  )  tor. 


nano  con  ordine  inverso  i  coefficienti  dei  termini  «ri>t 
trovati,  e  sono  -+  -+2 \azb^nabG  ^b7  •  perciò 

riunendo  a  3  a  2  i  termini  dello  stesso  coefficiente ,  pri¬ 
mo  ed  ultimo ,  secondo  e  penultimo  ec.  ,  come  si  fa 
talora  per  comodo ,  viene  {a-+ b)7— a7 -h  B7 h- 7ab  (a*-*. 


ne 

il 


m — i  ni — 'A  m. — j  in- 4  .772- IO 

Vim  I0)-+ec. 

Limitando  dunque  il  calcolo  a  nté  m  —  io, 


/  m  m  \m — .10 

\  V a-^Vb) 


(m  —  io)  Vam  1  Z>h-  ec.,  e  perciò 
m  m 

Vm-lo  ^  V5m-IO=  ^m-‘° 

(771  771  - 8  n  m  O  m 

Va-K Vh  )  =  \/am_8  ■+ 

(m-8)(m-9)  777  771—jo 
- - - - Va  L2  -4-  ec. ,  onde 

771  771  ITI  ' 

Va777  ~  cJn  — (  772  — -  8  )  -»771  1 0  V  a5  ;  così  pro¬ 

seguendo,  viene 

772  ,  771  ✓  __  q  m 

VaW-6  +VL’11-6-*”1-6- (m-6  ■ 

✓  77Z 

772—6  772 - IO  , 

— (771. 9)x  Vfl25l 


V7^~4^V5m~4=*m~4-.(7n-~4)* 

771-8  m.  772  - 4  772 - 8. 

—  —  V772  -2)x  )/a2h2~-  (,m  —  9)x 

ni 


X  56  )( 

m  in 

-+Vfi  =*  —  {ni  —  2)x  .  .  ; 

771  ~~2/  .  N  ^ — 6 "2 — 2  ;n— 6 

“ 0»-5)*  v^1-—  •  — r(w-7))C 

-  m 

m - S  /  IT,  772 - O  772  - 2  777  - 8 

*  vVi’H-  — X - 

*m~I0VVs«. 

Dunque  sostituendo  e  riducendo. 


«  zza~frl-\-n 


ì  /  »  171  •>.  772  — 4.  / 

y  ah —  772  . — -—a;  4\/a25z 


V7— 4  772— 6  /  m—5  772—6 

*•„*„»  Vfl  6  772 . - - - X 

-  o  23^ 

!irJ  ^  -8  m  .5^f  ^ .  2Lt?  * 

4  •  3  3  4  5 

x**  10  y/  a*b*  —  ec. 

1 60.  Se  in  vece  cV  un  binomio  debba  farsi  ta  po¬ 
tenza  d’  un  trinomio ,  d’  un  quadrinomio-  ec. ,  come  di 
p^q+r-s,  si  poinip~hq=a,  r- s  —  b,  e  si  sosti¬ 
tuirà  poi  il  valor  di  a,  di  b,  c  delle  loro  potenze. 

Potili  vedersi  altrove  (  nel  Calcolo  Differenziale  )  che 
dato  un  polinomio  qualunque  f-+gx  -+  lix*  -+lx*  fcc 

da  alzarsi  a  qualunque  potenza  fUsima ,  se  essa  si  supponga 
F -{-Gar-t- Ha^h-Kjc5  -f-Lj;4-4-  ec. ,  i  coefficienti  F,G,H  ec 
saranno  con  legge  manifestissima 

c  =  *f, 

H  —  2m^  ~h  — 1 

K  —  3**Fh-(  im—i)hG-+  ( m  —2 )t:rH 

3/  ’ 

l  =  f  l™ — 2  )  ah  -4-  (  w  -  3  )  o-k 

Af  eC-€<; 

161.  La 


■p ri  m  -nn  n  m  ,  m  I  \  i  % 

1  -t  _  P  Q  -  )  P  Q  =t  ec. ,  sa  A  rap¬ 

presenti  il.  primo  termiti# ,  D  il  secondo  ec-  coi  loro 

segni  j  si  avrà  (  P  -±  PQ  ) n  =  P  " 

QB  -t  “ QC  *+ec.»  con  che  si  passa  ali’  estrazìon 
delle  radici  die  son  potenze  rotte  (145)-  Vogliasi 
n  JL 

y(pn=tq)  =  (pl^q)n  ‘,s^V  =  p\  FQ  =  <Z,Q  = 
ed  m  =  1  j  perciò  sostituendo  verrà  V  (  pn 

1)*=P  ■+— i 
nJP 

- — - .  r- .  —Hi. .  _5  -j.  cc  )  qvc  la  lesgc  dei  te.r- 

234  72 5p 3  8 •  '  53 

mini  è  manifesta. 

O  ^ 

Così  volendo  v/<5,  divido  6  in  due  parti  tali  ohe  la  pri¬ 
ma  e  più  grande  sia  un  cubo,  e  pongo  6  =  8  —  2,  onde 
p3  —  8,  p~2,  qzz  2,  «  =  3,  e  presi  nella  formula  i  segni  di 

3  -  — - 

sotto  ,  si  ha  \/6  =?  2 

—  JL—-  —  ee.  Il  primo  termine  dà  y/6  —  2,  ove  il 
o  72  2592 

cubo  y  supera  6  di  2,  e  1’ approssimazione  è  poco  giusta: 

3  IH 

!  primi  due  termini  danno  />/6=  2 —  ~  zz  — ,  ove  il  cubo 
dà  un’  approssimazione  più  esatta:  dai  primi  tre  ta¬ 
li 


\ 
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•  I  3  131  -,  1  8603  , 

mini  4io  yen —  >  e  “  cubo  o - ~r  si  accosta  al  vero  an- 

22  323248 

che  più:  ma  perchè  6  non  è  cubo,  nen  si  giunge  mai  al 
3  c 

valor  vero  di  *J6  ,  benehè  1’  approssimazione  sia  sempre 
maggiore  . 

162.  Se  pongasi  la  serie  — - —  (±  1  —  ec.)  zz  d ,  es- 
n  —  1 
np 

n 

sen,do  d  decimali,  verrà  \/ {pM ±q)  —  p-+d ,  e  alzando  tut¬ 
to  alla  potenza  nima ,  trascurati  ec.  come  piccolissi¬ 

mi,  si  avrà  un’ equazion  del  secondo  grado,  da  cui  ottenu- 

«  n—2 

to  il  valor  di  d,  si  dedurrà  y/  {p*  ±q)~p-Jrdzz: - -  p  *4- 

n  —  I 

\J [■— — ■  ± - — - V  e  nei  casi  particolari  di  nz ro, 

»  \{n — l)a  ,  .  « — 2/ 

n  —4  ec.,  sarà  V(p3  ±3)  =  ~-{-  Vf V(i>4  ±  2)  = 

— -f-A/  (—  ±  )  ec. ,  formule  che  danno  una  facile  ap- 

3  V  9  <5p*  r 

pròssimazione  se  si  tratti  di  basse  potenze  ;  in  altro  caso  la 
lunghezza  del  calcolo  è  insopportabile . 


163.  Dalla  formula  data  (  161  )  potrebbe  aver¬ 
si  la  radice  esatta  d’una  potenza  polinomia  perfetta, 
se  vi  fosse  un  modo  di  riunire  in  termini  finiti  gl’  in¬ 
finiti  suoi  termini.  Vi  si  supplisce  col  disfar  la  po¬ 
tenza  per  mezzo  d’  operazioni  contrarie  :  cosi  per  e- 
strar  la  radice  quadra  da  a*  —  aax  -+  x1 ,  i°.  ordino 
la  quantità  come  qui  si  è  fatto  :  2°.  se  dai  segni  ,  dai 
coefficienti ,  dagli  esponenti  rilevo  clic  non  vi  son  ter¬ 
mini  ripugnanti  al  quadrato  (130),  estraggo  la  radi¬ 
ce  quadra  dal  primo  termine  a 3  ,  cd  essendo  Va1  = 
a  (142)»  scrivo  a  in  radice,  sottraggo  il  suo  quadra¬ 
to  dalla  quantità  data  ,  e  mi  resta  —  ‘lax’+x*  :  30.  poi¬ 
ché  in  questo  resto  dee  trovarsi  il  doppio  prodotto  di 
li  nell’altro  termine  e  il  quadrato  di  questo  (150), 
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raddoppio  a ,  divido  il  resto 

per  2 a  pongo  il  quoziente  —  j  Rad.  -±  (a  —  x) 

x  tanto  in  radice  quanto  nel  o - g— ■■■  - - 

divisor  2 a,  e  sottratto  dal  QLl  *  ax — zax-*-x~ 
resto  il  prodotto  di  —  x  per  d 

2  a-  x ,  viene  o  ,  il  che  indica 
che  la  quantità  data  è  un 
quadrato  perfetto  della  ra¬ 
dice  a  -  x  o  x  -  a ,  giacché  ani-  °  ° 

bedue  soddisfanno .  Ed  ecco 

(  per  dirlo  di  passaggio  )  donde  na&e  f  ambiguità  del 
radicale  quadratico ,  suscettibile  di  -+■  e  di — ,  o  di  rt  » 
che  si  pronunzia  più  o  meno ,  e  che  sempre  è  sottin¬ 
teso  se  non  sia  scritto  :  così  V  (  a  —  x)1  vale  -±  v  (  a _ 

*)*==£(  a- 


-  2ax  -+  x 
2  ax —  xz 


[Rad.  ±  (  - 


Qu». 


ló 


->È£+a'b' 


•+  a‘bz 


Z>Jca  l4.  bs 

I- - 2  &♦-*-  — 

2  a  a 


x  )  ,  nè  può 
prendersi  l’ un 
segno  piutto¬ 
sto  che  1’  al¬ 
tro  ,  se  lo  sta¬ 
to  della  que¬ 
stione  non  e- 
scluda  1*  un 
dei  due  .  Del 
resto ,  1’  ope¬ 
razione  di  e- 
strar  la  radi¬ 
ce  si  continua 
finché  vi  son 
termini ,  e  ne 
ponghiamoquì  ” 

per  disteso  un  altro  esempio. 

164.  I  numeri  son  soggetti  alle  stesse  regole  d’e¬ 
strazione  ,  giacché  hanno  le  parti  stesse  del  quadrato 
letterale  :  così  26*—  676  —  (  20  -+  6  )l—  2oa-+  2.20.6-+ 

=  ( 7-1-9-*- 1°)*  r=  2- Z-9-+9*  2 -7-  10 

2  9-  io-+ioa.  Ma  confondendosi  queste  parti  nel  rin- 
uirsi  in  un  sol  numero  676,  si  dividerà  il  numero  da 


b'c*  ..  bs 
H - 2i4  H - - 

‘la  a* 

b6 

- h  2i+ - 

2a  ad 


)(  6o  )( 

destra  a  Sinistra  in  membra  di  due  cifre ,  cominciami  è 
l'estrazióne  a  sinistra  comò  la  divisione. 

Infatti  ogni  membro  di  due  cifre  dà  una  cifra  in  radi* 
cc  (  io.  5°.),  ed  un’altra  nc  dà  il  primo  membro  a  sinistra» 
fiacche  o  abbia  due  cifre  o  una  ,  conterrà  sempre  una  potenza 
seconda:  si  avranno  perciò  tante  cifre  quante  sort  le  membra. 

Esempio.  Vogliasi  la  radice  quadra  di  78^3636 . 
Diviso  il  mimerò  in  .membra ,  i°.  prendo  la  radice 
del  massimo  quadrato  4 ,  contenuto  nel  primo  mera1 
bro  1  a  sinistra  ;  ella  è  2  che  pongo  in  radice ,  e  sot¬ 
tratto  il  suo  quadrato  da  re¬ 
sta  3:  2°.  al  resto  3  unisco  il  se¬ 
condo  membro  8" ,  e  fatto  uii 
punto  sotto  il  2  per  escluderlo 
dalla  divisione  che  son  per  fare  , 
raddoppio  al  solito  la  radice  2  , 
divido  38  per  4 ,  pongo  in  radi¬ 
ce  e  accanto  al  divisor  4  il  quo¬ 
ziente  8  (  se  ponessi  9  non  po¬ 
trei  sottrarre  ),  e  sottratto  8.48  da  38-,  resta  3:3°» 
ai  resto  3  unisco  il  membro  3 6  ,  punto  il  6 ,  raddop¬ 
pio  la  radice  28  ,  e  per  56  parto  33  ;  ciò  dà  o  in  ra¬ 
dice;  e  abbassato  l’ultimo  membro  36,  puntato  il  6, 
raddoppiato  280  ,  e  diviso  3363  per  560  ,  scrivo  in 
radice  e  accanto  al  divisor  560  il  quoziente  6;  e  poi¬ 
ché  tolto  6.5606  da  33636,  nulla  resta,  la  radice  e- 
satta  è  2806  ,  che  si  verifica  togliendo  il  9  dai  fatto1 
ri  2806.2806  e  dal  prodotto  ^873636  (26). 

165.  Se  il  numero  non  è  quadrato,  si  indica  l’e¬ 
strazione  con  V ,  e  se  ne  estrae  la  parte  che  si  può 
(146):  così  V  108  —  V 3  ■  6Z 6V 3 ,  V6±o  =  V8Z .  10  = 


48 

560 

5606 


|É-  2806 
!•  T'87, 36,30 

38: 

33636 


8\/ io.  Ma  per  aver  poi  Ja  ra¬ 
dice  di  io  ,  gli  si  aggiungono 
delle  coppie  di  zeri  e  si  ope¬ 
ra  come  sopra ,  distinguendo 
in  radice  tanti  decimali ,  quan¬ 
te  coppie  di  zeri  si  aggiunse¬ 


ro  ;  così  Vi  o  - 


,162  ec. 


61 

626 

6322 


|R.  3,162 

Q.  10,00,00,00 
100 
3900 
14400 
i75<> 


X  61  )( 

T 66.  Si  estrae  la  radice  da  un  rotto  estraendolì 
riai  suoi  due  termini  al  'solito  (  164 . 165  )  ;  e  si  estrae 
'pure  al  solito  dai  decimali,  reso  prima  pari  il  loro  nu¬ 
mero  con  degli  zeri  (165). 

167-  Osservazione  .  Sia  (  10 a-\-b)%  un  quadrato 
qualunque ,  e  b  una  delle  dieci  cifre  0,1,2  et;.  :  di¬ 
sposti  in  ccntìnaja,  diecine  ed  unita  i  termini  del  qua- 
xìrato,  si  vedrà  che  la  sua  ultima  cifra  è  anche  l’ ùlti¬ 
ma  di  b2  :  ma  b2  può  finire  in  0,1,4,5,659;  dunque 
iiiun  quadrato  finisce  in  2 , 3 , 7 , 8 .  Ciò  si  ha  pur  dal¬ 
la  Tavola  dei  Quadrati ,  che  con  altre  potenze  si  dan¬ 
no  al  fin  di  quest’opera;  e  dalla  formula  e  dalla  Ta¬ 
vola  si  rilevjL  di  piò  i°.  che  la  penultima  cifra  dei 
quadrati  terminati  in  1,4,9  è  un  numero  pari;  dei 
terminati  in  6  è  un  numero  impari  ;  dei  terminati  in 
5  è  2;  e  dei  terminati  in  o  è  o;  20.  che  la  terzulti¬ 
ma  cifra  dei  terminati  in  5  ò  o>2 ,6.  I  numeri  dun¬ 
que  senza  tali  proprietà  dovranno  escludersi ,  se  si  trat¬ 
ti  di  sceglier  tra  molti  un  quadrato . 

168.  Vogliasi  ora  la  radice  cuba  della  quantità  ordinata 


C  .  Poiché  A^/a'  —  a,  scrivo  a  in  R,  sottraggo  il  suo  cubo  da 
C,  e  resta  P.  In  questo  resto  dee  trovarsi  il  triplo  prodot¬ 
to  del  quadrato  di  a  nell’  al* 


|R  a-f  2b 


C  a3  -\-6a2b-Jr  Ilab~-ì~  3Z>J 
—  a3 

P  o  H-'6cr/>H- l2aZr-4-8/>3 
$a.2^'  — 6ab  —  Vlab2  — 


tVo  termine  (  1 54  )  ;  triplico 
dunque  a2  ,  parto  P  per  3aft  , 
pongo  in  R  il  quoziente  2 by 
sottraggo  da  P  i  tripli  pro¬ 
dotti  3  .  a*.  2by  3 . 4 h*.  a  ,  e  il 
cubo  di  ‘2b ,  e  nulla  avan¬ 
zando ,  C  è  un  cubo  perfet¬ 
to  della  radice  a-f  2 b. 

169.  Nel  modo  stesso  si  opera  sui  numeri.  Divìso  C  in 
membra  di  tre  cifre,  scrivo  3  in  R  per  radice  del  massi¬ 
mo  cubo  contenuto  nel  primo  membro  col  resto  12  :  uni¬ 
sco  al  12  la  prima  cifra  6  del  secondo  membro,  e  triplica¬ 
to  il  quadrato  della  radice  3,  divido  126  per  27,  il  che  <•  a 
4  Per  radice  col  resto  18:  unisco  pure  al  18  l’altra  cifra 
del  secondo  membro  ,  e  ne  tolgo  il  triplo  del  quadrato  di 
4  moltiplicato  per  la  radice  3  :  abbasso  la  terza  cifra  l  ac- 


JH  341 


“2Z  - 


3-34*  —  34^8 


39>65i>82i 

126 

1S5 

i44=3-4*-3 

J^4=43 

34^ 

102 

102  =  3,34, Ig 
OOOI 

.  T  —  T  3 
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canto  al  resto  41* 
e  ne  tolgo  il  cu¬ 
bo  di  4;  dopoché 
trattandola  tadi- 
Ce  34  come  una 
sola  cifra ,  si  ri¬ 
comincia  l’ope¬ 
razione  :  e  se  il 
dato.numero  non 
sia  cubo ,  si  pro¬ 
seguirà  1’  estra¬ 
zione  ad  arbitrio 
aggiungendo  dei 
terni  di  zeri  all* 
avanzo,  e  distin¬ 
guendo  altret¬ 
tanti  decimali  ‘  Q 

nella  radice . 

170.  La  radice  cuba  d’un  rotto  si  estrae  al  solito  dal 
suoi  due  termini;  c  si  estrae  dai  decimali,  reso  multiplo  di 
3  il  loro  numero  per  mezzo  di  zeri,  e  operando  quindi  co¬ 
me  or  ora  si  e  detto  (169). 

ITI-  Dai  radicali  posso n  talvolta  est rarsi  le  radici  coi  me¬ 
todi  consueti  (164  168),  e  in  tal  guisa  si  trova  che  la  radice 
di  14  oy2  -+-  6v3  2/y/ó  c  3  — >^2  -+  y/ 3;  ma  più.  spesso 

hanno  la  forma  p±Vi  (l ')?,),  e  se  ne  cercala  radice  mslma . 
S,a  1  .  »  =  a,e  supposta  V»*Vy  la  radice  di  p±V<l,  avre¬ 
mo  I  v*-+  Vy  =  VU>  ■+  Vi),  II  V-v  -  Vy  =  VU’O-.  Vi) 
(  pongo  «  per  non  eguagliar  l'immaginario  del  secondo  taem- 

mm  T'f  dC‘  rTW  "eI  CUS°  di  V2>P).  Quadrandole  e 
sommandole,  si  ha  III  2 *-4-2,=  (  I  ±  i  )  „ -+T  ( ,  x  .  i  /„  . 

moltiplicandole,  viene  IV  a»- V=  V  (pCs)!  _Se 
sottraggo  la  III  e  IV  cd  ho  V*  =  i  f[{i  ±  l)p+([T 

presi  i  segni  di  sopra  se  p*  * 

la  L.am..:  T  f'-_  r.  .  _  1 


14-^2^46,  onde  p~  14,5  = 
e  p~  —  12;  dunque  Vx  —  V  (1  +1/3)  ,Vy  — 
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V (  2 —  V3)-  IV.  Sia  2-y/ —  i  ,  -onde  p  —  oyq  — —  4>p2>  ? 
e  P*  —  2  —  4 ’  dunque  V\v  —  i  ,  ^  —  I . 

11%  Sia  2°.  xi— 3  f  e  supposta  la  radice  terza  di 

V* 

3  3 

p±y/q,  verrà  I  a- -+  \/y  —  y: a f p -4- y^) , II x — */y=-  V*(p — 
\Az).  Cubandole  e  sommandole,  si  ha  III  *J  -+3*y  =  ps> 

3 

moltiplicandole,  viene  a;4 — j  r=  >y/za(  p2 — 2),  che  chiamo  a  , 
onde  IV  yzz.x%~a.  Pongo  questo  valor  di  y  nella  III,  ed  ho 

4*3 —  3ax — p*~  o,  che  fatto  V  x  —  — ,  diventa  Vi  u3  — 

3<m — 2p3~  o.  Presa  dunque  z=r  I  se  pa — qè  cubo,  ose  non 
lo  è  ,  fattolo  divenire  con  un  valore  opportuno  di  z ,  cerco 
u  per  la  VI  (3JC  che  dee  esser  razionale  come  x ,  se  p  -t- 
yy/j  è  cubo,  edito  x  per  la  \yy  per  la  IV. 

Esempj .  I.  Sia  io -+6^3  onde  pzz  \oyq  —  io8,pa— g  = 
—  8,  cubo;  dunque  z  —  I ,  a  —  —  2,  «3  -+  6u  —  20  —  Oy  u  — 
2  ,  1 ,  ed  y  —  3.  lì.  Sia  8  H-  4\/5,  onde  p  zz  8 ,  q  —  80,  pa  — 

q  —  — 16,  che  non  è  cubo  ;  fatto  z  —  2 ,  viene  a  —  —  4,  a3  -f- 
I2u—  32=0  ,u=r  2,x—  i,y  —  5.  III.  Sia  81  ~b  33VÓ»  onde 
p  —  Si ,  q— 6534,  pz  —  q  —  21  >  cubo  ;  dunque  z  —  I ,  a  —  3,  u3  — 
9«  —  162—  o ,  u  ==  6  yx—3  yy~6. 

173.  Lo  stesso  metodo  serviva  per  le  radici  più  alte  :  ma 
qui  si  osservi  che  ogni  quantità,  ha  tre  radici  cubiche  o  terze  , 

quattro  quarte, ..  n  nslme .  Per  aver  quelle  di  I  (  oltre  1  ),  si 
farà  z1  —  1  —  ,  e  divisa  z* — r*  —  o  per  z  —  r ,  verrà  .... 

■  ■  r  =0,  da  cut, 

di  1 .  Così  se  n  — 

3>  1’ altre  due  radici  terze  di  ’  ~ 


*■+  ec . - 

fatto  r—  1 ,  si  avranno  l’  altre  radici  n 
sono 


:  le  chia¬ 


mo  y  ,  X,  ed  è  chiaro  che  yX  =z  I ,  e  che  lg  radici  terze  d’  u- 
ha  quantità  qualunque  a  che  è  sempre  moltiplicata  per  1  ,  sa- 

3  3  3 

ranno  a ,  y^J a ,  À\/ a  . 


fi 
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APPLICAZIONE  DELL’  ALGEBRA 

ALLA  RISOLUZIONE  PI  ALCUNI  PROBLEMI. 


J24*  /^Oinè  un  Teorema  è  una  verità  necessaria 
VJ  da  dimostrarsi  ,  cosi  un  Problema  è  un 
Quesito  da  sciogliersi  o  una  specie  di  enigma  da  indo* 
vinare  .  Or  non  è  possibile  di  scioglier  1*  enigma  senza 
qualche  cognizione  a  lui  relativa,  e  senza  dei  rappor¬ 
ti  tra  ciò  che  si  sa  e  ciò  che  si  cerca*! La  soluzione 
dei  problemi  Matematici,  detta  propriamente  Analisi , 
è  fondata  su  questi  rapporti  che  chiamansi  Condizioni 
del- Problema  .  Si  tratta  solo  di  esprimer  queste  condi¬ 
zioni  in  modo  da  dedurne  la  notizia  di  ciò  che  non  si 
aapova ,  il  che  si  ottiene  col  paragone  delle  quantità  no¬ 
te  ed  ignote  .  Le  prime  diconsi  le  Date  del  Problema  , 
e  si  usa  di  esprimerle  con  le  prime  lettere  a,b,c  ec. , 
* ,  /S ,  y  ec.  L’  altre  si  chiamano  le  Incognite ,  e  si  no¬ 
tano  con  1’  ultime  lettere  ■*•,>’,  z,p,  w  ec.  Ogni  formu¬ 
la  che  esprime  1’  eguaglianza  di  più  quantità  ,  si  chia¬ 
ma  Equazione  .  Il  segno  d’  egualità  divide  1’  equazione 
in  due  membra  ;  il  sinistro  ò  il  primo  ,  il  destro  è  il 
secondò  . 

175.  La  più  alta  potenza  dell’ incognite  determina 
il  Grado  d’  un’  equazione  ,  che  dicesi  pura  o  affetta  se 
V  incognita  è  solamente  al  grado  m  o  anche  ad  altri  gra¬ 
di  inferiori  in  — 1 ,  m  —  ?  cc.  :  così  x  =  a  ...  z-\-b  = 
y —  c  ...  1 —  e  ==  (  e  -4-  d  )"  sono  equazioni  del  priimo 
grado  o  lineari .  Se  V  incognite  hanno  due  dimensioni , 
cioè  sono  alzate  a  quadrato  o  moltiplicate  tra  loro,  l’e¬ 
quazione  è  del  secondo  grado  o  quadratica ,  come  xy= 
b  ,  la  pura  ,va  =?«,  el’  affetta pc~  -bpx  =  q:  ed  c  dei 
terzo  o  cubica  se  ha  f  incognite  a  tre  dimensioni,  come 
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xl  =z  c  —  a?1  -+  px*  -+  qx  =  b . xyz  —f • .  •  %xy*  — 

#.  Ma  qualunque  ne  sia  il  grado,  lo  scopo  è  di  far 
conoscere  il  valor  dell’  incognite  ,  Un  poco  d’  abito  al 
calcolo  basta  per  risolver  1’  equazioni  del  primo  e  se¬ 
condo  grado  :  quelle  del  terzo  e  del  quarto  hanno  del¬ 
le  difficoltà  :  per  quelle  del  quinto ,  del  sesto  ec.  non 
vi  è  metodo  generale  . 

Equazioni  del  primo  grado , 


176.  Riunire  in  un  membro  dell’  equazione  tutti 
i  termini  noti ,  e  lasciar  nell’  altro  l’ incognita  sola  , 
positiva ,  senza  coefficiente  ,  senza  divisore  e  senza  e- 
sponente  ,  questo  è  ciò  che  si  chiama  risolvere  un  e- 
quazione .  Ora  1’  operazioni  che  guidano  all’  intento  per 
un’  equazione  del  primo  grado ,  dipendono  da  tre  as¬ 
siomi  . 

177.  I.  I  due  membri  d.'  un  equazione  restano  egua¬ 

li  o  vi  si  aggiungano  o  se  ne  tolgano  quantità  eguali . 
Con  questo  mezzo  si  ha  l’ incognita  sola  e  positiva  ; 
poiché  se  sia  a  -+  ab  —  —  3^ ,  si  aggiungerà  3*  ai  due 

membri  e  se  ne  toglierà  a  -+•  2b  onde  venga  a-v-2t-+- 
3*-  —  a  —  2 b  =  4 c  —  3*  -+  3*1  —  a  —  2 b:  riducendo ,  si 
avrà  3.v  =  4c  —  a  —  2 b  .  Dunque  si  trasporta  una  quan¬ 
tità  da  un  membro ,  scrivendola  con  opposto  segno 
nell'  altro  . 

178.  U.  I  due  membri  d'  un  equazione  restano  e- 
guali  o  si  moltiplichino  o  si  dividano  per  quantità  e- 
guali  .  Con  ciò  si  ha  l’ incognita  senza  coefficiente  e 

senza  divisore  ;  poiché  se  sia  H-  y.  ■+  m  =  px  -+  —  -+■ 


n  j  i°.  trasporto  (177)  px-\-  —  nel  primo  membro  ed  m 

nel  secondo,  e  riducendo  viene  ~ — px  =  n  —  m;2°. 

b 

moltiplico  i  due  membri  per  il  divisore  b  di  at  ,  ed  ho 
—  ipX  —  bri  —  bin  t  cioè  (a  —  bp)  x  =  b  (n  —  m  )  : 

I 
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3#*  divido  i  due  membri  per  il  coefficiente  totale  dì 
b(  n — m) 

x  e  ottengo  x  =  — — .  Dunque  si  toglie  un  coef¬ 
ficiente  o  un  divisore  dall '  un  membro ,  col  divider  re- 
sptttivamente  o  moltiplicar  per  esso  l'  altro  membro . 

Qui  si  avverta  che  da  a-  (  m  —  n  )  —  b  (m  —  n)  non  può 
dedursi  x  —  b  dividendo  i  due  membri  per  m  —  n-,  poiché  al¬ 
la  sussistenza  dell’equazione  (  * — —  H)  —  o  basta  che 
l’uno  o  l’altro  dei  due  fattori  a? — b ,  m —  «sia  zero  (312); 
onde  se  si  sappia  che  l’uno  è  zero,  sarà  dubbio  se  anche 
1’  altro  lo  sia  ;  e  se  si  sappia  che  1’  uno  non  lo  può  essere , 
l’ altro  lo  sara  necessariamente. 

1:9.  III.  I  due  membri  d'  un  equazione  restano  c - 
guali  se  si  alzino  a  potenze  eguali  intero  o  rotte.  Co¬ 
sì  si  ha  1  incognita  senza  esponente  ;  poiché  se  sia  b  = 

a  —  Vx,  si  avrà  trasportando  (177)  x- —  a  —  Z>,  e  al¬ 
zando  i  due  membri  alla  potenza  2a.  ,  verrà  x  — • 
(a  —  b)2. 

180.  Quasi  tutte  queste  operazioni  si  fanno  (  per  dirlo 
qui  in  breve  )  anche  nell  'ineguaglianze,  cioè  in  quelle  for- 
mule  che  hanno  tramezzo  il  segno  >  o  c .  Infatti  c  chia-* 
ro  che  se  i  duv  membri  d'  un ’  ineguaglianza  si  som  vi  i /io ,  si 
sottraggano ,  si  moltiplichino  o  si  dividano  per  rpiantita.  egua¬ 
li ,  i  due  membri  resteranno  ineguali:  onde  posto 

P 

ab -b ax •+  rrtn ,  sarà  1°.  — — ax>ab:  2°.  ~ Ir 

P  P  0  ' 
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ax  —  px  >  bp  :  4  .  x  >  — , 
a—p 

In  due  cose  differiscon  1’  incguagKanze  dall’  equazioni. 
Supposto  x  —  a  —  b  y  può  anche  farsi  a — b-~  x\  ma  "supposto 
1,1  -> d — by  non  si  può  fare  a  —  b  >771,  ma  solamente  a — - 
b<C.m  ovvero  b —  a>  —  m  .  Di  più  in  due  equazioni  x  —  a  — 
b  yyzzc  -+  d  ciascun  membro  dell’  una  può  sommarsi,  sot¬ 
trarsi,  moltiplicarsi  o  partirsi  per  ciascun  membro  dell’ altra, 
salva  1  egualità.;  ma  nell’ ineguaglianze  anche  omogenee, 
cioè  ridotte  al  segno  stesso  >0  <,  supposto  m>a,n>by 
non  solo  non  può  combinarsi  il  primo  o  secondo  membro  dell’  u- 
na  col  secondo  o  primo  membro  dell’ altra ,  salva  1’ omoge¬ 
neità  deil  ineguaghanza,  ma  neppur  può  sottrarsi  o  divider- 


si  il  primo  e  secondo  dell’ una  per  il  primo  e  secondo  dell’al¬ 
tra  ,  essendo  solamente  lecito  ili  sommarli  o  moltiplicarli  : 
perciò  si  potrà  fare  m  -+  n  >  a-b  b  ovvero  mn>ab  ,  ma  non 

già  m  —  n>a —  b  ovvero  —  >  ~ .  E  di  qui  segue  1°.  che 

non  è  lecita  neppur  la  moltiplicazione  quando  include  una 
sottrazione  (l2lji  così  dalle  formule  m>  a—  b  yn  >  c  —  d 
può  bene  inferirsi  m  b>  a ,n-b  d  >  c  e  quindi  (  ni  -4-  b  ) 

(  n  -h  d  )  >-  ac  ,  ma  non  già  mn  >  (a  —  b)(c  —  d)  se  pur  non 
si  sappia  d’ altra  parte  che  a>Aoc>(/:  2°.  che  molto  meno 
è  lecito  il  fare  m  —  b  ,n—  c>  —  d  c  poi  concludere 

(m—a){n  —  c)->  bd:  3°.  che  1’  inalzamento  d’  un  inegua¬ 
glianza  a  potenze  intere  o  rotte  equivalendo  alla  moltiplica¬ 
zione  di  più  ineguaglianze  tra  loro,  non  può  farsi  qualche  po¬ 
tenza  o  estrarsi  qualche  radice  da  Un’  ineguaglianza  senz'a  le 
stesse  cautele. 

181.  Coq  questi  principi  si  risolve  ogni  equazione 
del  primo  grado  :  tutto  sta  nell*  arrivarvi ,  cioè  nell'  e- 
s  amili  a  r  le  condizioni  proposte  e  nel  combinarle  in  mo¬ 
do  che  ne -risultino  due  diverse  ed  eguali  espressioni  . 
>!a  non  vi  son  precetti  per  questo ,  e  solamente  il  Illu¬ 
do  esercizio  e  gli  esempi  posso»  dar  facilità  e  avvedu¬ 
tezza  per  condursi  all’  equazion  d’  un  problema  .  Ecco 
gli  esempi . 

i8u.  I.  Un  padre  ha  il  sestuplo  dell  età  del  suo 
figlio,  e  la  somma  delle  loro  età  è  91  anni.  Qual’ è 
1'  età  di  ciascuno  ? 

Jj  Algebrista  dirà  :  sia  x  1*  età  del  figlio  ;  dunque 
per  la  condizione  del  problema,  l’età  del  padre  è  6x . 
Or  queste  età  fanno  91  anni;  dunque  ^  =  91  :  ed  ec¬ 
co  il  problema  messo  in  equazione  ;  quindi  (i"8)  * — 
91  —  T  o .  perciò  il  figlio  ha  13  anni,  e  il  padre  ne  ha 
2.  13  =  78  :  infatti  1 3  78  ==  91 .  Così  è  risoluto  il  pro¬ 

blema  e  verificata  la  soluzione . 

II.  Si  cerca  un  numero  tale  che  il  suo  prodotto 
per  4 ,  il  suo  quoziente  per  5  ,  e  il  suo  moltiplicato¬ 
re  facciano  12  J. 

Chiamo  x  il  numero  cercato,  ed  ho  4  .V -+  -+ 

4  =~  12  \  :  dunque  (  K'I)  4*  *+  s*  ==  :  quindi  (  ) 
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20.V  ,y  =  42  j  —  V-  »  ed  y  =  a-4V  :  infatti  f  f  * 

4  ■+  4  S;  V  j  4  —  1 2  2  ’  condizToYi  del  problema . 

III.  Un  terremoto  abbattè  in  un  giorno  la  meta 
di  certe  case ,  nel  giorno  seguente  un  terzo,  un  duode¬ 
cimo  negli  altri  giorni,  e  restano  in  piedi  63  case .  Quan¬ 
te  erano  ? 

Sia  x  il  numero  delle  case  ;  ■§ x  saranno  le  cadute 
nel  primo  giorno,  J*  e  le  cadute  negli  altri  gior¬ 
ni  :  e  poiché  le  case  cadute  e  le  restate  formano  a-  ,  A 
avrà  per  equazion  del  problema  \x  -+■  Lv  h-  -^-x  -+  63  — 
x .  La  moltiplico  per  12  (  178)  e  sarà  6x  -4-  4*  h-  x-b 
£5$=T2.r  e  riducendo,  1  ix-*2$6  —  izx,  cioè  (1 77) 
x  ==  736  case . 

IV.  Tre  amici,  che  chiamo  B,G,D,  giocarono 
al  Lotto.  Il  gioco  di  15  e  G  fa  21  lira;  quello  di  II  e 
I)  ne  fa  24;  e  quello  di  C  e  D  a?.  Quauto  ha  messo 
ciascuno  ? 

Suppongo  <1  =  21  ,c==  5H,/==  2T  ed  a-  il  denaro 
di  B  ;  dunque  a  —  a-  è  quello  di  G ,  e  c  —  x  quello  di 

D  ;  che  sommati  debbon  far  27  lire  .  Dunque  a _ x-+ 

c— *=/,  c  (  in-  nS)*=U*  +  c-f)=9,  il  che 

da  12 ,  e  15  lire  per  U  e  D. 

183.  Al  primo  aspetto  le  tre  quantità  del  denaro 
posto  parevano  tante  incognite  differenti:  ma  osservan¬ 
do  meglio,  si  vede  che  determinata  una  di  esse,  restan 
determinate  anche  V  altre .  Perciò  il  numero  delle  inco¬ 
gnite  non  dipende  dal  numero  delle  questioni ,  ma  dalla 
relazione  che  è  traile  condizioni  del  Problema .  Pur  sì 
avrebbe  la  soluzione  introducendo  più  incognite  :  ma  in 
generale  bisogna  sempre  cercar  le  soluzioni  più  semplici . 

x  V  Un  padre  lascia  al  figlio  maggiore  1000  scudi 
e  £  di  ciò  che  resta  ;  al  secondo ,  2000  scudi  e  ^  del 
resto;  al  terzo,  3000  scudi  e  £  del  resto,  e  così  fino 
all’ultimo.  Fatte  le  parti,  si  trova  che  i  figli  hanno 
ereditato  per  egual  porzione.  Si  cerca  i°.  1’  asse  pater*- 
no;  2  •  il  numero  dei  figli;  3°.  ja  parte  di  ciascuno. 

Queste  tre  questioni  parrebbero  tre  incognite  :  ep- 
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pur  coìiosciutó  1’  asse  paterno  ,  si .  conosce  tutto  .  Iu 
fatti  tolti  da  esso  i  1000  scudi  -+  j  del  resto,  che  van¬ 
no  al  maggiore  ,  1*  asse  diviso  per  questa  parte  ,  darà 
ii  numero  delle  parti  eguali  e  perciò  de’  figli-  Ghia¬ 
ino  dunque  F  asse  paterno  x ,  e  per  brevità  pongo  a.  = 
looo  ;  poi  dico:  quando  il  maggiore  ha  presi  1000 
scudi ,  F  asse  resta  x  —  a,  di  cui  dee  avere  |  ;  dunque 
la  sua  parte  è  a- 4-J(* —  a  )  =  f(5a -+-*•)  (51):  e  tro¬ 
vata  la  parte  eguale  del  secondo  ,  si  avrà  1’  equazio¬ 
ne  -  Detratta  la  parte  del  maggiore ,  resta  x  —  £  (  5u  -f- 
„v  )  =  j  (  $x  —  5 u  ) ,  di  cui  il  secondo  dee  avere  2000  = 
2a ,  e  rimarrà  £  (  $x  —  Sa) —  za  ±=%($x —  i?a)>  il 
cui  sesto  è  -/ó-  (5* — 1  Za):  onde  la  parte  del  secondo 
è  sa  -+  -3%  (  5  x—iin)  =  f6-  (  55<* -+  &x  ) .  Dunque  £(5  a  •+ 
x  )  =  3V  (  SSa~^6x  )  •  Moltiplico  i  due  membri  per  36 , 
ed  ho  (i^B)  301I  -+  6x  =  55a  -+■  $x ,  *  =  25a  =  25000 
(  1  il') ,  la  parte  del  maggiore  5000  sctidi ,  e  cinque  fratelli  - 

VI.  A  e  B  postisi  al  gioco  con  egual  somma , 
han  perduto  .  La  perdita  di  A  è  12' ,  quella  di  B  è 
$2*  ,  e  fi  ha  solo  il  quarto  di  ciò  che  resta  ad  A  . 
guanto  aveano  in  principio  ? 

Aveano  x*  ;  e  poiché  A  perdè  12,  gli  resta  x *•— - 
12,  mentre  a  B  che  perdè  5£ ,  resta  x  —  5?:  dunque 
quadruplicando  il  resto  di  B,x  —  12  =  4  (  *  —  5Z)®d 
*•  =  72  (  177. 178)- 

VII.  Qual  è  il  numero  il  cui  terzo  e  quinto  diffe¬ 
riscono  di  8? 

Sia  x  questo  numero  ;  sia  ù.  =  8 ,  £  =  § ,  h  =  |  ; 
dùnque  —  —  —  —  u ,  onde  x  se: - =  60  • 

1  m  n  n  —  m 

Vili.  Diviso  un  numero  x  per  6,  si  è  avuto  un 
tal  quoziente  che  sommato  col  divisore  e  col  dividen¬ 
do  ,  dà  69 .  Qual  è  questo  numero  ? 

Sia  a  =  6 ,  b  =  69 ,  e  si  avrà  —  a  ■+  x  =  b  ;  don- 

« 


IX.  Trotar  due  quantità  di  cui  c  data  la  somma 
è  la  differenza. 

Sia  a  la  som  di  a  ,  b  la  differenza  ,  x  la  quantità 
maggiore ,  y  la  minore  ;  dunque  x  -+y  =  a  ed  x  — y  = 
b.  Sommate  e  poi  sottratte  quest  equazioni  (177),  si 
ha  2at  =  a  -+  b  e  2 y  =  a  —  b ,  onde  —  i  (  a  ~+b  )  ed 

y  =  ìt*-*)-  . 

ibq*  Dunque  (iuta  Za  somma  c  la  differenza  di 
due  quantità ,  Za  maggiore  c  la  metà  della  somma  c  del¬ 
la  differenza ,  e  Za  minore  è  Za  metà  detta  somma  meno 
la  metà  della  differenza . 

xÌpplicazioni  .  Una  Casa  di  dué  piani  ha  35  pie¬ 
di  di  altezza,  c  il  primo  piano  è  4  piedi  più  alto  del 
secondo  :  qual’  è  1’  altezza  de  due  piani  ?  sarà  a  =  35 , 
6=4;  dunque  x  —  19^,  e  J/  =  15*- . 

Due  pietre  pesano  libbre  2878,  e  ì’ una  è  libbre 
156  meno  dell’altra:  quanto  pesa  ciascuna  ?  a  =  2878, 
b=  156;  dunque  jr  ==  1517  , /y=  1361 . 

185.  Le  due  equazioni  x-by~  a,x  —  <y± —b  pos¬ 
sono  -anche  risolversi  prendendo  da  ciascuna  il  valor  di 
x ,  il  che  da  x  —  a  —  y  ,  x  =  b  -+y  \  e  poiché  x  =  x  , 
sarà  anche  a — -y  =  b  -+  y,  onde  2 y  =5=  a  —  b  ed  y  =  % 
(a  —  Z>),  valore  che  posto  nell’  equazione  x  =  d — .y, 
la  riduce  ad  x  ==  a  —  £  (  a  —  b  )  =  £  (  a  -+  Z>  ) .  Ma  per 
eliminare  un'incognita  onde  si  conosca  l’altra,  è  pre¬ 
feribile  il  compendio  di  sopra ,  che  con  un  piccolo  ar¬ 
tifizio  avrà  sempre  luogo .  Infatti  sieno  le  tre  equazio- 
ni  1. Ax  —  32  ^  a ,  II.  $y  7*  4*  —  /, ,  in.  __ 
gy^-^z  —  c  e  si  voglia  eliminare  y.  Moltiplico  ciascu¬ 
na  equazione  (178)  per  il  prodotto  dei  coefficienti  di  y 
nell’ altre  due, e  mi  viene  IV.  304/ -4-  6ox —  453  =  15,2 , 
V-  3q>  —  424-  -+•  242;  =  6b ,  VI.  6ox  —  30.V  -+  50 z  — 
ioc:  dalla  IV.  tolgo  la  V.  e  poi  sommo  la  IV.  e  VI-, 
il  che  dà  le  ridotte  VII.  34*  —  2^  =  $a  —  zb,  Vili. 
-4  V  -+2  =  3 a  h-  ,  e  cosi  è  eliminato  y .  Per  elimina¬ 
re  s  moltiplico  1  Vili,  per  il  coefficiente  23  di  z  nel¬ 
la  VII ,  e  sommando  queste  due ,  ho  finalmente  x  = 
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— -,  valore  che  posto- nell’  Vili,  fa  conosce- 
2X5 

re  -,  e  quindi  si  ha  y  dalla  I. 

Quasi  con  lo  stesso  artifizio  si  eliminano  1’  incognite  di 
gradi  più  alti  .  Sieno  le  due  equazioni  generali  I.  Mjr4  ■+ 
N)'5  H-Pj1  *-+<?.)'  -4-  R=o,  II.  my*  -4-  ny J  -4-  py~  H-  qjr  -+*  r  —  O , 
Ove  M ,  m  ,  N ,  n ,  P  ,_p ,  Q  ,q ,  R ,  r  sono  espressioni  o  funzioni  qua¬ 
lunque  di  x ,  e  voglia  eliminarsi  y  .  Moltiplico  la  I.  per  m , 
la  li.  per  M  e  sottratta  1’ una  dall’altra,  viene  III.  (  N;/i  — 
M/i  )  y }  ,-4-  (P rn  —  Mp  )  y  2  -4-  (  Q772  —  M</  )y~ 4-  R/«  —  Mr—  o  :  mol¬ 
tiplico  nuovamente  la  I.  per  r,  la  II.  perii,  e  sottratta  V  li¬ 
na  dall* altra,  viene  IV.  (Mr  —  R/n  )<yJ-4-(  Nr — Rn  )y'-Jr  (  Pr  — 
Rp  )  jy  _4_Qr  —  ll^rr  o  .  In  tal  guisa  y  c  abbassato  d’ un  grado 
nella  III.  e  IV  :  onde  se  queste  si  trattino  come  le  due  pri¬ 
mitive,  y  si  abbasserà  d’ un  altro  grado  ec.  ,  finche  sparirà 
interamente.  Questo  metodo  però  conduce  alle  volte  ad  e- 
quazioni  più  alte  di  quel  che  il  problema  esigerebbe. 

1 86.  17  incognite  non  posson  dunque  eliminarsi  se 
non  si  abbia  un  egual  numero  d’  equazioni ,  noi  qual 
caso  il  problema  si  chiama  determinato .  Poiché  se  vo- 
gìiansi  due  quantità  x ,  y ,  di  cui  è  data  la  somma  a  , 
1’  unica  condizion  del  problema  espressa  dall’  equazione 
ar-f  y  =  a ,  insegna  solo  che  1’  incognita  x  eguaglia 
una  quantità  parimente  incognita  a  - —  y .  Questi  pro¬ 
blemi ,  ove  sono  più  incognite  che  equazioni,  si  chia¬ 
mano  indeterminati  dei  quali  parleremo  in  appresso  , 
Diconsi  all’  incontro  più  che  . determinati  se  hanno  più 
equazioni  che  incognite  ,  o  se  un’ equazione  apparen¬ 
temente  diversa,  è  contenuta  nell’  altre.  Vogliane* 
tre  numeri  x  -,y,z  che  sottratti  a  2  a  2  facciano  i  nu¬ 
meri  dati  a,b,c  .  L’  equazioni  saranno  I.  x  —  y  =  a , 
II.  x  —  z  =  b,  IH.  y  —  z  =  c:  ma  poiché  la  II.  ò  la 
somma  dell’  altre  due ,  il  problema  è  più  che  determi¬ 
nato  ed  anche  impossibile ,  se  pur  non  sia  b=.a-+c. 

X-  Avendo  dei  gettoni  nelle  mani ,  ne  passo  uno 
dalla  destra  alla  sinistra ,  e  con  ciò  ne  ho  un  egual  nu¬ 
mero  in  ambedup  :  ma  se  ne  passassi  due  dalla  sinistra 
alla  destra ,  questa  ne  avrebbe  il  doppio  dell’  altra .  Quan¬ 
ti  gettoni  erano  da  principio  in  ciascuna  mano? 
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Sieno  a.’  quelli  della  destra ,  y  quelli  della  sinistra  : 
si  avrà  per  la  prima  condizione  x—  i  =y  i ,  e  per 
la  seconda  *  2  =  2  (jy —  2).  Sottratta  ia  prima  dalla 

seconda,  si  ha  'y  =  8,  onde  x^=io. 

XI.  Un  Orefice  vende  3  once  d’oro  e  5  d’ argen¬ 
to  per  318  lire;  e  5  once  d’  oro  e  7  d’  argento  per  522 
lire  :  quanto  costa  1  oncia  d’  oro  e  d’  argento  ? 

Pesti  x  e  y  i  valori  cercati ,  b  =2  522  ,  a  =  3 1 8 ,  si 
avrà  3-*1  5 y  —  a  —  5**  -*•  7y  =  b  »  le  quali ,  operando 

secondo  la  regola  (185),  divengono  i&x~+-  25  y  =  $a _ 

21  y  =  3^i>  da  CU1  si  ha  4 y  ==  5a  —  36;  dunque 
y  =  6 ,  valore  che  sostituito  in  una  dell’  equazioni  pri¬ 
mitive  ,  dà  x  =:  96 . 

Per  generalizzar  simili  problemi ,  sieno  le  due  e- 
quazioni  I.  p*  h- qy  =  a,  II.  mx -+ny  ==  b .  Moltiplican¬ 
do  la  I.  per  m  e  la  II.  per  p ,  ho  ìli.  mpx  -+■  mqy  =; 
am ,  IV.  mpx  -+  npy  =  bp ,  e  sottraendo  la  IV.  dalla 
III. ,  verrà  mqy  -  npy  =  am  —  bp  ;  perciò  y(mq-np)  = 

am  -bp9  e  finalmente  y  =  ,  Sostituito  questo 

▼alore  nella  I  o  II,  trovo  a-  =^--^.Se  oralelet- 

mq — rip 

tere  m,n,p>q  abbiano  i  respettivi  valori  del  problema 
ultimo,  x  ed  y  saranno  respettivamente  96  e  6  come 
sopra  ;  e  variando  i  valori  delle  quantità  date  ,  la  so¬ 
stituzione  nelle  formule  dì  *  e  d’ y  risolverà  tutti  i  pro¬ 
blemi  analoghi .  Perciò  le  soluzioni  generali  son  prefe¬ 
ribili  alle  particolari . 

XII.  Comprai  tre  cavalli  :  il  primo  colla  metà  del 
prezzo  degli  altri  due ,  vale  25  zecchini  ;  V  altro  con  un 
terzo  del  prezzo  degli  altri  due,  26;  l’ ultimo  colla  me¬ 
ta  del  prezzo  degli  altri  due,  29.  Qual  è  il  prezzo  di 
ciascuno  ? 

Chiamando  x  ,  y ,  %  i  tre  prezzi  cercati ,  1’  equa¬ 
zioni  del  problema  saranno  x-*-%y-+Zz  =  25  ... y 

•  •  •  z  ix  -+  ly  =  29 ,  le  quali ,  fatti  spa¬ 
rire  1  rotti  (  1 78) ,  divengono  1. 2*  +y  s  =  50 ,  II.  3  y  -h 
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*H-  2  =  III.  £2:4^4^  =  58.  Tolgo  la  I.  dalla  II. 
e  viene  IV.  2y  —  #■  =  28  ;  moltiplico  la  IL  per  2  e 
ne  tolgo  la  111. ,  il  che  ini  dà  V.  fry  x  =  98;  infi¬ 
ne  sommo  la  IV.  e  V.  e  trovo  y=i8,  valore  che  so¬ 
stituito  nella  IV*  dà  x—  8  ,  onde  posti  nella  III*  i  va¬ 
lori  di  x,y,  si  Jia  z  —  ló- 

1S7.  I  problemi  sono  impossibili  quando  conducono  ad. 
Un  risultato  assurdo;  per  esempio  :  trovare  un  numerò  x  egua¬ 
le  alla  sua  decima  pai  te  ;  ridotto  il  problema  in  equazione  > 


si  ha  x  =  —  cioè  10*=:  1,  assurdo  che  dimostra  impossibile 

il  problema.  I  problemi  poi  sono  in  realtà  teorami  quando 
r  equazion  finale  è  identica  e  perciò  si  riduce  a  orro;  per 
esempio:  trovar  tre  numeri  x ,  x-}-d ,  x -end  in  continua  pro¬ 
porzione  aritmetica  onde  il  prodotto  degli  estremi  col  quadra¬ 
to  da  della  differenza  eguagli  il  quadrato  dell ’  intermedio  : 
ridotto  il  problema  in  equazione,  si  ha  x*-i-2dx-i-  d* 
iìdx -+  dz  cioè  O  —  O,  risultato  vero,  da  cui  essendo  svani¬ 
to  x ,  si  impara  che  il  problema  è  un  teorema ,  e  che  co¬ 
munque  si  prenda  » ,  la  proprietà  ricercata  avrà  sempre  luo¬ 
go.  Così  1’  Algebra  risponde  «1  tutto:  scioglie  i  problemi  se 
son  possibili ,  e  fa  conoscere  se  sojxo  impossibili  o  se  dege¬ 
nerano  in  teoremi. 

Equazioni  del  secondo  grado. 


1S8.  L’  equazioni  quadratiche  o  del  secondo  gradi» 
poHsou  rappresentarsi  con  la  formula  a?*  -+  px  =  q  in 
cui  p  e  q  son  note  :  trovata  dunque  la  risol uzion  di 
questa ,  saran.  risolute  generalmente  tutte  1’  altre .  Ora 
1°.  per  avere  il  valor  di  a?,  bisogna^ estr a r  la  radice  qua¬ 
dra  dall’ equazione  x*-i~px  ~q*  2  .  «e  p  =  o ,  1  equa¬ 
zione  diventa  x2=q,  onde  (i^9)  *  =  =£V$  >  e  si  avrà 
*  esatto  o  approssimato  quanto  si  vuole  (165).  Il  radi¬ 
cale  ha  il  doppio  segno  a  cagioji  del  doppio  vaio?  dei I’ 
incognita  {163) . 

189.  Ma  se  p  è  quantità  reale,  bisogna  compire  il 
quadrato  del  primo  membro  (151),  e  aggiungere  al  se¬ 
condo  la  stessa  quantità  {i^)ì  dunque  x*  -+p.x M* -~- 
K 


q  ■+  lp*i  e  perciò  fp==±  v"  ):  ed  a?  «3 

—  ÌP=fcV(?  +  fpa). 

190.  I  due  valori  di  .*  indicati  dal  segno  chia- 
mansi  radici  ;  onde  ogni  equazione  del  secondo  grado  ha 
due  radici,  cioè  x=.  -  §p -i- V  (  £ -4- 4P  4  ),  ed#:=-^p- 

191.  Se  q  è  positivo,  lo  è  anche  il  radicale,  poi¬ 
ché  fps  è  positivo  (121);  onde  o  il  valor  di  q-+ip'~  for¬ 
ma  un  quadrato  e  può  aversene  la  radice  esatta,  o  non 

10  forma  e  la  radice  può  aversi  per  approssimazio¬ 
ne  (  165) . 

192.  Ma  se  q  è  negativo,  posson  darsi  tre  casi;  i#. 

q<CÌP~  ;  allora  il  positivo  supera  il  negativo,  e  il  resto 
è  reale  :  20.  q  =  ±p*  ;  allora  il  radicale  sparisce ,  e  il  dop¬ 
pio  valor  di^y  si  riduce  a  -  Jp,  cioè  le  due  radici  dell* 
equazione  x'n-px  —  q  sono  eguali:  3°-  allora 

11  negativo  superando  il  positivo,  il  resto  è  negativo  e 
la  radice  è  immaginaria  (145).  Ecoo  dei  Problemi. 

I93*  1  Trovare  un  numero  che  col  suo  settuplo  e 
col  suo  quadrato  dia  144.  Chiamo  x  questo  numero  ; 
dunque  il  suo  quadrato  è  xz,  c  si  ha  1’  equazione  x2-+- 
~  v  =  144 .  Compito  il  quadrato ,  avrò  x2  ?x  -+-  -4-  = 
J  44  >  ed  estraendo  la  radice  e  trasponendo  >  verrà 

x  —  ^  —  V(  144^-4-)  “  “  a=t  V  :  nm  V£^  = 
¥;  dunque  .v  =  -  £=&*/ .  Il  segno  -e  dà  *  ~  -  -Z 
¥  =9. a  segno  -dà  *  =  infatti  u 

quadrato  di  9  (  =  81  )  con  sette  volte  9  (=r  63),  come 
pure  il  quadrato  di  -  16  (  =  256)  con  sette  volte  -  16 
(===- 112)  dà  144 .  Ecco  un  esempio  della  doppia  so¬ 
luzione  che  ricevon  l’ equazioni  del  sec  ondo  grado . 

194*  Si  può  anche  paragonar  1*  equazione  x2  -+■ 
7A*==  144  con  l’equazion  generale  (188)  x2  +  yx  =  q* 
rrsi  ha  p  =  %,  q  =  144;  onde  sostituiti  questi  valori 
«elle  formule  (  190)  -  £p  =±  V  ( ?  -+  £p3) ,  viene  x  =  9  ed 
.v  =  -i6. 

II.  Trovare  un  numero  tale  che  sottraendo  2  dal 
suo  quadrato,  il- resto  sia  1  .  Chiamo  x  il  numero,  e 
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avremo  x -  2  =  t  ;  trasponendo ,  x =  5  ;  estraendo  la 
radice,  *  =  ri V 3 :  dunque  la  radice  di  3  presa  o  in 
■+  o  in  — ,  soddisfa  al  problema:  ma  èssendo  ella  inas* 
segnabile  ,  bisogna  contentarsi  d’  un’  approssimazione  . 

III.  Dividere  il  numero  io  in  due  parti  tali  'che 
il  lor  prodotto  sia  100.  Fatto  a  =  io,  b=  100,  ed  x 
una  delle  parti  cercate,  l’altra  sarà  a  —  x ,  e  il  loro 
prodotto  ax —  xz  \  onde  1’  equazione  è  ax  —  x‘  =  /> . 
Trasponendo  i  due  membri  per  render  positivo  x~ ,  si 
avra  x 4  —  ax—  —  fr.  La  formula  (188)  dà  p  =  —  a,  — 

■ —  b ,  onde  x  =  \a-=tV  (-&-+■  \a. )  =  5=tv^(  —  100  -h 
)  =  5  ri  V  —  25  >  radice  immaginaria  ;  dunque  i  l 
problema  è  assurdo,  nè  si  può  divider  io  in  due  par¬ 
ti  che  moltiplicate  faccian  100. 

IV-  Un  numero  x  di  persone  debbon  pagar  342*  per 
egual  porzione  .  Tre  non  pagando  ,  suppliscon  1’  altre . 
il  che  importa  a  ciascuna  19*  di  più.  Cerco  x*  Si 
dirà:  la  parte  di  ciascuno, se  tutti  avessero  pagato,  sap¬ 
rebbe  —  --  ;  tre  non  pagando ,  la  parte  dei  rimanenti 


è 


_34i s_- 
*  —  3* 


ma  questa  supera  1’  altra  di 


19*;  dunque 


_342_  _  34?_  iq#  patte  le  operazioni,  si  trova  x'  ~ 
x  — —  3  * 

=*  54,  e  paragonando  con  la  formula  ,  si  ha  p  *=  . 
-3,g  =  54,onde^:=|r±v/(54H-|)=J=±v/  (a?ii)  = 

5  =t  ^  —  9  ovvero  -  ó .  La  prima  soluzione  è  quella 
che  si  cerca  ;  la  seconda  è  relativa  a  un’  altra  esposi- 
zion  del  problema.  Eran  dunque  9  i  Viaggiatori,  6 
dei  quali  pagando  ^  P31  uno  *  hanno  formata  la  som¬ 
ma  di  342* . 

La  radice  negativa — 6  serve  al  problema  inverso,  cioè  : 
Un  numero  *  di  persone  debbon  pagar  342*  per  egual  por¬ 
zione:  sopraggiungon  tre  altri  che  pagando  la  loro  parte, 
diminuiscon  di  1$/  la  porzione  dei  primi.  Cerco  x .  Risolven¬ 
do  il  problema  ,  si  trovan  le  radici  -+  6  e  —  p . 

V.  Un  Generale  vorrebbe  dispor  dei  Soldati  in 
fcattaglion  quadrato;  ina  ael  suo  primo  disegno  avan- 
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2atfo  1*4  uomini ,  e  se  aggiunge  un  uomo  ad  ogni  fi¬ 
la,  ne  mancano  129  .  Quanta  è  Ja  Truppa?  Pongo 
a  =  124,  b—  129,  .v  il  numero  dei  Soldati  d’una  fila 
nel  primo  disegno  ;  sarà  x  -t- 1  il  loro  numero  nel  se¬ 
condo:  or  nel  primo  la  Truppa  è  j r2-t-u,  nel  secon^ 
do  ( x  -+  1  y~bj  dunque  ella  è  espressa  in  due  modi 
da  cui  risulta  l’equazione  x*  -+  a  =  xz~h2x  -+  1  -  b , 
che  pai-  del  secondo  grado  ;  ma  trasponendo  (1^7),  re¬ 
sta  at  —  — =  1 26,  onde  xz  ==  158^6 ,  ed  a;*  ■+ 
a  =  16000,  Truppa  cercata. 

VI.  Si  cercan  due  numeri  tali ,  che  il  triplo  del  loro  pro¬ 
dotto  eguagli  e  il  doppio  della  lor  somma  ,  c  la  differenza 
de’  lov  quadrati.  Sia  x  il  più  grande  de’ numeri,  y  il  mino¬ 
re.  Per  la  prima  condizione,  2  (  x-\-y  )  —  %xy  ;  per  la  secon- 
ua>  3xy  —  g 2  yz ,  onde  2  (  x  -ì-y  )  n:  x'1  — yx .  Da  questa  e- 
quazione  si  deduce  x~y~h2;  il  che  cangia  la  precedente 
in  Ay ->r A— 3y* 6y J  d'onde  viene  (2oi)  y  —  —  Vn» 

«d*=-J  +  JVl3.  3  3 

VII.  U  numero  degli  scudi  di  A ,  B  è  tale  che  la  lor 

somma  sottratta  dai  lor  quadrati  fa  78,  ma  unita  al  lor  pro¬ 
dotto  fa  39.  Quali  son  questi  numeri?  Gli  chiamo  x,y  e 
operando  nei  modi  soliti,  il  problema  che  è  del  secondo  gradò, 
comparisce  del  quarto  .  In  tali  casi  potrà  farsi  così .  Sia  2x 
la  somma  dei  due  numeri,-  2 y  la  lor  differenza;  dunque 
084)  11  maggiore  sarà  x  y ,  il  minore  x—y.  Si  avrà,  per¬ 
ciò  I*.  - 2*=  78,  cioè  39  =  *a  -+  y~  _ 

?*’  H*  (*^jr)(«-rjf)^to=339=*4— >‘-*-2*.  Somman¬ 
do  le  due  equazioni,  verrà  2x2H-x  =  7«,  che  risoluta  dà  *== 
—  ì -+V  =  6»  0nde  >S  =  39 ■+*—**=?, >=3,  e  i  nume¬ 
ri  cercati  x~-y  =9  ,  *—^—3. 

195.  Dee  qui  osservarsi  per  ultimo  che  P  equazioni  di 
epiesta  forma  x~m-ì-  px™  —  q  si  risolvono  come  quelle  del  se¬ 
condo  grado;  poiché  fatta  xm~yt  si  riducono  ad  y*-+pyzz 

q  ofldej, = —  £p  -+  q  )  che  dà  * = ±  VC—  |p±V(ÌPH 

?  )  J* 
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Infiniti  t  Infinitesimi 

io6-  T  Infinito  e  l' Infinitesimo  son  proprietà  del- 
L  la  quantità,  per  cui  ella  può  crescere  e 
Scemare  oltre  .ogni  limite  .  L’  infinito  del  prim  ordine 
che  dicesi  anche  puramente  infinito ,  ha  per  carattere 
os ,  e  nasce  dalla  somma  o  della  serie  H-i4i4  ec¬ 
hi  infi .  =  oo.  i  io  dell’  altra  a  h-  a  -4-  a  -4-  ec.  in  infi.  = 
eoa,  che  quantunque  ineguali,  hanno  pero  tra  loro 
la  ragion  finita  uà.  Gl'  infiniti  di  second  ordine ,  dt 
terzo  ec.  possono  essere  oo  ?  oo*  ec. 

I9£.  Poiché  I4I  +  I4  cc.  in  infi=  ~-j=:  ce, 

ed  a-i-a-hd-b  ec-  in  inf=  j-~  =  où  a ,  avremo  -^  = 

oo  ovvero— =  oofli  cioè  un  finito  diviso  per  zero  ,  e- 
o 

sprime  l'infinito .  Di  qui  viene  i\  ~  —o ovvero  « 
© .  a  =  o ,  cioè  un  finito  diviso  per  f  infinito ,  esprime 
t  infinitesimo  v  zero:  ~  ~  =  o®  *  cioè  f  infittito 

diviso  per  un  finito,  esprime  l'infinito:  3°- J  — ~  =* 
o,  cioè  zero  diviso  per  un  finito ,  esprime  zero  o  l  ir> 

finitesimo:  4V  o  .co  =  ^  oo  =  a,  cioè  l  infinitesimo 

o  zero  moltiplicato  per  V  infinito,  dà  un  finito:  $\-.b=z 

0.0  =  0,  cioè  r  infinitesimo  o  zero  moltiplicato  per  vìi 

finito ,  dà  zero  o  t  infinitesimo  :  6°.br±~  =  è  o  = 

è,  e  del  pari  «j o . co  ~ oo I  ( 3° •  )  “ ( 1  —  ° ) 00 
oo ,  cioè  aggiunti  o  tolti  al  finito-  un  infinitesimo ,  o 
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ad  infinito  un  finito,  essi  non  crescono  e  non  scemano : 


f.  —  JL  )  e  perciò  o .  co  a  =  £  ;  e  del  pari 


a  ,s  i  co 

oo  ,e  P®1C1°  0  qjj  ^  >  cioè  zero  diviso  per  zero  ed  in - 

/f!Ho  liiawo  per  infinito,  esprimono  un  finito  (d°.)-  8° 
oo  =t  »  (  supposto  n  =  m  .+  *)  =  (  -j.  ,  )  „«  _J 


e  del  pari 


c**  »*—  ( 


<jo  CD 

ào"  ( 5  '  ) *  cloè  Z’ sfinito  d'  ordine  inferiore  svanisce  i 


confronto  dell'  infinito  d'ordine  superiore  negli  interi ; 
al  contrario  nei  denominatori  dei  rotti. 


I9S.  Due  cose  potrebbe  dedur  taluno  dal  Un  qui  detto 
(I9Z-6°.):  l’una,  che  dunque  aGO±m—  a00-  e  ouesrn  ^  f,l 
90  *  PCrChè  la  SOmma  °  d^eren2a  degli  esponenti  è  molti¬ 
plicazione  o  divisione  (143)  :  l’ altra,  che  dunque  (  1  +  ^ 

x*  -  1  (  supposta  t  finita  );  conseguenza  pur  fak?  lvr 

ddl  .11nfiaÌte"imo  Per  l’infinito  da  un  *  finito 
(9.-4  .).  Infatti  sviluppando  quel  binomio,  e  fatto  co _ 

I  =  00  _  2  ec.  =  «,  (  Ipz .  6°,),  si  ha  (  ih-  J1  )“  =  , 


'  éc* — J >  quantità  finita  e  >  ] 


199.  Si  raccoglie  però  da  questa  equazione  •  x  . 
curamente  un  infinito  assai  diverso  da? fin  qui  considerato" 
Poiché  supposto  i  =  (,  +£)  ,  che  8alk  non  sark.fin._ 


l  Lt  :  Thrdo:  non 

«ara  dunque  ,•  infinita  m- ar°  \ 1 9»  ) »  u  che  pure  e  assurdo  r 
•  a-q  •  .? *  a  lnfinitamente  più  piccola  dell’  infi- 

mto  ordinano.  Si  rileva  lo  stesso  dall’ equazioni  co 

:  non  può  ;guangrsnft:-’  PcJù  h 

primo  significo?  perchè  «i  -',;0nPuo  esfre  “{inita  «1 

un  certo  rnfimto  J  (  «JUS 
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H»ero  infinito  d’  Qrdlni  ce",  oc"'  ec.  infinitamente  minori  d’  c*', 

„  OC" 

che  danno  oo/<x/— oe';CC  ~  ec.  ~  co. 

ccw 

2oo.  Debbano  infine  valutarsi  1’ espressioni  b00  ,  r— . 
(y-  )°  quando  y  è  un  rotto  proprio.  Pongo  bzzc-\-hy  ed 

r» 

ho  _ ~ . 

bw  (c-Wi)00 

"  "  «  .co  — m  Jtm  *  dun* 

- —  H-  ec. ...  7^ 

2 . 3 ....  m 

(4»)i  *»!»• 

- - ,  cioè  il  finito  a  potenza  infinita  è  infinite  volte 

2.3...  *«c* 

maggiore  di  Cc :  20.  7^r  <— ,  cioè  V  infinito  a  po* 
0^  he*3 

tenta  finita  diviso  per  un  finito  a  potenza  infinita  ,  esprime 
meno  dell ’  infinitesimo  :  3°.  »iT"  »  ^  roWo 

proprio  a  potenza  infinita ,  è  meno  dell *  infinitesimo . 

RAGIONI,  proporzioni  e  progressioni 


201.  Due  quantità  posson  paragonarsi  tra  loro  o 
*ottraendole  o  dividendole  :  la  differenza  o  il  quozien¬ 
te  che  ne  risultano ,  diconsi  la  loro  ragione  .  Ella  è 
aritmetica  se  si  prende  la  differenza,  geometrica  se  il 
quoziente  .  Così  la  ragione  aritmetica  di  39  a  130 

39- 13  =  26,  la  geometrica  è  —  =  3;  le  due  quanti¬ 
tà  39 ,13  si  separano  con  due  punti  e  diconsi  ante¬ 
cedente  e  conseguente .  Invertendo  i  termini ,  la  ragio¬ 
ne  aritmetica  sarebbe  i£  ~  39  =  ~  la  geometrica 

13  _L  :  ma  noi  sottrarremo  il  minor  termine  dal  mag- 


39  o  .  1  . 

giore  ,  e  divideremo  il  maggiore  per  il  minore  . 

202.  Dunque  i°.  supposta  b:a  una  ragione ,  e  fat- 


).(  So  )( 

11  °  ?  la  Slia  differenza  o  il  suo  quoziente ,  sarà  pe* 

^  aritmetica  b-  a  =  d  o  t  =  a#-+  d,  per  la  geometrica 

--■c=zq  o  b~aq,  e  si  avrà  la  formula  generale  delle 

due  ragioni  a:  a  h-  d  ,  a:  aq:  2°.  due  ragioni  saranno 
eguali  se  abbiano  la  differenza  o  il  quoziente  medesb. 
mo  ;  perciò  =  perchè  a  •+  d  -  a  = 

d=b-hd-b9  ed  a:aq  =  b:bq  perchè  =  q  =  : 

3  .  le  due  specie  di  ragione  procederanno  con  opera¬ 
zioni  sempre  corrispondenti  di  sottrazione  e  di  divisio¬ 
ne  ,  di  somma  e  di  moltiplicazione ,  e  perciò  anche  di 
moltiplicazione  c  di  formazion  di  potenza,  di  divisione 
c  di  estrazioni  di  radice  ;  e  come ,  per  esempio ,  la  geo¬ 
metrica  che  è  un  rotto  (201),  non  si  cangia  moltipli¬ 
cando  o  dividendo  per  una  quantità  stessa  i  suoi  ter¬ 
mini  (49),  COSÌ  non  si  cangia  l’ aritmetica  coll’ a o-gi un¬ 
gere  o  togliere  ai  suoi  termini  una  medesima  quantità. 

203.  La  ragione  si  chiama  composta  se  siJ  la  som¬ 
ma  o  il  prodotto  di  più  ragioni  :  così  le  ragioni  a  :  b ,  f: 
g,h:ìi  danno  la  composta  aritmetica  a :b-bg-+\  * 
o  la  composta  geometrica  afhibgk.  Che  se  le  due,  le 
tre  ec.  componenti  sieno  eguali  (202. 2°.),  la  compo¬ 
sta  aritmetica  sarà  dupla ,  tripla  fi c. ,  e  la  composta  geo- 
metnca  sara  duplicata ,  triplicata  ec.  d’  una  qualunque 
delle  componenti  :  così  le  due  àritmetiche  eguali  a- a-* 
d,b:b-+d  (  303. 2*.)  danno  la  dupla  a  -+b  :  a  b  ■+ 
f  d>  la  CU1.  differenza  ad  è  doppia  di  d-,  e  le  due  egua¬ 
li  geometriche  a:aqtb:bq  danno  la  duplicata  ab:abq\ 
il  cui  quoziente  q  "  è  duplicato  o  quadrato  di  q .  Perciò 
la  ragion  duplicata ,  triplicata  ec.  dicesi  anche  la  ra¬ 
gion  dei  quadrati ,  dei  cubi  ec. 

204.  Due  ragioni  eguali  (202. 2°.  )  formali  la  pro¬ 
porzione,  die  è  o  aritmetica  o  geometrica  se  le  ragio¬ 
ni  sono  aritmetiche  o  geometriche  :  1’  una  si  distingua 
cwn  tre,  1  altra  con  quattro  punti  tra  le  due  ragioni, 

~  pruu  g. .  a  .■+  d  .  • .  b  :  b  -+  d  è  la  formula  generale  del¬ 
le 
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le  proporzioni  aritmetiche ,  ed  à  :  aq  l  :  b  :  bq  delle  geo¬ 
metriche  ,  e  ri  pronunziar!  così  :  a  sta  ad  a  -4-  h  o  q.d 
aq,  come  aritmeticamente  o  geometricamente  b  a  b  -+• 
d  0  a  bq .  Il  primo  e  1’  ultimo  termine  diconsi  estre¬ 
mi  ,  i  due  di  mezzo  intermcdj ,  e  la  proporzione  senz* 
altro  aggiunto  s’ intende  sempre  geometrica  .  Non  par¬ 
leremo  dell*  armonica ,  poco  ira  uso  tra  i  Matematici, 
e  risultante  da  quattro  termini  tali  che  il  primo  stia 
all’  ultimo  come  la  differenza  de’  due  primi  a  quella 
de’ due  ultimi:  se  ne  ha  un  esempio  in  6,8,14,21. 

205.  Quando  di  quattro  termini  dati  il  primo  sta 
al  secondo  o  come  il  terzo  al  quarto  o  come  il  quarto 
al  terzo ,  i  due  ultimi  diconsi  in  ragione  o  diretta  o 
inversa  de’  due  primi .  Nell’  un  caso  i  quattro  termini 
formano  proporzione  (204),  non  già  nell’altro;  e  per 
ristabilirla  bisogna  o  sottrai'  dall’  unità  i  due  termini 
inversi  scrivendo  a:  a~t-  d  1  —  b  —  d:  1  — b,  o  di- 

viderìitjwr  l’unità  scrivendo  a  :aq\  infatti  o 

quei  due  termini  si  sommino  con  2Z>-4-d  o  si  moltipli¬ 
chino  per  b%q  (  202  )  ,  rinascono  le  proporzioni  prr- 
jnitivc  •  , 

200.  Se  queste  hanno  quattro  termini  diversi ,  si 
chiaman  discrete ,  se  gl’  intermedi  *ono  uno  stesso ,  si 
dicono  continue  .  Tali  sono  a  \  a  ~¥  d  v  a- 4-  d  :  a  -+  2  d  , 
cd  a:  aq’.’.  aq  ■ aq* ,  che  più  in  breve  si  scrivono  —  a  :  a  -4- 
d  :  a-4-  2d  e  ^  a  :  aq  :  aq 2 . 

207.  Una  serie  finita  o  infinita  dj  proporzioni 
continue  forma  la  progressione ,  le  cui  formule  facil¬ 
mente  si  deducono  da  quelle  della  proporzìon  continua 
(206).  Eccole 

Progressione  aritni*.  a  :  a  -4-  d  ’.a  ■+  ad  :  j  -r  3 d ...  a  -+ 
\n-l)d 

Frogressione  geom3  fr a:  aq:  aq'  ;  aq*  ....  aq"  1  suppo¬ 
sto  n  il  numero  dei  loro  termini  .  E  da  tutte  queste 
formule  nascon  le  proprietà  di  cui  dobbiam  pariate . 

208.  I.  In  ogni  proporzione  aritmetica  0  geome - 


X  Ss  )( 

trica.  !  ; ,  le  somme,  o  i  prodotti  degli  estremi  e  degli  ìn- 
fermedj  si  eguagliano  .  Infatti  ila  a;a~¥d  .-.  h:b-+d  si 
Ita  a  -+  b  -+  d  —  a  -t-  d  -+•  b ,  e  da  a  :  aq  \*b-  bq  si  ha  abq  = 
aqb  .  Onde  dati  tre  termini  qualunque  può  sempre  a- 
versi  il  quarto  proporzionale  x  ;  poiché  se ,  per  esem¬ 
pio ,  manchi  il  terzo  nell'aritmetica,  sarà  a -t- t -+• 
d  =a-t-  d  -+  x  ed  x  =  b-,  se  manchi  il  secondo  nella 
geometrica,  sarà  abq^=bxe d  x  =  aq  :  del  pari  se  man¬ 
chi  il  primo  nell’  inversa  aritmetica  x  ;  a  -4-  d  i  —  I 

/, —  d  ;  i  — b,  sarà  x-h  I  — b  =  a  •+  d  - 1-  i  —  b  —  d  , 
ed  x  =  a-,  se  manchi  il  terzo  nell- inversa  geometrica 

*:aq  \  \x:  -J- ,  sarà  ~  =  aqx  ed  x  =  ]-  . 

bb  bq 

209.  IL  /n  ogni  pròporzion  continua  —■  o  ~  la 

somma  o  il  prodotto  degli  estremi  eguaglia  il  doppio  o 
il  quadrato  del  medio.  Infatti  da  a  :  a-h  d  :  a  ■+  ad  si 
ha  a  -+  a  -+■  std  —  a  (  a  -4-  d  ) ,  e  da  f-f  u  :  aq  :  viene  a  . 

aj*  ==  (  aq  )a  -  Onde  per  trovare  il  medio  ^daù  gli  e- 
stremi  a ,  a  «+  2d  ovvero  a,aq*,  vi  vorrà  la  division 
per  2  nell’  aritmetica  ,  e  f  estrazlon  della  radice  se¬ 
conda  nella  geometrica  ;  poiché  a-i-a-b%d  ==«:*■  ed  x  = 

2  ^  <J  ~  —  a  "+  d ,  ovvero  a  .  zr<; 4  =  *• 1  ed  *•  =  V  (aq)  4 = 

» 

210.  III.  Ogni  proporzione  o  dà  ùn  equazio¬ 
ne  9  il  che  è  evidente  (208.209),  ed  ogni  equazione  j 
dà  una  proporzione  o  Sieno  le  tre  equazioni  qua¬ 
lunque  I1.  imi  —pq  ;  2\  xy  —  I  ;  3*.  a 4  —  at*  —  P —  y  : 

se  si  vuole  la  proporzione  aritmetica,  sarà  I3,  1  ;  —  ' 

P 

— ?  :  —  1  *,  a°.  1  i y  — -  ;  —  1  :  9°.  zi1  :  />2  x*  :y* ;  e  se 

n  x  u 

si  vuole  la  proporzion  geometrica,  verrà  \°.  m:p  [  ; 
q  :  n  ;  2°.  f-f  v  :  1  :jy  ;  3*.  a  -+  x  :  b  ■+  y  .*  I  />  — x  :  a  —  a-  . 

211.  IV-  Salva  la  proporzione  possono  i°.  metter -  L 
>z  gli  estremi  in  luogo  dei.  medj ,  e  zm  medio  0  un  estre-  ì 
mo  in  luogo  deli  altro:  20.  sommarsi  0  sottrarsi  nell* j 
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«  moltiplicarsi  o  dividersi  nella  :  :  per  una  stessa  quan¬ 
tità  in  tutti  i  termini;  o  anche  per  m  i  due  primi ,  c 
per  f  i  due  ultimi  ;  o  per  m  il  primo  ed  il  terzo,  e  per 
f  il  secondo  ed  il  quarto:  30.  sommarsi  0  sottrarsi  nell 
una ,  e  moltiplicarsi  o  dividersi  nell  altra  i ^corrisponden¬ 
ti  termini  di  due  proporzioni  omogenee:  4  •  moltiplicar¬ 
si  o  dividersi  nell ’ tutti  i  termini  per  ni  ;  c  tutti  nel¬ 
la  :  :  alzarsi  alla  potenza  o  deprimersi  alla  radice 

jTiSima  ;  5°.  nella  sola  [  :  ridursi  i  primi  e  gli  ultimi  due 
in  un  sol  termine  sommandoli  o  sottraendoli  ,  per  metter¬ 
li  in.  proporzione  o  col  primo  e  col  terzo ,  o  *.ol  secon¬ 
do  e  col  quarto  ,  o  con  le  differenze  o  somme  dei  due 
primi  e  de  due  ultimi .  Infatti  presa  per  compendio  la 
proporzione  a:h  c  :  d;  sussiste  nei  casi  enunziati  la 
fondamental  proprietà  (  208  )  delle  proporzioni  : 


1  °.  b  :  a  ;  ;  d  :  c ,  a  :  c  •/  :  ;  h  :  d 

sl°  .  m  -+  a  :  m  •+  b  c  :  d  c  d  -*•§ ;  ma  :mb  \  cidi'. 


fi 

*•.  (  * 
0  (p 


fd  ec. 
b.-.y.cid 


L  ■ d  a  r±  P  'b  zt  q  c.  c  zi:  r  :  d  zt  s  -,  ap 

:  <7  r:  s 

,  ±1  .  .  ±1 .  ,.±l 

bq  :  :  cr  :  as 

±1  ±1  ±1 

±1  ,  ±1  tfci  ±1  m  m  .  .  m 

4*.  am  :  hm  cm  :  dm  ;  a  .0  . .  c 

±1 


.  dzkb  :b\  lcztd:d,  a-ztb  :  a^bl  I  Czt  d:c  +-  d,  ec. 

<212.  V.  In  'lina  serie  di  proporzioni  o  :  .*  /u  .«/n- 
;na  dcoi/  antecedenti  sta  aritmeticamente  o  geometrica¬ 
mente  a  quella  dei  conseguenti ,  come  uno  o  più  antece¬ 
denti  ai  lor  conseguenti,  uniti ,  nelle  aritmetiche  > 


rimanenti  differenze.  Infatti 

1  m.a:a-*-d-.-b:b-+d---c:c-+d '.*/:/-+  d  ec.  ci  danno 
v-hb-^c  -4-/:  a-i-b-hc  ■+/■+  \d  :  a\  a-±  d  + $d 
.  a:  aql  [b:bq:  le  :  cq]  :f:fi  ec.  ci  danno 

a  -+  li  -’r  c  -+  f:  (,  a  b  -+c-*-f)  q  \  \  a  :  a$  (8)  Passo  al> 
ie  progressioni  • 


Jjp* 
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F3-  '  1,1  °gM  progressione  o  ;  :  le  somme  o  i 
prodotti  degli  estremi ,  e  di  tutti  gli  equidistanti  daga 
estremi  si  eguagliano.  Infatti  da  a:  a  -+d:a~h2d  .... 
a -f  (n -2  ) d: a-+  ( n—  i  ) d  viene  a-ba-*-(n~*  i  )  d=* 

a  -+  d  -f  a  -+  (  n  -  2  )  d  ec.  ;  e  da  f-f  a:  aq:aq* ...  aqn~ 2  : 

n —  I  •  n — »  I  ri — 2 

aq  viene  a.  aq  ==  aq .  aq 

214.  IL  fn  ogni  progressione  ~  o  ~  il  primo  ter¬ 
mine  Sta  al  terzo ,  ài  quarto ,  all' n  °,  come  aritmeti¬ 
camente  o  geometricamente  i  doppi  o  i  quadrati ,  i  tripli 

o  i  cubi ,  gli  (n-  1  )P  o  le  potenze  (il  -  1  )*^e  del  prg 

77Jo  e  del  secondo .  Infatti  da  -74  a  :  a  -+  d ...  a  -+  (  n 1  )  d 

viene  d  :a  +  1  )d  •••  (  n—  1  )a:( n  —  1  )  (  a-¥d  )  ;  e 

da  —  c  :  aq ....  aq  viene  a  :  aq ”  1  ;  ;  a*  1  :  (  aq  )”  1 . 

215.  III.  Se  i  varj  esponenti  d'uno,  quantità  sicno 
in  progressione  aritmetica ,  le  varie  potenze  della  quan-  ' 

tità  saranno  in  progression  geometrica .  Infatti  pa 
a-+d  a-+2d  a-\-gd  . 

P  ,-P  ’P  ec.  formano  una  progression  geo¬ 
metrica  (213);  di  qui  la  felice  idea  dei  logaritmi.0 

216.  IV.  Za  somma  s  d'  una  progressione  din 
*,c'  n.nru  Sl  Iia  tn  duc  modi  suoi  proprj  :  i°.  se  fatto  a 
1  !l,tlino  termiue  »  «  osservi  clic  ella  risulta  da  tante 
somme  a- !-&>  quanti  sono  i  suoi  termini  presi  a  due 

a  due  (213);  perciò  I^=(u-^ft,)-Ì:  2 *.  se  si  avverta 

eòe  ogni  termine  è  composto  del  primo  a>  onde  nella 
s.  mima  si  hanno  na  termini,  e  che  le  differenze  formano  la 
progressione  di  n  —  1  termini  4-  d  :  2d  :  gd  . . .  (  n  -  1  )  d 
la  eiu  somma,  per  la  I.  formula,  è  (d^(n-i)d) 

^  )  =  du  (  )  ;  perciò  II  s  =  n  (  a  -+  d  — ~  ^  ) . 

Ila  queste ,  sol  che  nell’  una  si  pongano  i  valori  di 
a>n  presi  dall’  altra.,  à  ha  III  3  =  n  (  «  —  d(—  U), 
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IV  s  )  (  i  -+■  )  ;  e  due  qualunque  delle  q.nat* 

tro,  come  la  I  e  la  IV,  danno  la  Vn  =  i-f  -j5- 
4i7  V.  li  lue  modi  suoi  propri  si  ha  pur  la  som- 
ma  sì  una  progrcssion  ~  di  n  termini:  osservando 

che  tutti  i  suoi  termini  sono  antecedesti  f“or^  .  . 
timo  u,  e  tutti  son  conseguenti  fuorché  il  pumo  a, 

onde  (212)  s  —  tù:s  —  ay.cr.dq-,  perciò  I  *  —  * 

2° .  moltiplicando  per  3  l’ equazione  a -4- a*-* d? 


aq 


-s,  onde  viene  43*+*  a<C 


-  a r 


h  aq*  ■ 


aq  „  v 

pèrdi)  n  Da  <i“estc 

pure,  posti  nell’ una  i  valori  di  à,q  presi  dall  altra» 

si  ha  III5=  IV  . . 

2  q—  I 

>t  tt _ 

M '  a"--l  ■  c  due  di  esse,  come  la  li  e  la  IH, 


U) 

danno  la  V  a  =  • 

->lB  VI.  /  termini  d'  una  ptogressione  -r-  o  —  sommati 
~  o  n  o  aia”  ,  ad  m  ad  m ,  danno  una  nuova  pro- 
’  -  „  •  -  Vi Al  ;«  cui  Za  differenza  A  si  cangia  in 

$STTu  TuocUJrfkiTema 

mi  m  termini  sarà  (216.217)  m(a-t-d(— -))»°  ?__j  » 

Vi  j  »  (  essendo  il  p*imo  di  essi  a~\-md  o 

e  quella  de,  second,  (  essendo^_P«  al)„  , g„  ^  _ 


aqm  )  si  troverà  m(fl‘+md-+  -  ** 


ora 

-a  , -  a  2  "  3  —  1 

j  «,«1.  formano  i  primi  due  termini  della  nuova 

aszrs^sr-f  «*•  »  * 

J"“";  'VU  ‘Alnntóntre  i"'™™  r h  ~  ? 

^  che  ha  d  per  differenza  o  q  per  quoziente,  ^ 

guardarsi  come  somme  di  ro  termini  d  un  a!t'aW™*a  •  ° 

—  ,  in  cui  R  somma  s  di  m  tc<num  e  ?,  d  numeio  d 
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<  ««*  •»=*.*, 

?  »  -I  901,0  m»  °'i”l;  onde  il  primo  termine  dell’  ig-no- 


,a  aritmetica  viene  à 

I 

metrica  a  ~  C~^  1*  1  ) 


(  2 1 6  II  ) ,  della  gec- 


metrica  a  — — -  ì__HLJ  (or*  il,  r  ■  , 

y— I  l-1!*11).  Cosi  data  r-  3,5  ec., 


3  >d —  2 ,  se 


sia  m  —  3,  vena 


«  la pto- 


9  9  ‘ 

gressione  ignota  gara  -  ltI  ,i|.  4  6  8  a 

9  91  p'1  9,I?|CC*Eda' 

7^'1’jL  4’  °VC  aZ=3,y=^>  Se  sia  verrà  ^ 

4  ’  *“"2  )»  e  la  progressione  ignota  sark  ~ 

».«  pH.no  e- 

il  primo  e  secondo  delle  date  1  s  concio>  eguagliano 

^■tZuU:ZnoTJ'ee'1  f0rmil,C  ‘'-ovate 

tre  delle  cinque  lanciti  4?  ?T T  ’  P*r  Cni  date 

riori .  0  ritmi  e  dell  equazioni  supe- 


X  Sp  )( 


Applicazioni .  I.  Tra  dne  termini  a ,  w  inserire 
m  termini  in  progressione  .  Basterà  dunque  trovar  d 
o  q  ;  e  poiché  abbiamo  a ,  co  ed  n  =  m  -4-  a ,  verrà  d  = 


=^(**5).  g  =  (^r‘+-1  (245).  Così  sem^4,si 

■771  *+•  1  <2 

jl 

1  »  co  a  f  co  .  ■  v  ctf  ■  3 

ha  d  =  — —  ,  q  =  (  —  )  e  perciò  —  a  :  a  -+  :  u 

è  a  5 

o(w — a)  ,o(w — a)  ,  4(w —  a)  ,, 

—  - —  :a-+  — — /  :  a  -4-  - I  :  w;  del  pan  a  : 

5  5  6 

(  u4w  )*:  (  a  V)*  :  (  a  V  )*  :  (  a  w4  y:  « . 

II.  Uno  giocando  aggiunge  sempre  2  alla  sua  po* 
sta,  ed  un  altro  sempre  la  raddoppia;  la  prima  volta 


giocaron  3  e  perderono  per  dieci  volte:  cerco  le  per¬ 
dite  .  La  progressione  per  il  primo  è  aritmetica  ,  per 
il  secondo  geometrica ,  ed  abbiamo  <1  =  3,  d  =  9  =  2, 
n=io;  dunque  il  primo  perde  .*=120(238),  ii  se¬ 
condo  5  =  3069  (258). 

III.  La  popolazione  d’  un  paese  è  cresciuta  uni¬ 
formemente  di  tanto,  che  in  4  anni  i  Passeggieri  son 
giunti  da  1000  a  3000,  e  i  Paesani  da  10000  a  14641  : 
M 


,  .  X  9 °  )( 

con  qual  progressione  si  son  fatti  gli  aumenti?  Dei 
Passeggien  cresce  la  somma  e  dee  cercarsi  d,  ma 
ite  Paesani  cresce  il  prodotto  e  dee  conoscersi  n  ■  „r 
Poielie  per  gli  uni  a  =1000,  «1  =  3000,  per  gli  altri 
a  10000 ,  cc  14Ó41 ,  e  pfcr  ambedue  n  =  z  (  mEU 
tre  al  cominciar  de  4  anni  già  si  hanno  i  primi  ter-1 

t;;;00,:  ,000° }  sark  (225j,  e ,  ^ 

IOOOO  IO  v  ' 

IV  Un  Vascello  insegue  una  Nave:  questa  nel  minio 
g.omo  fa  ,3  leghe  e  quello  6,  nel  secondo  I’una  ne  falT 
altro  I,  ec.,  ambedue  in  progress, .ne  4-  o  cerco  fc 

». 

POS»  «-13,4=15  13=2, 


vra  (233)  s=n(a-^ii^r. L>)  cd  r_I>) 

cioè  <z-b  —  ì  —  ed  „  —  2a~bd  — 2a'— rf 

3  2  2  d’-d  “ 

5-j,  giorni  di  viaggio;  onde  =  1 00  1 ,  l^he  o  di» 

stanza  daljiorto.  Ma  pea  la  ^  progression  geometri™  ,  posto 
<z_13,2_-|,  o'_tì,j'  =  ”)  sl  troverà  (258)  a[£zZ.l)=: 
,,qn—  Il  (l  (  q' —  I  )  q'" —  T  q—  1 

o(7_T)  ovvero  equazione  ^  ^ 

la  doppia  frisa  posizione,  fatto  u=3,=4,  dà  per  primova- 
,o»ai>  per  secondo  0  =  3,61,  per  terzo  n~o  6l6 
fd'pmf'.V,aSS,0>  °nde  *  =  '  =*.*5.  teghe  o  dfs’taizà 
V-  Un  Vascello  ed  una  Nave  partono  nel  tempo  stesso 
da  una  distanza  di  leghe  l36-L=i>r  incontrarsi;  ]a  N(I. 

ve  nel  primo  giorno  fa  4  Ieahe  c  il  Vaselli/-.  A  „  1 
do  quella  ne  fa  6  e  qu^T^ 

/inr r  * iZ 

viaggi  «•+«-*. 'Or  per  la  progressione  Vi tm«ica Sfotto 


)(  9i  )( 


*  —  4  5  dvr.2,  a  zz6  ,<J'ac2  ,  verrk  n  (a -4-  —  ~  ~ )*+ 


,  ,  d>'—  1),  , 

n  (  a  H - - - )  —  b, 


Cioè  n  — - - 


2  b 


_J| _ /r  ,QH-a  _ 

2  d-\-d!  '  1  *  iZ-f  ti'  ’ 


—  )*  -4-  ~ — -,  ]  —  <5 — ,  giorni  di  viaggio;  onde  s  rr  6l  — , 
2  ciH-rf  2  4 

^  o 

.  Ma  per  la  progression  geometrica,  posto  a  =  4» 
4 

3  .  .  4  v  ,  a{u  —  i  ) 

or:  —  ,  a  —  6,0“—,  si  avrà.  s  +  s  - - f-  .  .  .  . 

^  2  ’  7-  3  3-1 

cioè  Z>  (  5  —  *•  )  (  ?/  —  I  )  —a(  l'-~ 1  )  (3* —  1  )“+• 

f  i  )  r2/"  —  I  }»  ove  fatto  n  m  5  ,  —  6,  si  ha  per  primo 
valore  n :=r  5,4*7  e  per  secondo  n~  5,513,  giorni  di  viag¬ 
gio;  onde  *  =  <56 , -796 ,  viaggio  della  Nave,  s' =■  69,704, 
viaggio  del  Vascello. 

Per  aver  poi  urrà  progressione  di  n  termini  quando  71  = 
g  -4-  A ,  come  in  quest’ultimo  applicazioni,  basta  risolvere 

771 

in  m  termini  ognun  dei  g  -4-  1  termini  della  data  (210)  e 
prender  dell’  ulrimo  le  parti  h . 


3  • 

t  (  7- 


R 


G  O 


E 


Del  Tre ,  di  falsa.  Posizione  e  di  Interesse  . 

261.I.  jOA.ti  tre  termini,  si  sa  come  può  aver¬ 
si  il  quarto  proporzionai  geometrico  (  208  ) ,  e  la  Re¬ 
gola  che  si  adopera  ,  dicesi  Regola  del  Tre  ,  frequen¬ 
tissima  in  tutte  le  Matematiche .  Ella  è  semplice  quan¬ 
do  dati  tre  termini  si  cerca  il  quarto  ,  ed  è  compo¬ 
sta  quando  datine  cinque  ,  sette  co. ,  si  cerca  il  sa- 
sto ,  f  ottavo  ec.  Se  il  terzo  termine  essendo  maggio¬ 
re  o  minor  del  primo,  lo  stato  della  questione  esiga 
che  anche  il  quarto  sia  maggiore  o  minor  del  secon¬ 
do  ,  la  Regola  c  diretta:  all  incontro  è  inversa  se  il 
quarto  debba  esser  minore  0  maggior  del  secondo  (205) . 

262.  Dei  tre  dati  termini  due  sono  o  posson  ren¬ 
dersi  omogenei ,  cioè  delia  stessa  specie  1’  altro  è  so- 


)(  92  )( 

o  <li  spec;e  diversa  ,  a  cui  poi  viene  omogeneo 
ÌZ  cerc*},°\  e  dei  doe  omoSenei  l’uno  è  con  in- 
iZZT°n-e  ’  I  altr,?  è  Senza-  °ra  t™*g**o  senza 

L-ano,  poi  l  altro  omogeneo:  avvertendo  che  nella 
resola  inversa  il  solitario  c  il  suo  omogeneo  cercato 
debbono  esser  denominatori  dell'  unità  (205).  Fatto  ciò  , 
e  ridotti  1  termini  all’  espression  più  semplice  se  il  pri¬ 
mo  abbia  dei  fattori  comuni  con  uno  o  con  ambedue 
gii  altri  (202),  si  opera  al  solito  (208). 

Esempi  I.  Che  varranno  lib.  go.  d’argento  se 
’4'.  v^ono  lir.  -14.  ?  Qui  la  regola  evidente¬ 
mente  e  diretta;  il  solitario  è  l'omogeneo  con  in¬ 

terrogatone  è  go,  l'altro  è  14:  dunque  14  :  7i4  •  • 

minor  numero  di  lavorantfesigm  maggior  temprai  "a" 
Voto  :  dunque  57  :  j  :  :  19  :  i-  ovvero  3 1  i  ;  ; , •  i.  ed 

•v=  15  aio™*  -  IH-  Con  scudi  8-L  ho  E’.  21  di  pan¬ 
no;  ne  vorrei  Canne  2  A;  q„al'  è  la  spesa?  La  rego¬ 
la  ò  diretta,  e  se  la  ^  Canna  s;a  Braccia  4,  le  Can- 
ne  2  ~  saranno  B1.  9  ~  :  dunque  2  A  :  3  l_  '  •  p2-  A. 

CIoè  '7  :  ss  ■'  ir :  x>  ovvero  —  :  17;  ‘-*9 


P;„,l„SCnl,  iUnShc™  deI  faccio  Fiorentino  è  a  quella  del 
P.tde  Parigino  2580,454:1440,  quanti  piedi  saranno  bA 

25,55?  La  regola  è  inversa  (2tìl):dunque  2580 , 454  :  _I_ 

1440:  *d  *=45,79.  '5’5S  " 

finno^o  rcVdi  f™1’0"0  ques£0  qne'it0:  20  uo“>"i 

lr,%Z.7± 


)(  93  X  . 

«hè  risultando  il  lavoro  e  dalla  ragione  20:30  degl* 
uomini  e  dall’altra  15:12  dei  giorni,  i  termini  omo¬ 
genei  nascono  dalle  ragioni  composte  20  x  1 5  e  30  x 
12  (203):  dunque  20  x  15 : 160: 30  x  12:  x  ovvero  i; 
161:12:^  =  192. 

264.  Che  se  fòsse  dato  quest’  altro  quesito  :  20 
.  uomini  scavando  un  Canale  debbono  asciugar  giornal¬ 
mente  piedi  6  d’  acqua  per  fare  in  un  certo  tempo 
tese  160  di  lavoro:  quante  ne  faranno  nel  tempo  stes¬ 
so  30  uomini  asciugando  giornalmente  piedi  8  d’ac¬ 
qua?  La  regola  quanto  ai  Lavoranti  sarebbe  diretta, 
ma  quanto  al  maggiore  ostacolo  dell  acqua  che  per¬ 
mette  un  minor  lavoro ,  è  inversa  :  dunque  20X^: 

160:  .*30x4.  :x,  ovvero  — :  80  :  ;  —  =  180  tese. 

8  3  4 

265.  II.  La  Regola  di  semplice  falsa  posizione  de¬ 
termina  un  numero  vero  col  supporre  un  numero  fal¬ 
so.  Voglio  un  numero  x  la  cui  metà,  il  quarto  e  il 
Quinto  facciano  456  .  Suppongo  x  =  20  ,  e  perciò 

— =  19:  non  è  dunque  20  il  numero  cer- 
245 

20  1  20  1  20 

cato  .  Ma  poiché  20  :  x  :  :  —  :  —  *  !  \  —  *.  —  x .  .*  — ■ ■  : 

22440 

■ì-  x  (  2 1 1  ) ,  sarà  (212)  -°+-  H-  ^  —  19  ) :  4"  *  “+ 
5  2  4  5  ^ 

-L  x  -1-  —  *  (  =  456  )  :  .*  20  :  x  =  480 ,  numero  vero . 

4  5 

266.  III.  La  Regola  di  doppia  falsa  posizione  de¬ 
termina  un  numero  vero  .v  col  supporre  due  numeri 
falsi  a,b.  Così  nell’esempio  di  sopra,  posto  a  =  20, 
e  poi  Z>=  100,  i  risultati  sono  19  e  95,  mentre  do¬ 
vevano  essere  456;  onde  tra  il  risultato  del  vero  nu¬ 
mero  x  e  dei  supposti  a  ,  b  si  hanno  le  differenze  o 
errori  —  437  —  —  m ,  e  —  361  =  -  n  :  ma  i  risultati 
di  due  cagioni  son  proporzionali  ad  esse  ;  dunque  an¬ 
che  le  lor  differenze  0  gli  errori  lo  saranno  a)le  dif- 


ferenze  tra  il  vero  nu2l otd\( supposti  .  Perciò  A  a- 
vrà  -m:-n::x-a:*-b  ed  *  =  °,  se  l'un 

degli  errori  mtn  sia  positivo,  —  an~^ hrn  p.  s 
la  regola  seguente.  n "+m 

-  zilicrrr 

”  .HrMrnii  .«V» fZ 

errori  positivi  o  nettivi  c&  ae  riparo.  XwÓ/to 
Tondo  chVira  pof‘z‘oneJ’er  l’error  ‘idi’ altra,  c  se- 

Ste<rO  o  Jl  r°n  S0H  Slm}U  °  dUSÌmÌU  (  ««*  fo 

„  diverso  seguo  )  <KW.fo  /„  differenza  o  som- 

Tl  Oziente  f‘lPer  U  dl-ifcrcnza  «somma  degli  errori: 
u  quoziente  e  //  numero  cercato. 

•  Esempio  .  Un  Giocatore  scommette  12  contro  8 
ad  ogni  partita;  ne  fa  io  e  tiri  o,  contro  » 

vinte?  Suppongo  9,  e  dovrà  aver  -o  ’  1(Iuante  ne  ha 
de  1,  e  dovrà  dar  12:  tirerebbe*  Sì  A1"6  ne  Per' 
tirar  20;  vi  è  dunque  un  errore  dH+'jo60’^  d°Vea 

S*t.Sst 

*•  ....  di  «  *<*. 

errori  '  P01*S°  così  1  numeri  e  gli 


Pos.  I.  9 
Er.  — 40 


Pos.  II.  8 
Er.  — {-  20 


la*  perdita  ildT  *6™°*°  3’  la  vincita  sarebbe  24' 

*£2  ’V  Vtì  "* 

ma  810  dei  prodotti  L  °  , P  40  ’  e  dmden(ìo  !a  som- 

che  son  dissi m ih  >°  vèrrebl  e  '"°  degU  Crrori  ’ 

o/CQ  Toc  terrebbe  7  come  prima. 

do,  quando  aimefo  d  °-ni  S™- 

0  posson  ridursi  ad  mia  o  due  condi- 


1 


)(  95  )( 

zioui  ;  polche  in  quelli  stessi  del  primo  che  ne  hanno 
tre,  riesce  assai  nojosa  .  Ella  è  però  di  grand’uso  in 
certe  equazioni  analitiche,  geometriche,  astronomiche 
ec. ,  le  quali  .senza  di  lei  sarebbero  allatto  intrattabili . 
Serva  di  modello  1'  equazione  x*  •+  15  =  io*1  che  si  sa 
risolvere  (189)  e  la  cui  minor  radice  approssimata  è 
*  =  1 , 8377  •  Poste  in  un  membro  le  quantità  note  , 
nell’  altro  1’  ignote ,  onde  sia  15  =  x  (  io  —  x  ) ,  suppon- 
go  x  =  I ,  =  2 ,  e  sostituendo ,  ho  gli  errori  -  6 ,  h-  1  : 
opero  al  solito  (26”"),  e  viene  x—  t  ,  857,  onde  x  sarà, 
forse  tra  1 , 8  ed  1,9.  Con  queste  due  nuove  posizio¬ 
ni  ho  gli  errori  -  o ,  24 ,  -i-  o ,  39  ed  x  —  1 , 838 ,  cioè  .v 
tra  1,83  ed  1,84.  Sostituite  quest’ altre  due  posizioni, 
gli  errori  sono  -  o,  0489,  -+  o ,  0144  ed  x  =  1 ,837725  , 
cioè  x ,  tra  1 ,  837  ed  1 , 838.  Infatti  queste'  due  posi¬ 
zioni  danno  gli  errori  -  o ,  004569 ,  -+  o ,  001^56  ed  x  = 
1 78377225,  che  avendo  le  stesse  quattro  o  cinque  de¬ 
cimali  di  prima ,  è  sicuramente  x  =  1 , 8377 , 

269.  Usando  la  Regola  in  questo  modo,  il  calco¬ 
lo  condurrà  rettamente  al  valor  dell’incognita,  anche 
esatto  se  mai  vi  sia,  come  può  vedersi  nell’equazione 
16  =  .*  (  io  -  *•  ) ,  prese  le  posizioni  ^  =  3,  =  4,  o.v  = 
9,  =  io.  Ma  si  avverta  i°.  di  applicarla  a  problemi 
possibili ,  perchè  in  caso  di  x  assurdo,  lo  sarà  anche 
il  risultato:  2°.  di  prender  negativi  i  risultati  quando  lo 
esiga  f  indole  del  problema ,  poiché  la  Regola  li  dà  po¬ 
sitivi  se  tali  furono  le  posizioni:  30.  di  operar  sulla  se¬ 
conda  posizione  con  l’ordine  stesso  che  si  osservò  nel¬ 
la  prima,  altrimenti  f  errore  non  sarebbe  proporzionale 
(266)  e  la  Regola  fallirebbe. 

270.  IV.  La  Regola  d' Interesse  0  Frutto  determi¬ 
na  il  frutto  annuo  o  d’  un  puro  capitale  o  d’  un  capi¬ 
tale  unito  ai  suoi  frutti  :  nel  primo  caso  1*  interesse  è 
-semplice»  nel  secondo  è  composto.  Ecco  i  due  più  co¬ 
ni  uni  problemi  dell'  uno  e  ile  11’  altro  . 

Frutto  semplice  .  I.  Detti  Ijr.  15600  a  8  per  100: 
che  mi  si  deve  per  sorte  e  frutti  dopo  anni  5?  Sia  t  = 


;1n  tempo ,  p  =  15600  la  sorte 
lira  che  si  ha  dalla  proporzio 
e  poiché  lire  1  in  anni  1  frutt 
fretteranno  prt  (263):  si  avrà 
ti  la  somma  s=p  (i-+rt\ 

21840  lir. 

II.  Riscossa  oggi  Ja  mia 
1000  ,  la  lascio  in  r — -'4-~  -- 
quanto  mi  si  dovrà  dopo  quel’ tempo  ?Va  t 
Tooo,  r  il  frutto  annuo  d’  una  lira:  e  poiché 
ne  si  paga  ?.l  fin  dell’ anno ,  onde  nel  prim 
frutta,  il  frutto  del  secondo  sarà  pr,  del  i 

e  dei  t  {t-i)  pr-9  dunque  i  frutti  sono 

2pr t  - 1  )  pr  =  m  (  t  _  ,  chl 


,  r  il  frutto  annuo  d’ una 
ie  100:  8;  :  r  :r=o,o8: 
a  r,  le  lire  p  in  anni  t 
dunque  tra  sorte  e  frut- 
15600  (h*o,q8<5)= 

pensione  annua  di  lir. 
seguito  per  anni  8  al  5  per  100: 


lULLUr  r  =  0,p  =  o0000>r=_0jó 
1,05  capitale  e  frutto  d’  una  lira  :  e  1 
3  produce  q  sorte  e  frutto  nel  prim’ ai 
produrrà  q  sorte  e  frutto  nel  secondo, 

1  co^  produrrà  q 5  nel  terranno  e  0 

.  f .  .  * 

1  :  ?  •  -P 'pq  =  s  =  20000 , 1 , 05* 
circa  . 

II.  Per  anni  t  =  8  impiego  annuain 
ioo  una  pensione  annua  p  =  24oo  coi  fi 
nijcors,  :  qual  è  il  mio  credito  dopo  quel 

;",0’°4  6  ?=  T’°4>  poiché  nel  priui 
crédito  e  p ,  nel  secondo  p(i+r|4,= 
terZo  (p+pj)  ( ,  ■+  /■  )  -t-  p  p  -f  pq 

amai,  ii  totale  .sarà  ~  p  va  ^ 


)(  9?  )( 


( 2SS  )  =  =  22I I4  lir.  -m 


0,04 


circa  . 

È  superfluo  d*  avvertire  che  in  tutte  queste  equa¬ 
zioni  d’ interesse ,  date  tre  delle  quattro  quantità  p ,  r 
(  o  q  )  s ,  t ,  si  ha  sempre  la  quarta  ,  purché  si  abbia 
presente  quanto  dicemmo  altrove  (220). 


ALCUNE  NOZIONI  SULLE  SERIE 

2?i-  yAlcesi  Serie  un  aggregato  di  termini  che 
J—/  crescono  o  scemano  con  certa  legge  , 
come  le  progressioni  ;  è  finita  quando  ha  un  numero 
finito  di  termini,  ed  infinita  quando  è  continuata  all* 
infinito  :  è  divergente  o  convergente  secondo  che  i  suoi 
termini  crescono  o  scemano  di  valore  ;  e  diverge  o 
converge  tanto  più  rapidamente  ,  quanto  più  il  valor 
di  ciascun  termine  cresce  o  scema  riguardo  al  prece¬ 
dente  . 

Diconsi  prime  differenze  d’  una  serie  i  residui  del¬ 
la  sottrazione  di  due  contigui  termini  di  essa;  secon¬ 
de  differenze  i  residui  della  sottrazione  di  due  conti¬ 
gui  termini  delle  prime  ec. 

Sia  la  serie  21 , 34 , 55 , 89 , 144  ec. 

13 , 21  ,  34 , 55  prime  differenze 
8 , 13,21  seconde  differenze 
5  ,  8  terze  differenze  ec.  ec. 

Serie  algebriche  dell ’  ordine  zero  son  quelle  in  cui 
tutti  i  termini  son  costanti  ;  del  primo  ,  secondo ,  e  in 

generale  dell’  mim°  ordine  son  quelle  che  hanno  co¬ 
stanti  o  le  prime  0  le  seconde  q  le  mime  diffe¬ 
renze  :  tali  sono  le  serie  d ,  d ,  d  ec.  ;  a ,  <1  h-  d ,  a  •+  2 d  ec.  ; 
N 
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a\  (a-+d)  ,(à^2dy  ec.  e  ingenerale  am,(a~bd)m, 
(a-b2d)m  ec-:  e  si  chiamano  algebriche ,  perchè  1’  Al¬ 
gebra  comune  è  bastante  a  trattarle . 

272.  Esse  sono  di  numeri  o  figurati  o  poligoni ,  e 
di  potenze  dei  numeri  . 

I.  Le  serie  dei  figurati  comincian  così 

iz »  C  Costanti  . . i  ,  i  ,  i  ,  i  ,  i  ,  i  ec. 

g  )  Naturali . i  ,  2  ,  3  ,  4  ,  5  ,  6  ec. 

o  1  Triangolari  . 1  ,  3  ,  6  ,  io  ,  15 , 21  eo* 

v  Piramidali . 1,4,  io  ,  20 , 35  ,  56  ec. 

È  legge  di  queste  serie  che  ciascun  dei  termini 
sia  ia  somma  dei  corrispondenti  nella  serie  precedente  : 
così  la  seconda  è  la  continua  somma  dell’  unita,  la  ter¬ 
za  dei  termini  della  seconda,  ec.  :  onde  queste  serie  han¬ 
no  costanti  successivamente  i  termini,  le  prime  diffe¬ 
renze  ,  le  seconde  ec. 

II.  Le  serie  dei  poligoni  son  la  somma  dei  termi¬ 
ni  consecutivi  di  una  progressione  aritmetica  che  comin¬ 
cia  da  1  ;  diconsi  triangolari  ,  quadrati ,  pentagoni  ec.  se¬ 
condo  che  la  differenza  deile  progressioni  è  1,2,3  ec.  * 
onde  queste  serie  hanno  costanti  le  seconde  diffe- 


Progr.  Arit.  Num.  Polig. 

1,2,3,  4»  5  ec-  Dhf-  1 - 1,3»  <5,10,15  cc-  Triangolari 

1,3,5,  7,  9  ec-  Diff  2. ...1,4,  9,16,25  ec.  Quadrati 

1,4,7,10,13  ec.  Diff.  3....  1  ,5, 12,22,35  ec.  Pentagoni 

*  ec •  Diff.  4  .  ...  I  ,6 ,15,  28, 45  ec.  Esagoni 

Si  chiaman  Poligoni  perchè  le  unita  dei  lor  termini  posson  di¬ 
sporsi  in  triangolo,  in  quadrato  o  in  altro  poligono:  così 
può  darsi  una  forma  triangolare  alle  unita  1,3,6  ec.,  qua¬ 
drata  alle  unita  1,4,9  ec* 

III.  Le  serie  delle  potenze  nascono  dalle  diverse 
potenze  dei  numeri  naturali  1 , 2 , 3 , 4 , 5  ec. ,  onde  an¬ 
che  queste  hanno  successivamente  costanti  i  termini ,  le 
prime  differenze  ,  le  seconde  ec. 

273.  La  principale  operazione  su  queste  tre  spe¬ 
cie  di  serie  consiste  nel  sommare  o  tutti  o  un  certo  nu¬ 
mero  dei  loro  termini,  c  vedremo  tra  poco  come  ciò 
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si  faccia  .  Vediamo  intanto  il  Metodo  dei  Coefficienti 
Indeterminati ,  col  quale  non  solo  si  risolve  in  serie 
un  espressione  qualunque  ,  ma  si  calcolano  anche  io 
serie  algebriche  e  un*  infinità  d’  altre  .  Egli  è  mirabi¬ 
le  per  la  sua  utilità  e  per  lo  spirito  d*  invenzione  che 
vi  regna,  e  se  si  usi  con  una  certa  avvertenza ,  non 
è  men  pregevole  per  la  brevità  che  per  la  sicurezza . 
Suppongo  dunque  che  voglia  ridursi  in  serie  il  rotto 

ciò  può  farsi  con  la  divisione  e  con  la  formu¬ 
la  del  binomio  che  danno  in  generale  una  serie  della 
forma  A  -+  Bx  -4-  C*a  -4-D*3  -4-  ec. ,  ove  A ,  B ,  G ,  D  ec. 

sosto  i  coefficienti  indeterminati .  Dunque  ~— ==  A -r 

p  He  X 

Bx  -4-Ga1  -f  D.v5  ec. ;  e  moltiplicando,  ordinando  e 
trasponendo  <p,  si  ha 

0 _ (  A p  -+•  Bpx  -4-  Cpx2  -4-  Dpjc3  -f  Ep*4  -f  ec. 

(  —  *P  — h  A*  *4-  Bv*  4-C^5  -4-  D*4  -F  ec. 

Or  poiché  il  secondo  membro  è  zero  indipendentemen¬ 
te  da  qualunque  valor  di  x,  niun  termine  potrà  esser 
distrutto  o  dai  precedenti  o  dai  seguenti  :  è  dunque 
forza  che  ciascuna  colonna  sia  zero,  con  che  ho  tan¬ 
te  equazioni  quanti  sono  i  coefficienti  A,B,C  ec. , 
che  cosi  si  determinano:  dunque,  i*.  Ap-<p  =  o:  2°. 
B px  -f  Ax  =  o:  3°.  C px*  -4  B,vl  =  o  :  4°.  Di’*3  -f 
C*?  =  o:  5°.  Ep*+ -4- D.v4  =  o  ec.  La  prima  equazio¬ 
ne  dà  A  =  —  ,  valore  che  posto  nella  seconda ,  dà  B  = 
P 

—  %■ ,  posto  il  valor  di  B  nella  terza ,  si  ha  C  .£■  ec.  ; 

P  p* 

onde  mettendo  i  valori  di  A,B,G  ec.  neH’equazion 


primitiva ,  si  ottiene  — —  = 

p-+x 


—7-  *+*  ~Xj~  ec. ,  e  la 
P  P  Pì 


legge  è  manifesta.  Dunque  — ?. - : 

«c. ,  iJ  che  si  avverta  per  sempre 
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Per  ridurre  in  serie - ? - lo  ponfro  =±  À  4* 

a*-t-2  ax  —  x*  1  ° 

Ba*4-  Cat3  -+  ec.,  onde  a3  =  (  a3  4-2 ax  —  #a  )  (  A  4* 
ec.  ),  o  moltiplicando,  e  trasponendo  a3* 

{  a*  A  4-  a3  B.v  -f-  a2Gx%  4- a~T)x*  4-  ec. 
o  —  <  -  a3  4-  2jAa’  4-  -4-  uaCA3  -4-  ec. 

-  A  A-3  -  B*J  -  ec. 


onde  A  =  1 ,  B  : 


1,  C: 


=  -4  »  D  =  —  ~  ec.  dal  che 


2x  $x% 12  x 3 

a  ax  a} 

I  -4-2* 


viene  - s  : 

N,  a  -+■  2ax  —  x 

Voglia  ridursi  in  serie  —  .  Supposto  1  -+ 

f^( .T  “ x~ x~  )(  Ah-Ba?h-  Ca:3  -+ec.  ),  fatta  la  mol¬ 
tiplicazione  e  trasposto  il  primo  membro  ,  si  troverà 

A  =  1 ,  B  =  3  ec*  >  onde  - — -- — —  =  1  -4.  £x  -+  4#’  -4* 

tv3  ux4  ec. ,  serie  che  dicesi  Ricorrente ,  perchè 
per  formare  il  coefficiente  di  ciascun  termine  convien 
ricorrere  ai  due  che  lo  precedono . 

274.  Debba  anche  estrani  la  radice  quadra  di 
a- — x*  già  trovata  dì  sopra  (161).  Pon^o  V(a3 — 
*3)=A-hB.v*-+C*44-D.vff  ec.,  il  che  dà 

2  AB  A- 3  -4-  B*a;4  -+  2Àl>Arff  -4-  ec. 

■a‘4  x1  4-  2  AG  a14  4-  ùEGx*  -4-  ec. 


>={-a; 


onde  A  =  a,  B  = - 1 ,  C  = - -  ,  D=±-  —l_  ec  » 

2«’  8a>’  I  óP  L‘9 

cosicché  si  ha  V  (a*  - x*  )  =  a  -  — ~  —  — ~i-  ec.  Da 

■2  a  8«J  l6<zs 

questo  esempio  può  raccogliersi  l’ avvertenza  (273)  con 
cui  convien  far  uso  del  metodo;  poiché  mentre  di  so¬ 
pra  si  prese  A  4-  Ba?  -4-  C*?  .+  Dx J  ec. ,  qui  si  è  preso 
A4-Ba-  4*  Ca4  *4*  Da’5  ec.  :  ciò  vuol  dire  che  giova  ta¬ 
lora,  e  talora  e  necessario  di  aver  prima  compresa  la 
legge  o  jormd  dominatrice  della  serici  ne  ridrcoio  in 
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seguito  degli  esempi  :  il  valersi  del  metodo  senza  tal 
cautela,  è  un  esporsi  ad  errori  gravissimi. 

Somma  delle  Serie . 

2-75.  Si  posson  far  sulle  Serie  tutte  le  operazioni 
dell’  Aritmetica  *.  ma  la  più  utile  e  più  difficile  è  la 
somma  dei  loro  termini .  Da  questa  per  lo  più  dipen¬ 
de  la  soluzion  dei  Problemi  in  cui  entran  le  serie . 

Il  Termine  generale  della  serie  è  un’  espressione 
algebrica  che  da  ciascun  termine  di  essa  sol  che  al 
numero  n  dei  termini  si  sostituiscano  in  quella  espres¬ 
sione  i  numeri  1 ,2,3  ec.:  cosi  il  termine  generale  del¬ 
la  serie  1 , 6,  2i  ,  52  ec-  è  n'  —  n  -+  n,  perchè  fatta 
n  —  1 ,  2  ,  =  3  ec. ,  si  hanno  i  termini  1,6,21  ,  ec. 

La  Somma  generale  o  Termine  sommatoria  è  1’  espres¬ 
sione  che  dà  la  somma  di  un  numero  n  di  termini  :  co¬ 
si  ^  è  il  termine  sommatorio  d’  ogni  progression 
9-^ 1 

geometrica  (217). 

276.  Data  la  somma  generale  S  d  una  serie ,  si 
trova  il  termine  generale  T  se  in  questa  somma  si  so¬ 
stituisce  n  —  1  ad  n;  poiché  così  si  avrà  la  somma  5 
di  n  -  1  termini  della  serie  ;  dunque  se  5  si  tolga  da  S , 
si  avrà  un  termine  espresso  generalmente ,  cioè  T  = 

S  —  s:  per  esempio ,  se  S  =  — ,  posto  n  -  1  per  n , 

sì  avrà  T  =  n,  e  se  sia  S  =  “T  ’  "  trovera  T  “ 

aq^1 .  Vedremo  in  breve  come  dato  il  termine  gene¬ 
rale  ,  si  trovi  la  somma  generale . 

277.  Dati  i  termini  m  -+  2  della  serie  algebrica 

g,k,p . r,  in  cui  son  costanti  le  loro  differenze 

msime ,  per  averne  il  termine  generale  T,  osservo  che 
la  serie  i*  ,2* ,  3* ,  ec.;  i1  » s* ,  31  ec.  ;  e  in  generale 
iw,2’",3w  ec.  hanno  evidentemente  per  termini  genera¬ 
li  n*  ,n‘  . . .  nmf  cioè  le  varie  potenze  di  n  relative  al 


| 


co  ci 
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ero  m  delle  differenze .  Questa  osservazione  guida 

PP°r  generalmente  T  =  an*  -+  bnm  ~~ 1  -4-  cn™ -+ 

...  •+  w  n° ,  ove  a ,  b ,  c  ec.  son  coefficienti  che 
eterminano  così: 

278.  Sia  m  =  o,  cioè  nulle  le  differenze  0  costan- 
termini,  onde  la  serie  sia  g>g>g,g  ec.:  dunque 

-  an  .  Fatta  n=  1 ,  si  avrà  il  primo  termine  della 
e  (225)>  «  però  a  i°  r=j-,  cioè  a=g  onde  T=g, 
ie  visibilmente  dee  essere. 

279.  Sia  m  =  1  j  dunque  T  =■  an1  -+  bn*  —  an  -+ 
Fatta  «  =  1 , 2 ,  si  ha  a  -+  b  —g e  za  -f  b  == .jf  :  sottratta  la 
ma  dalla  seconda,  si  ottiene" a  —  !c  -  g ,  e  però  h  — r 
—  *,  onde  T  =  (  k~g)n-+  2,g—  *==£-+  (  n  —  1  ) 

&  )  ■ 

_  28°-  S,a  m  =  2;  dunque  T  =  un4  Fatta 

-1,2,3,  avremo  I.  a-\-b-+c=g,  II  4aH-à&-4-e  = 

,1  TT?at3Ò1-hC==I';  sottratta  Ia  1  dalla  IL  e  la  IL 
Ila  III. ,  ho  le  due  3.1  -+  b  =  k-  g,  -+  b  =  p _ k  , 

ie  pur  sottratte,  danno  a=z^-— £  b  == 

3  7  '  *  ’ 

5ff  —  3p  _ 

a  »  c  —  35'  —  3*  P  >  e  quindi  T  =  .... 
n  -r  — - n  ■+  od-  — 


3l  ■+f>  =  5  *f 


(  «  -  r  ) ( * - g  ) •+  J 1  ( p _ ai -4. g .) . 

t,  28r_Sia  m  =  35  dunque  T  =  an^bn' 

.^cra  n  —  1 , 3 , 3 , 4 ,  à  hanno  l’ equazioni 
rf  —  8u  -+  46  -+  2C  -4-  d  =  £ ,  2-a  -4-  9/,  -+•  o<: 

no^lcVre  V" if  ^ r *  da]la  solita  «orazione  nasco- 

?a^UacZ3Ì  C  ~  *"*  ’  '?•'  ■+S^c=p-I!, 

k _ n‘.4  ,  r  P  *  che  sottratte,  danno  le  due  J2a-+ 

^>1  a  -+  2Z>  —  r  -  2p  -f-  £ ,  in  cui  rinnova¬ 
ta  la  sottrazione,  si  trova  a  =  r  1 

fi  ~~  »  0  =  •  •  * 
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“  8*  -+■  7,p  —  3f  57*  — 2 6% — 42p  -4  1 1  r  . 

a - »  c  = - - ,rf=4o--6*-f- 

4P  -  r ,  c  T  =  IfcST  2£±d  „ j  feì*±fc2L>  „*  _{. 

6  2 

- -8-~6--P—~  —  n  -4-  4* — <5*  ■+  4p  -  r  ==  §■  -4  (  n  - 

1  )  (  * #  )  ~ ~(  p  —  2 *-+-£•)  H- . 

- — —  (r —  3P ■+  3*  — £‘)  •  Dopo  ciò  è  fa¬ 
cile  di  veder  la  legge  con  cui  procede  il  termine  ge¬ 
nerale  che  sarà  T  =  g  -+(n  —  I  )  (  k  —  £•)-+*  •  •  •  . 

lirlHiri!  (p-2k-+8)  -+■  fci^2ii"-3)(r_ 

9P-#-*)+  (  i  —  4r  -+ 

6p  —  4*-+^)  ec. 

282.  Supposto  T^:o,  il  termine  , generale  diviene  un’e¬ 
quazione  del  grado  m  la  cui  incognita  è  n\  dunque'  all’in¬ 
contro  ogni  espressione  ridotta  a  zero  ,  come  zm-4  Azm  1 -+ 
Bz771  J  +  ec.  =  o  è  un  termine  generale  che  fatto  a  —  o, 

^I,  =  2  ec.  da  una  serie  con  le  differenze  mSLme  costanti, 
onde  determinati  i  primi  m-fi  termini,  si  otterranno  con 
poca  pena  i  seguenti.  Sia  l’equazione  z3 — 3za-bz — 4  —  0: 
con  le  supposizioni 

z~  0,=r  I  ,~2,r=3  Supp.  OI23  4  ec. 

vengono  i  risaltati  . .  . . 

come  qui  di  faccia,  , 

e  ripetuta  la  diffe-  f  4  5  6  \ . Io  ec. 

renza  costante  6 dell’  .  I 

Ultima  colonna,  si  Dry.  I.  \  I  I  5**-I7  35  cc- 

trovano  i  termini  del-  'f  • 

le  superiori  dicendo:  .'J%  2  /  0  6....  12  l$  24  ec. 


e  ripetuta  la  diffe-  " ts ■  /  4  5  0  l . Io  ec. 

renza  costante  6 dell’  .  I 

Ultima  colonna,  si  Dir/.  1 .1  I  I  5**-I7  35  cc- 

trovano  i  termini  del-  'f  • 

le  superiori  dicendo:  Dig.  2  I  o  O ....  12  1$  24  ec. 

6-f  6~I2,  -4  5  ~  .  i 

17,—  i  =  16  (  nuo-  Di&3-+  6  6  6  6  6  ec. 

vo  risultato  della  sup¬ 
posizione  4):  6412  =r  18,  — +- 1 7  —  35  ec.:  e  poiché  qui  iter- 
mini  dell’ultima  colonna  son  tutti  positivi,  lo  saranno  anche 
quelli  delle  colonne  seguenti ,  e  i  risultati  non  varieranno 
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PlU  ai  segfto.  Giova  questa  dottrina  a  risolver  1*  equazioni 
per  approssimazione,  come  vedremo. 

283.  Or  per  aver  la  somma  generale  delle  serie 
'  algebriche ,  tento  di  scuoprirne  la  forma  (274) ,  ed  os^ 
servo  che  in  quelle  dell’  ordine  zero ,  essendo  T  =  g 
(278),  si  ha  evidentemente  S  =  ng,  e  in  quelle  del 
prim’  ordine ,  essendo  T  =  g-h ( n  —  z  )  (  k _ g)(  279 ) , 

si  trova  S  (  238  )  posto  a=ge 

d  =  k — g.  Dunque  per  aver  S  basta  moltiplicar  cia¬ 
scun  termine  di  T  per  una  certa  espressione  A/i,B/z, 
Cn  ec.  di  n .  Posto  dunque  per  compendio  k  —  g  =?. 
g->P  —  ■+  §  =  g"  ec. ,  n  —  1  =  ri ,  n  -  2  ==  ti"  ec-  e 

perciò  T  =g  -k n'g'  h - —  -+•  ~—Sl — j-  ec.  dovrà  es- 

2  ^  2.3 

__ _ c _  »  ✓  nn'n'Cor"  nn,n!'ri"P)vt" 

sere  nAg-bnn  Bi>-  -+ - - — f - £ - h  rr  - 

j  v  .  2  2.3 

oline  se  qui  sì  ponga  n  —  1  in  luogo  di  n  per  av&r  5 
(  276  ) ,  verrà 

o  A  /  nn'n"Cp"  nn,rifri',T)n" 

S  =  nAg  -+  tir  Bg  - - — ■+  ec' 

_  /»  r  //T1  /  n'n"n"/Cg'  nn"n,"nr'1  Da7" 

s  —  n  A g-+  n  n  Bg-  h- - - - -+ - - - ® — h  ec. 

e  poiché  S  —  s  —  T  ovvero  S  —  s  —  T  =  o ,  sarà 

_  ^  ec. 

0  )  n'n"«"  n'nVV" 

(  è  ”  Ro  2  “  2~  eC, 

dunque  (273)  A  =  i ,  B  =  f,C  =  §  ,D  =  i  ec.,  e  la 
somma  generale  di  tutte  le  serie  algebriche  è 
S  =  ng-+  2L— -+  !_nJZr )(«~2)  (P~‘*-+g) 

1  1*2  I.2.3 

— l)(/z  — S)(n— 3  )  (  r— 3p  -+  3*—g) 

i;2,5.4  ^  ec. 

284.  Esempi .  1.  Sia  la  serie  1,6,21,52,105  ec. 
che  ha  costanti  le  terze  differenze  ;  dunque  g=z=  1  = 

tf,p=:Si,r  =  52,  onde  ¥SSL~Z_lJ  ^  m  m  .  . 


)(  I05  )( 

l)(«  —  2)  —  I  )(;z_  2)(/I  —  3)  „ 

3  ^  4  .  Se  ti  =  5 , 

sarà  S  =  1 85  . 

28,<v  II.  Sia  un  numero  r  di  lettere  a ,b,  c ,d,fec. 
di  cui  si  vogliano  tutti  i  prodotti  prendendole  a  2  "a  2, 
a3a3’a4a4ec-È  evidente  i°.  che  i  prodotti  di  2 
a  2  saranno  a(  fi -t-c- 4*  -+/-+•  ec.  )  •+  b  (  c  -+ 
cc.  )  *+ ■  c  (  *+/ -4-  cc.  )  -*■  d  (f  -+  ec.  )  serie  dei  numeri 
naturali  4,3,2, 1 ,  i  termini  della  quale  son  4  *0  r  — 
5>  e  sono  r —  1  se  r  è  indeterminata:  2°.  che  i  pro¬ 
dotti  di  3  a  3  saranno  a  (  bc  — *•  — f  cd  *+  cf* dj*-+ 

ec.  )  H-  b  (  cii  ■+  cf-*-  df-h  ec.  )-+  c  (df-+ e c.  ) ,  "serie  dei 
numeri  triangolari  6,3,1,  i  termini  della  quale  son  3 
se  r  =  5 ,  e  sono  r — 2  se  r  è  indeterminata:  30.  che 
i  prodotti  di  4  a  4  saranno  a  (  bcd  •+  Ì\/f-+  ciifH- 

cc.  )  -+  b |  (  cdf  ■+  ec.  ) ,  serie  dei  numeri  piramidali  4*,  1 , 

i  termini  della  quale  son  2  se  r  : — :  3  ,  e  sono  r _ 3 

se  r  è  indeterminata  ec.  Dunque  i  cercati  prodotti  ap¬ 
partengono  alle  serie  dei  numeri  figurati ,  e  la  som¬ 
ma  della  prima  1,2,3  ec.  si, trova  (283)  8=72-4. 
n(n-i)  (>_,)(r_a)  r(r-ij 

3  ~  —  r  —  i  h- - — - = — —  ,  numero 

dei  prodotti  di  2  a  2:  la-  seconda  1,3,6,  ec.  dà  S  = 

n-+n(n—j)-+  ~ - -  =  r  —  2  -*-  (  r  —  2) 

,  (r  —  2)(r  —  3)(r°—  4)  r(r —  I  )  0 — 2) 

V  3  J  -*• - — 0 - = - -  - ,  nume¬ 

ro  dei  prodotti  di  3  a  3:  la  terza  1,4/10  ec  dàS  = 
n  ^  3”  iL'liilJjiz:!)  -h  _ 

•*2  2  2 . 3 . 4 

r(r — OO’  —  2 )(r — 3)  .  . 

* - — — — - >  numero  dei  prodotti  di  4  a  4; 

e  così  si  troverà  — — — -(  '  ~  t] 

•2 . 3 . 4 . 5  cu 

di'  1  ) ^  r  2)(r  3  )•( r  4)(r  '5) 

2"s~Ì~S~6 -  ec'  nunicro  ^ei  pro¬ 

dotti  di  5  a  5,  di  6  a  6  ec. 

O 


286.  Debba  ora  sommarsi  la  serie  ~  ~  ee^ 

h  hq  9  hq~ 

la  quale  ,  supposto  q  >  i  ,  è  una  progression  geome¬ 
trica  decrescente  •  Scrivendo  :  ec. ,  r^r  ,  ~  ,  i  ,  diver- 

nq  hqh 

xà  crescente  ,  e  applicandovi  la  formula  s  =  ,  .  f 

(26°)  che  servG  Per  le  crescenti,  fatto  «== 
d  .  v  d  /<7* — 1\ 

— ,  si  avra  s  =  J  '  Se  sia  n  =  °°  »  sarà  7“  - 

I=«"  < *«)•  e  si  troverà  J=^frr,  ~  Tj ■ 

287.  Questa  formula  dà  la  somma  dei  rotti  deci¬ 
mali  infiniti  quando  se  ne  conosce  il  periodo  d  di  m 
cifre  ;  poiché  fatto  h=  iom7hq=.io^m  ec. ,  e  perciò 

*=«• si  ha  J  =  MFr,  =  ^=i-  °ra  io»  -  1  è 
un  numero  m  di  9  ;  dunque  la  somma  di  un  rotto  deci¬ 
male  interamente  periodico  si  ha  dividendone  il  periodo 
per  tanti  9  quante  son  cifre  nel  periodo  :  così  o ,  1 1 1  ec.  =3 
1  24  8  2;o 

0,24*4  ec.  =  -  o ,  959*59  «•  =  = 

—  .  Che  se  nel  rotto  cominci  il  periodo  dopo  g  ci - 

fre ,  Sara  h  =  1  o  ,  hq=  io  0  e  perciò  g=  io”\ 
onde  la  somma  del  rotto,  non  comprese  le  cifre  fuor  di 
d 

periodo ,  sarà  s  =  »  cioè  somma  di  un 

rotto  non  interamente  periodico  si  ha  come  sopra ,  pur¬ 
ché  alla  destra  dei  9  si  aggiungano  tanti  zeri  quante  son 
le  cifre  fuor  di  periodo  e  si  sommi  questo  rotto  col  rot¬ 
to  ehc  non  entra  in  periodo  ;  così  o  ,  1 666  ec.  =  — 

=  -t  ;  0,8o3S  J 1 42857 1 428  CC-  =  — —  — 

90  6  t-  o*  ^  1000^999999000 

ec. 

5ó 

288.  La  formula  stessa  (286)  somma  anche  la  se- 


)(  I07  )( 

,  a  .  a -\-d  a  «f 

rie  T  9  hq —  ’  ~~hqz~  ec'  »  ove  1  numeratori  sono  m  a- 

ritmetica  e  i  denominatori  in  geometrica  progressione . 
T)i>:tribuisco  la  serie  nelle  seguenti ,  la  prima  delle  qua¬ 
li  ha  n  termini ,  la  seconda  ne  ha  n  - 1 ,  la  terza  n  - 
2  ec. ,  onde  nella  formula  sarà  n  =  n  —  I  per  la  se¬ 
conda  i  n  =  n  —  2  per  la  terza  ec. 


C  a  _  a  /  g  —  I  \ 

h  9  hq  9  hq*  hq”~1\  q — I  '  ì  !  « 

d  JL_ _ d  /q"'1  —  Iv 

hq  9  hq*  GC  hqn~'\  q — I  /  J: 

hq*CC~hq*~l\  g-I  ) 

Or  toltane  la  prima  soiAma,  tutte  T  altre  lino  al  ter- 

mo  d  ,  „  *  ... 

mine  n  sono  r— ■  ■  - - -  (  qn~  -h  ci*  -rj"  3  -+  ec....  - 

-,  7l?_  (2”1) 

■+  i  ),  e  q"  ,qn  *,qn  ’  e c.  è  una  progressione  geo¬ 
metrica  decrescente ,  in  cui  n  diviene  n  —  1  :  onde  fa¬ 
cendo  nella  formula  (  260)  w  =  q*'~1 ,  n=±  n  —  1  ,  la 

somma  sarà  s  =  q  )  :  dunque  per  la  somma  to- 


^  1  a  /T —  I  \  a  /I  —  n\ 

tale  avremo  ^ 

drl  (qn~l  —  ì^_{aq+d  —  a){qn—l)—{q—l)dn  „ 
hlin~A(q-  hq'-'(q-l)* 

ii  =  co  ,  svanirà  tutto  ciò  che  è  dopo  q* ,  onde  «s  = 
{aq-\-d — a)  qn  _ (  ag-+-  d —  a)  g 

~hqn~lTq  —  1  )s  h(q—  1  )4 

289.  Bastano  le  due  sene  sommate  per  trovar  la  som¬ 
ma  della  serie  ^ — t-  ec.  coi  numeratori  in  serie  alge- 

h  hq 

brica,  e  i  denominatori  in  progression  geometrica.  Poiché 
1°.  nella  serie  ec<  »  ove  *  numeratori  son  costanti  cioè 

c;  T-  A"1  .A  S  1-  o 


i  =  si  ha  T ~  - — —,  «d  S  — 
hqn 


hq»~'(q-l) 


:2°.nel- 


lii  serie  ,  — - ' —  ec.  ove  son  costanti  le  prime  differenze 

Il  hq 

•  .  •  x  ■ ,  dn-\-{a  —  d)n9 

d®i  numeratori  cioè  m—  I ,  siha  T— - —  ed  S  =  ... 


nella  data  serie  i°.  T  ed  S  debbono  avere  n  al  grado  medesi¬ 
mo:  2°.  il  denominator  di  T  dee  essere  hq1  1  ,  e  hq1  1  x 

,  m-\- 1  „  V  r  o  m  l  m — 1  m — 2 

(  q  —  I  )  quello  di  S  :  3  .  posto  an  -4-  bri  -+ cn  -4- 

cc.  per  numerator  di  T  ,  il  numerator  di  S  Sara  —  A nm  — 

B  nm  1 —  Cnm  2 —  ec.  :  40.  l’ultimo  termine  del  nume¬ 
rator  di  S  (  quello  cioè  in  cui ,  secondo  il  valor  di  m ,  si  ha 

nX  m  —  n°  )  dee  ritolti  pii  carsi  costantemente  per  —  (q71 —  1). 
Ridotti  dunque  T  ed  S  allo  stesso  denominatore ,  si  ha  .  .  . 

,  Iti  .  772  —  I  .m— t-  I 


m-J-I 


ponga  n  —  1  in  luogo  di  «,  e  si  moltiplichi  tutto  il  rotto  per 


S  — $  —  T,  ovvero  S  —  s— .  Trz 0 ,  Sara  0 


)(  I09  )( 


-f-  A qm .  — - —  —  Aqm .  - 


r. -  T, - m  — 2 

-B7 .  m — I.  -+  Bq .  m — -l . - 


I)”^1  “+  C7 


e  trovati  al  solito  i  valori  di  A,B,C  cc. ,  sara . 

Szr- — — - ri  [  7 — l'tin  H-  ( amq  -4-  q — I  . b  )n?n  1 -4-  .... 

kq*  ( q — I) 

{m.——-.aq~ - -  -+  772—1  •  bq  -\-q  —  I  .  c  )  72  -+  .  .  . 

v  tn  — I  777— -2  ^  7*  -h  47-H  ^772 — i  b  q  ■+  l  . 

3  '  3  aq  (?-04  3  ‘m  W*  qq-l 

- - ,  .  772  - 3  ,  72  .  772 - 772  , 

772— 2.  cq-\-q — I  .  cZ  )  72  -+ec . X - (  q  - 1)7/  J. 

.  I  4  I O  20  . 

Esempio.  Sia  la  sene  ec>  1  CUl  numcra" 

72? 

tori  hanno  costanti  le  terze  differenze:  sarà.  772  ==  3,  T  —  — •  -  -f 


—  H - ,  c  perciò  <2  — —  — ,  c  —  — yd  —  o, cpoìh  —  2,q~ 

2  3  6  23 

4,  e  il  quarto  termine  della  somma  ove  n  t*°,  dovrh 

moltiplicarsi  per  —  (  q”  —  I  )  •  Fatta  la  moltiplicazione  e  so- 
.......  v  «  -1  f"5  in*  2572 

stituiti  1  valori ,  si  troverà  S  —  — — r 77^  l  ~  ■+  ~ — r  - - 

Se  /K=i,si  ha  S  =  —  ;  se  n~  2,  S  =  i:  se  72  = 

„  21  .  ■  •  - n ?  4072 

3 ,  S  =  —  ec.  :  e  se  n—  co,  1  termini  — - - — - - - — -  — 

16  3-4  3-4  3V 

I28' 

diverranno  infinitesimi  (200)  e  svaniranno  (197),  onde 


X  «io  )( 

2po.  Oseerv  azioni.  I.  Col  metodo  stesso  si  somma  la  sèrie 

irnra  l  ^  J  .  J  eC.  —  ÌL  -f.  -f  -*-  -  ^r.' 

h  h  h 


ìr  k  p 

reciproca  f- -+  -  —  ,-^5 

n  hq  hq  * 


ti  i  cangiamenti  relativi  all’ indole  di  questa  serie,  si  troverà. 


S  zr  — - _ [q- 

J,  In _ T 


-(  q  —  I  .bq  —  amq)  n 


aq  -^±1  —  m  —  1  .bq-ì-q — l.oq)nm  *"-!-( m —  I  X 


3  7  —  1 


m — 1  m — 3  7  47  -4. 

0?7?-Tr 


cq-Jrq—ì.dq)n  0 -t- ec . X(l— 7  )«  ]• 

Combinando  queste  serie  e  le  loro  somme ,  si  avranno  al¬ 
tre  serie  e  le  loro  somme  con  poca  fatica . 

291.  II.  Se  non  può  sommarsi  in  termini  finiti  li¬ 
na  serie  infinita ,  si  rende  più  convergente  che  sia  pos¬ 
sibile  ;  poiché  se  una  serie  converge  velocemente ,  som - 
mati  alcuni  de'  primi  termini ,  posson  trascurarsi  gli  al - 
tri  senza  error  sensibile  .  Così  in  V(a*  )  (  2^4  ) 
quanto  più  sarà  piccolo  il  valor  di  x  riguardo  ad  a, 
tanto  più  sarà  pronta  la  convergenza  della  serie  a  -+• 

2a  ~  8a*  ’+  ìóa5  eC.  (  48  )  . 

Metodo  invetso  delie  Serie. 


292.  Data  un*  è qu azione  di  questa  fórma -r—  ay™ -+by 

dym~^°n  -+■  ec.  ove  il  secondo  membro  si  sup¬ 
pone  una  serie  convergente,  si  cerca  if  valor  di  y.  Il  metodo 
per  trovarlo  si  chiama  Metodo  inverso  delle  Serie  o  Ritorno 
delle  Serie ,  perchè  il  valor  cercato  si  ottiene  con  la  serie  del¬ 
le  potenze  di  x.  Liberato  y’1  dal  suo  coefficiente,  e  fatto 
_  T  772 -Wj  Triedri  .  m-rrty1 

=  .  cx _ dJ- _ 


-y  h-  - -4-  — - 


ec. ,  e  per  conoscer  la  legge  con  cui  procede  la  nuova  serie 


)(  I»  )( 


^3-+-3  y3-+2-3 


3H-3  ,  .  , 

-v* _ _ (-  <- - ec.  hanno  per  radici  y  —  a,yi — a. a* , 

J  a7  3a‘+ 

I  1+3  l+l-J 

o  O  J  1  _  * 

y — a.  a  ’  ó  ec.,  il  che  dìi  y  —.a  ,y~a  ty—a 

I  1  -+n 

ec. ,  c  perciò  pongo  in  generale  y  —  Aum  -+■  B£/  H-  .  .  . 

1-4-2 n  I  — H  2n  m 

Cu  m  +Du  m  ec.  Ora  poiché  o  —  — u-¥  y  -+ — - - \r 

ec.,  avremo  o  = 


^Amu-{-mAm  lBu  m  •+ 


k  b  m-\-n b  iTTi-i-n 

\  c  rn+2n 

r  -t-—y  — 


m.m —  I  — 2  gì 

T 

,  ,  b  .  m-i-n-l  _ 

H-(m-+n) —  A  B 


Trovati  al  solito  i  valori  di  A,B,C  ec. ,  viene  y  - 

JL  b  (  I  -4-  m  -+•  2n  )  Ò*  —  2acm  — ^  — 

“M-  — “  *  '*■ - ^  “  7  ’ 

0— - ~6cJmì  *‘J*  a/7i' 


^  i  I  I  I 

Applicazioni.  I.  Sia  *  = 

XI  I  V  1  a 

u  —  —  2* ,  e  quindi  _y  ^  u ~  T  “  ^  w  eC’ 


)(  uà  )( 


II.  Sia  x—y  -  - 


~y  — : r> - 72.y  —  ec.;  avremo 


«-I  ,  I>  =  —  j,  c  =  ~J’d  =  '~^CC  > m~~ p  n=  l,u  = 

*  ..  _  I  I  .  I  I 

—  —  x  f  e  perwo  y  -  - - .4-  —6 - R  cc. 

a  x  x*  x6  x* 

393.  Se  fosse  m  —  n  z=.  1 ,  la  formula  generale  si  cangiereb" 

•  b  j  2  6* — ac  ,  tabe— a*  d—Zb1  .  _ 

be  in  y  =:  u  — ■ —  u  4- - - —  u*  4-  - - - - u+  ec.  =: 

a  a  a1 

I  b  a  _^-b*  —  ac  ?  5b(b*  —  ac)  —  a*d  + 

a  g}  a*  a7 

(  26*  —  3gc)-K3a*  (2bd~bc2) — a*e  y _ 

a9 

294.  E  se  fosse  77i  —  I  ,/i~2,  la  formula  diverrebbe  jy  :=: 
6  .  .3^* — «e  .  Sabc  —  a*d — 126*  ,  I 

u - u}  4 - r - 4* - _ - tt7CC.=  — '*  — 

a  a  a*  a 

b  ,  36* — ac  .  8abc  —  azd — 126*  „ 

—  Xs  -4. - - — X>  _+ - — — - X7  ec. 


DEI  LOGARITMI 

La  lunghezza  dei  calcoli  nella  moltiplicazione  e 
divisione  dei  numeri  molto  grandi  ,  e  soprattutto  nel¬ 
la  formazion  delle  potenze  e  nell’  estrazion  delle  ra-: 
dici  un  poco  alte ,  suggerì  Y  idea  dei  Logaritmi  a  Ne- 
pero ,  uomo  di  raro  genio ,  con  che  egli  ridusse  le 
moltiplicazioni  a  somme ,  le  divisioni  a  sottrazioni ,  le 
formazioni  delle  potenze  a  moltiplicazioni  assai  corte  1 
e  f  estrazioni  delle  radici  a  facili  divisioni . 

295,  Sia  la  progression  geometrica  (215) 

-K-  u°  :  a*  :  az  :  a*  :  a4  :  as  :  a6  :  a7  :  a8-  ec.  ; 
tatto  per  esempio  <1  =  2,  sarà 
fr  2°  :  21  :  2a  :  3}  :  24  :  2y  :  2ff  :  a7  :  a8  ec. ,  cioè 
la  1  :  2  :  4  :  8  :  16  : 32: 64: 128  :  256  ec- 


64: 128  :  256  ec- 


.1°.  Vogliasi  il  prodotto  di  23x2+--8.t6;  som* 
:no  gli  esponenti  3  4-  4  —  - ,  cereo  f  eippnente  1 5|  c 

sotto 


1 


)(  i»3  X 

sotto  (li  esso  trovo  128;  dunque  8.16=128:  2*.  vo¬ 
ti3  2*6 

gliasi  il  quoziente  di  ^  ~  ;  sottraggo  gli  esponen¬ 
ti  8  : _ (5  =  2,  cerco  1’  esponente  2  ,  e  sotto  di  esso 

trovo  4  -,  dunque  ~  =  4:  3*\  vogliasi  la  2a  potenza 

di  24=i6;  moltiplico  gli  esponenti  2.4=8;  cerco 
l’ esponente  8 ,  e  sotto  di  esso  trovo  256  ;  dunque 

n4X2— <2 ^6:  4°.  vogliasi  la  radice  3*  di  2^  =  64;  di¬ 
vido  gli  esponenti  6:3  =  2,  cerco  l’esponente  2,  e 

sotto  di  esso  trovo  4;  dunque  2  '°  =  4-  Tale  è  in  so¬ 
stanza  il  metodo  di  Nepero . 

296.  Gli  esponenti  eli  a  sono  i  Logaritmi  ;  onde 
se  a=  io  e  la  progressione  divenga  -j-f-  io0  :  io1  :  io4: 
I03  ec.  =  1  :  io  :  100:  1000  ec  ,  l’esponente  o  è  il  lo¬ 
garitmo  dell’unita,  l’esponente  1  lo  è  di  io,  l’espo¬ 
nente  2  lo  è  di  100  ec.  Così  si  hanno  i  soli  logarit¬ 
mi  de’  numeri  1  ,  io  ,  100 , 1000  ec. ,  e  mancan  quelli 
dei  numeri  intermedi  2 , 3 , 4  ec. ,  1 1  ,  12  ,  13  ec.  e 
quelli  delle  frazioni  ;  si  aggiunsero  dunque  agli  espo¬ 
nenti  alcuni  zeri  in  forma  di  decimali ,  e  la  progres¬ 
sione  divenne 

0,0000000  1,0000000  2,0000000  3,0000000 

io  :  io  ;  io  :  io  :ec. 

Inserendo  9999999  med)  proporzionali  aritmetici  tra 
i  primi  due  esponenti  della  progressione,  si  trovò  ia 
progression  geometrica 

0,0000000  0,0000001  0,0000002  0,0000003 

IO  :  io  :  IO  :  10  •  ec. 

e  i  valori  di  questi  termini  sono  interi  e  rotti  com¬ 
presi  tra  1  e  iò-  Ve  ne  sarà  dunque  11110  =  2,  un 
altro  =  3 ,  un  altro  =  4  ec.  prossimamente  :  così  può 
0,3010300  0,4721^213  0,6020600 

farsi  2  =  1  o°  0  ,3=1°  >4=*° 

ec. ,  e  questi  esponenti  sono  i  logaritmi  di  2,  di  3, 
di  4,  ec. 

297.  Con  tali  calcoli  furon  costruite  le  Tavole 
dei  logaritmi  per  tutti  i  numeri  da  1  fino  a  100000. 
P 


X  114  )( 

In  alcune  di  queste  i  logaritmi  hanno  dieci ,  quindici 
e  venti  decimali;  ma  bastano  d’ordinario  i  primi  cin¬ 
que  .  Per  ben  comprenderne  gli  usi  è  necessàrio  aver¬ 
le  fra  le  mani. 

298.  Frattanto  senza  di  esse  si  intende  che  1  lo¬ 
garitmi.  dei  numeri  tra  1  e  io  cominciali  per  o;  dei 
numeri  tra  io  e  100  per  1  ;  dei  numeri  tra  iqo  e 
1000  per  2  ec.  Questa  prima  cifra  dei  logaritmi  (che 
è  il  numero  intero  dell’  esponente  )  si  chiama  Carat¬ 
teristica  del  logaritmo  ,  perchè  fa  conoscere  di  quan¬ 
ti  caratteri  è  il  numero  che  gli  corrisponde  ,  dovendo 
egli  avere  una  cifra  di  più  delle  unita  della  caratteri¬ 
stica  .  Così  il  logaritmo  4,814560  appartiene  a  un  nu¬ 
mero  di  cinque  cifre  perchè  la  sua  caratteristica  è  4. 

Proprietà  dei  Logaritmi  in  generale  - 

299.  Supposto  am  =  b  ed  an=c,  sarà  m  il  loga¬ 
ritmo  di  b ,  ed  n  quello  di  c  (296),  che  presa  L  o  l 
per  segno  del  iogaritmo ,  si  scriveranno  m  =  L b  ed 
n  —  hc . 

_  •  m  n  ni  <-4-  n  ,  . 

300  Dnnque  1  .  a  .a  =a  =bc7  ed  m  -4- 

n  =  Ujc  =  hb  -4-  Le ,  cioè  il  logaritmo  d' un  prodotto  è 
la  somma  dei  logaritmi  dei  suoi  Jatton  :  2  .  a  :  a  = 

a 11  n  =  b:  c,  ed  m  —  n  =  h(b:  c)  —  hb  —  L c,  cioè  il 
logaritmo  d' un  quoziente  è  la  differenza  tra  i  logarit¬ 
mi  del  dividendo  e  del  divisore :  3°.  a'P  =  bP,  ed  mp  == 

Xjd  =phbi  cioè  il  logaritmo  d  una  potenza  b  e  un 

m  1 

multiplo  p  del  logaritmo  di  b:  4".  as  =b*  ,  ed  —  = 

JL  I 

hb s  =  — L b,  cioè  il  logaritmo  d'  una  radice  bA  c  un 

summultiplo  s  del  logaritmo  di  b .  Ecco  alcuni  casi  più 
comuni . 


X  115  )( 


Tjflbcd  ec.  La  “4-  L b  ■+  Le  hd  ec* 

L(rta  —  Ara)==L(a-+Ar)-4-L  (a- —  x)- 

L  ~  =  La  *4-  L b  -f  Le  —  L d  —  Le  . 
de 

L  ——JdS  ===L6-+L(«H-e)  —  L  (  m  -+*  n  ) . 

m  -4*  n 

L  (  C~~r,  )  =  L(a-4-Ar)  —  L  (  a  — ■  )  • 


La  =  mLa  . 


L d™ p  £*  /nLa  -4-  blip  *+  ^Lo  . 


Lan“I«* . L‘l  —  —  77  Ll ' 

t  .  ax~  =  La  -+  nhx  -  zhr . 

À  r* 

LV  (  aa  —  Ar2)==~L(aH-Ar)  -+  —  L  (  a  -  *■  ) . 

L  V (  a3  -  xl  )w  =  77 L  (  a~ x ) H“  77 L ■+  a* *+  *  )  * 

r  VLga-^Ì  —  —  Ij  (  7i  -  at  )  -f  L  (  a  -4-  r  )  -  -L  (  a  -f  ^  ) 

lJ  (a-4-«)a  3 

=  lL(a-*)-fL(a-*.*). 

L  -7,— — r-  =  Li  -7U  1  -*•*’)  = —  L  V (  '  -+**)• 

L^a*  ■+  La4  -+  5L3  =  L3  -**  ^  -+  4^  h-  5^3 
=  ÓL3  -+•  ÓLa  =  6L3a  =  L ( 3a  )rt . 

Calcolo  de  Logaritmi  per  mezzo  delle  Serie . 

30I.  Dato  un  numero  qualunque  X41,  trovarne  il  Zo- 
garitmo.  Poiché  un  logaritmo  o  ha  la  forma  di  rotto  o  è  un 

rótto  (296)  che  può  sempre  ridursi  a  — qualunque  sie- 

710  <p,p,  la  serie  che  lo.  esprime  procederà  al  solito  (273), 
e  avremo  L(i-4-x)  — P— f-  A*  -4-  IL1  C.r}  _j.  ec.  ;  dunque  se 
x  divenga  a?  (*-4-2),  sarà  L  (  I  ^  —  (300,)  (1  •+#)•— 


.  )(n6)( 

.  s\x{x  2  j  H-B:ta(a'  -t-  2)“  — j-  Co;?(  »  —4-  2  ) 3  — +-  tC.  —  2  (?•+ 
_+B.vs  -f-  Ca;}  -4-cg.)  ,  cioè  trasponendo  e  riducendo 

o  —  P  —  Ax1—  4B.V J  ■—  B*4—  ec. ,  e  perciò  P = o,B— - -  A> 


—  14D 

-  —  A  ,  D~ - L  A  ec.  ;  dunque  L  (  I  -+*)  =A(a.  '— ; 


3  4  5  <> 

302.  La  quantica  A  è  indeterminata  ,  onde  il  numero 
stesso  I  -+  x  ha  un  infinita  di  logaritmi  differenti  .  Ma  il  più 
naturale  di  tutti  i  sistemi  essendo  quello  di  Nepero  ove  A  — 
I  ,  i  logaritmi  calcolati  in  questa  ipotesi  si  son  chiamati  Na¬ 
turali  e  anche  Iperbolici  attesa  la  lor  relazione  con  1’  Ipcr- 
bola  equilatera ,  come  a  suo  luogo  diremo.  Dunque  tutti  i 
sistemi  di  logaritmi  posson  ridursi  a  quello  dei  naturali  ;  poi¬ 
ché  in  ogni  sistema  il  logaritmo  di  I  -+  x  eguaglia  il  prodot¬ 
to  del  suo  logaritmo  naturale  per  la  quantità  costante  A  che 
si  chiama  il  Modulo.  Così  se  Lo  sia  il  logaritmo  delle  Ta¬ 
vole  o  Ordinario  d’ un  numero,  e  Li  il  logaritmo  iperbolico 
del  numero  stesso,  si  avra  Lo  — A.  Li",  e  se  Ln  sia  il  loga¬ 
ritmo  del  medesimo  numero  in  un  altro  sistema,  si  avra  del 
pari  Ln:=A\  Li:  onde  rissato  A, A'  come  insegneremo  tra 
poco,  e  dati  i  logaritmi  iperbolici,  si  avranno  subito  i  lo¬ 
garitmi  d’ ogn’altro  sistema. 

303.  Supposta  dunque  Ani,  ripiglio  P  equazione  L  (  I 

x)—x - —  -+  ~  x* — cc.,  c  aggiunto  ai  due  membri 


La,  ottengo  L(a-+ax  )  =La-i-; 


ec.  Sia  ax  — 


Vz)-La^~~-~ 


—}  —  ec-  ,  L(c 


serie  sempre  convergente,  perchè - c quan¬ 


tità  positiva  e  perciò  a  :>  %, 

304.  Applichiamo  questa  serie  al  calcolo  de’  logaritmi 


P 
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supponghiame  ^  :  sarà  ^  ~  ,  e  L  (-£-)  ov¬ 
vero  Lm-L{m- 1  )=~(  «  •+  ^h-1)^ 

- -  -4-  ec.  )  *,  onde  Zm  =  Z(m— IJH- - — (  IH-— — -t»  -+■ 

•2(2772—1/  >  3OT-IV  3(2™- 0 

_ L. _ i-ec.  V  ma  il  logaritmo  di  m  suppone  noto  qucl- 

5(2772— l)4  1 

lo  di  7 n — I  ;  dunque  si  arra  quello  di  m  per  mezzo  d’una 
serie  eonvergentissima ,  specialmente  se  in  sia  un  numero  al¬ 
quanto  grande.  Così  il  logaritmo  iperbolico  di  2,  fatto  772 rr 

*.  0,69314718 
presi  nove  *termini  della  'formula  :  il  logaritmo  di  5  ,  fatto 

*“=*■ 4  ?(■  +  =  7  ;  ; 

1,60943791.  Dati  dunque  con  questo  metodo  i  logaritmi  de 
numeri  primi,  si  hanno  quelli  di  tutti  gli  altri  numeri  ;  poi¬ 
ché  sommati  i  logaritmi  di  2  e  di  3,  si  ha  quello  di  0(300)  ; 
quello  di  4  è  doppio  di  quel  di  2  ,  quello  di  9  di  quel  di 

qot;.  Determiniamo  ora  il  Modulo  A  par  il  sistema  dei 
logaritmi  ordinar)  in  coi  <z=lo  e  perciò  Liorri  (296) .  Si 
avrà  dunque  (302)  Lo  io  =  AxLi  lo:  ma  Lo  io  =  I  e  L2 

io  =  Li2-+LÌ5  (304)  =2,30258509  (352)i  dunque  A  =  .  .. 

_ L_ —  —  0,43429448  ec. ,  Modulo  delle  Tavole :  e  però 

2,^0258509 

i  logaritmi  ipei  ■bolici  moltiplicati  per  0,434294481903251827 
6SiÌ289189IÓ6050822943970O5803666566iI4454  7  «  riducono 
a  quei  delle  Tavole ;  e  reciprocamente  quei  delle  Tavole 
moltiplicati  per  2,3025 850929940456840179?!  454084304-°  .00 
1101488628^2976033328,  «  cangiano  in  iperbolici.  ,  ^ 

306.  Così  si  determinerebbe  il  Modulo  A  in  ogn  nitro 
sistema.  Quello  delle  Tavole  (  chiamato  di  Br.ggs  perche 
Brises  le  calcolò  il  primo  )  serve  alla  Trigonometria,  quel¬ 
lo  de’  logaritmi  iperbolici  è  di  grand  uso  nel  Calcolo  Inte¬ 
grale.  Il  numero  a  si  chiama  la  Base  Logaritmica :  del  siste¬ 
ma-  così  io  è  la  base  del  sistema  ordinano;  quella  del  si¬ 
stema  di  Nepero  è  2,71828183»  come  vedremo .  In  genera* 
le,  la  base  di  un  sistema  qualunque  di  logaritmi  e  il  nume¬ 
ro  il  cui  logaritmo  è  I  . 

307.  Dato  un  logaritmo  trovarne  il  numero,  bc  il  Ioga- 


....)(  n8  )( 

ritmo  è  ordinano  Si  riduca  (305)  all’iperbolico  s,  è  sia  t  *+• 
x  il  numero  cercato;  si  avrà  per  le  cose  dette  a  zzx-~* 

~  - - ec.  Per  trovare  il  valor  di  x  in  z,  psesa  la  for- 

1  /  \  55  bz1  (lb±  *—  ac 

mula  (203)  xzz - -  H - - - zì  ec. ,  si  avrà  a  —  I, 

a  a *  a5 

b  — - —  ,  czr-L,  d— - —  ec. ,  ed  I  zr  -+ 

2  x  3  4  2 

—  a3  H - s4  -t-  ec.  In  generale  un  numero  4utilunque 

2 -3  2-3  4 

ri  —  l  -+  Ln  -4--1  L2  n  -4-  ì  ì3  n  J.  ec.  onde  nw  —  1  Lnm  -V 
2  2.3 

~L'~  nm  ec.  =r  1  -4-  mLn-h~  Ln*  x  £«*  ec.  zz  I  -f  min  -4* 
2  2 

—T7Ì1L%n  €c.,  serie  che  convergendo  in  ogni  caso,  risolvo* 
generalmente  il  problema. 

308.  Applichiamole  a  trovar  la  base  de1  logaritmi  iper^ 
bolici  ,  o  il  numero  e  il  Cui  logaritmo  iperbolico  è  I  ,  cioè 

Lc  —  l.  Qui  si  ha  ec.  =^2,71828! 

22.3  * 

82845904523536028  =(  I  -fi-  )°®  (  198). 

co 

Dunque  erz=  i  -4-  a? -4-  i  x*-i-  ec.  (307)= (  1  -1-  ^  )G0  (ip8): 
onde  1°.  e»  =  oe:  2°.  I  oc  =  co  £e  — <»  ,  cioè  il  logaritmo  cV 
un  numero  infinito  e  V infinito  :  30 .  — L  ,  e  li_  {— Lo\~~ 

Ta  —  ^  Lezz  —  wy  cioè*  il  logaritmo  di  zero  e  V  infinito  ne¬ 
gativo:  40.  se  e  vetrà  LzLezzLuy  cioè  LizzLu,zzz 

uy  ed  e  ~  =  dunque  se  z  —  ,  sava  a^e^;  se  ®  1- 

oo ,  verrà  e  =  00  ;  se  * ■==  -I ,  sarà  1  :  ove  «  =  o  dà 

1^  - Io  loo  r  1 

ca  £T  °c  z=  I  ;  ed  a?  =  ao  dà  co  CL<*  = 

050  _=ooe  —  ®o  è"  " 50  —  T  Por  evitar  lo - ^«41- 


CB  lF  °C  1=00=0  —  I J  ed  x  =r  oo  dà  co  e  <*  zz 

eoe  '  —eoe  °°  =  I .  Per  evitar  le  contradi- 

Zioni,  si  avverta  che  1  infinito  è  di  più  ordini  (tool  e  che 
l  infinito^  logaritmico  è  infinitamente  minore  de\V  infinito  as¬ 
soluto  già  considerato  altrove  (197):  infatti  questo  da  00  0  = 
771,  c  quello  da  —  co ,o~oLo—  T T  r  — ■  «  rn„*\ 


)(  H9  )( 


Uso  dei  Logaritmi  nella  risoluzione  di  varie 
Equazioni . 

|  309.  Molte  equazioni  che  sfuggono  le  regole  dell’Alge¬ 

bra  ordinaria  si  risolvon  facilmente  coi  logaritmi.  Ecco  de¬ 
gli  esempj . 

I.  Sia  E  equazione  a*  —  b:  sarà  (300)  La*  —  xLa  —  Lb , 
1  Lb  .  amx 

onde  x —j—.  Sia  —^7  =  <?}  Sara  mxLa-\r{  I  —  nx)  Lb  =  Lcf 

onde  mxLa  —  nxLh  —  Le  —  Lb ,  ed  «  —  — - —  ~  —  . 

mLa  —  nLl>  L(am:bn) 

[jOIX—H 

Sia  anche  a*—  —  ;  saia  xLa—mxLb. —  nLb  —  qxLc,  on- 


,  nLb  e .  b  * 

Ìe  X  ~  ’mLb—~qLc—La  S‘a  ,nfine  ~ «Li 

—  L-Lb  —  mxLc—  xLf—pLf,  onde  (mLc-±Lf)x'—{nLb-+ 

pLf)x—  —  rLb,  ovvero  xz  Lcmf—xLbnfl>=z—  Lb'  >  che  riso- 

l«t»,  dk  I  =  ) 

SLc’f  V  y^Lorf,'  Lc-f > 

310.  II.  Se  con  100  000  abitanti  la  popolazione  aumenta 

ogn’anno  di  qual  sarà,  il  loro  numero  al  fine  d’ un  se¬ 
colo?  Sia  n  —  100 000  abitanti ,  che  per  lacondiziondel  problema 

saranno  dopo  un  anno  n— f- — -n  —  n('~ ì:  dopo  due  divente? 

30  V30'  K 

ranno  n  ;  dopo  tre  ec.  fjno  al  termine  di  un 

r>  £  100 

secolo,  in  cui  l’espressione  sarà  n  (--A  .  Dunque  100 000 

v3o/ 

)  =  a?,  numero  cercato.  Ma  troppo  ci  vorrebbe  ad  al- 

v3° 

zar^I  alla  centesima  potenza  senza  i  logaritmi,  che  subito 

danno  Lx  —L  100000  -4-  ioo£  —  :  ma  £100  000  =  5,  e  100(131  — 

^,3°  )=  1 ,4240439  (  per  Tavole  con  dieci  decimali  come  quel¬ 
le  d’ Ulacq  j;  dunque  Lx  — 6,4240439,  e  *  =  26548:4. 


X  !20  )( 

Nel  ripopolarsi  la  Terra  dai  tre  figli  di  Noè  e  dalle  lo-i 
ro  tre  mogli,  in  qual  proporzione  dovca  crescere  ogni  anno 
la  popolazione  perchè  vi  fosse  un  milione  d’uomini  in  200 

I  I-hv  400 

anni?  Sia  —  1’  aumento  annuo;  dunque  6  ( - • 

a.  y  x  y 

.  I4A'  /.IOOOOOOntóò  -v  r1^,.  1  w 

loooooo,  ed - —  ( - - — 1  :  perciò  £ - —  - — X..* 

v  \  6  '  x  2oo 


£  L_ __  —  —  .  5 ,22 1 348 :  =  0,026 1 092  =:  £  1,061963  ,  onde 
6  200 

il ed  *=16  in  circa.  Bisognava  dunque  che 
x  1000000 

il  genere  umano  crescesse  ogn’ anno  d’  i^,  il  che  la  sanità 

e  lunga  vita  de’  Patriarchi  rende  assai  verisimile. 

Qual’  è  la  quantità,  di  cui  dovrebbe  crescere  ogn’  anno 
un  popolo,  per  diventare  al  fin  di  ciascun  secolo  più  nume¬ 
roso  del  doppio  ?  Sia  n  il  numero  degli  individui  e  —  la 
quantità,  ricercata;  avremo  per  ogn’ epoca  secolare, . 

71{ lltfà1  —in  che  da  Ziirtf  — -L  £2  =;  0,0030103,  onde 
v  x  '  x  ioo 

—  ed  x r;  144,  poco  meno. 

x  I  o  000  000 

Se  un  certo  numero  d’  uomini  aumenta  ogn’  anno  della 
centesima  parte,  quant’ anni  ci  vorranno  perchè  divenga  de¬ 
cuplo  ?  Sia  n  il  dato  numero,  x  gli  anni  cercati;  si  avrà. 

,  ,I0I\*__  ,1°U*  ,  , 

dopo  x  anni,  n  —  l0/2>  c  (")  —  l0;  c  Pexo  x 

Lio  io  000 000 

- - — - —  23 1 . 

£101— £100  43214 
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RISOLUZIONE  DELL’  EQUAZIONI 


Dei  Gradi  Superiori. 

CUpporremo  in  avvenire  ogni  equazione  j0.  or- 

*3  dinata:  2°,  con  tutti  i  termini  in  un  membro 
e  con  zero  nell’  altro  :  30.  senza  coefficiente  nell’  inco¬ 
gnita  alla  più  alta  potenza:  40.  senza  rotti  e  senza  ra¬ 
dicali  ,  giusta  il  metodo  che  presto  spiegheremo . 

31 1.  Le  radici  reali  d’ un  equazione  possono  esser 
positive  e  negative ,  eguali  ed  ineguali ,  razionali  e  sor¬ 
de:  ma  1  immaginarie,  o  positive  o  negative  son  sem¬ 
pre  sorde  •  Le  sorde  di  grado  pari  e  perciò  anche  l’ im¬ 
maginarie,  hanno  a  2  a  2  le  stesse  quantità,  ma  in  o- 
gni  coppia  simile  la  quantità  sorda  è  positiva  nell’ima, 
negativa  nell*  altra  ;  senza  ciò  i  radicali  comparirebbe¬ 
ro  nell’equazione,  contro  l’ipotesi.  Quindi  le  radici  e- 
guali  non  sono  mai  sorde,  se  pur  le  sorde  positive  ed 
eguali  non  sieno  unite  ad  altrettante' simili  negative. 

312.  Sia  l’equazione  —  (<i-+  b)x-hlib  =  (  x  — - 
a)(x -  b)  —  o:  è  chiaro  che  per  ridurre  a  zero  il  pri¬ 
mo  suo  membro ,  basta  che  vi  si  riduca  un  sol  fatto¬ 
re  x  —  a  o  x  —  b  ;  dal  supporre  ad  un  tempo  x  —  a  = 
O  =  x  —  b ,  verrebbe  a  =  b ,  il  che  non  è  .  Il  primo 
membro  d'  un  equazione  è  dunque  il  prodotto  di  più  fat¬ 
tori  semplici ,  dei  quali  (  se  son  differenti  )  uno  solo  per 
volta  è  zero. 

313.  Or  dal  prodotto  di  (a*  —  a)(x —  b)(  x  —  c) 


(  x  -  d  )  =  o  si 
ha  1’  equazio¬ 
ne  qui  di  fac¬ 
cia,  dal  cui  e- 
same  si  dedu¬ 
cono  le  seguen¬ 
ti  verità . 


—  b 

—  c 

—  d 


ax^-+  abxz  - 
-4 -ac 
■+  ad 
-+  he 
-+  bd 
-+cd 


-  ab  ex  - 
-abd 
-aed 
-bed 


■  abed  - 


)(  •#*  X 

I-  Un’equazione  ha  tanti  fattori  semplici» 
tante  radici ,  e  tanti  termini  più  uno  (  contando  tut¬ 
ti  quelli  che  le  competono  ) ,  quante  sono  unita  nell 
esponente  massimo  dell’  incognita . 

qi  v  n.  i  segni  dei  termini  sono  o  alternativamen¬ 
te  diversi  o  successivamente  gli  stessi ,  secondo  che 
tutte  le  radici  a;b,cyd  son  positive  o  negative:  in  ge¬ 
nerale  quante  sono  le  alternazioni  o  successioni  di  éc* 
gn0ì  tantc  .son  le  radici  positive  o  negative ,  se  non  vi 
sieno  immaginari  •  . 

III.  Onde  con  tutte  le  radici  negative  1  ter- 
mini  pari-  i'  secondo ,  il  quarto  eo. ,  verrebbero  col-*! 
si  inutan  perciò  le  positive  in  negative  mutando  se¬ 
gno  ai  termini  pari ,  o  (  che  è  lo  stesso  )  scrivendo 

-  x  in  luogo  di  * ,  .  „  . 

^17.  IV.  Il  coefficiente  del  secondo  termine  è  la 
somma  di  tutte  le  radici  con  segni  contrari  ;  quello 
del  terzo,  del  quarto  ec.  son  le  somme  dei  prodotti 
di  es«e  a  il  a  2  coi  loro  segni ,  a  3  a  3  con  segni 
contrari  ec.:  l'ultimo  termine  è  il  prodotto  dì  tutte 
con  -+  se  il  numero  delle  negative  e  il  grado  dell  e- 
nuazione  sieno  ambedue  o  pari  o  impari.  > 

1  n  1 8.  v.  Onde  1  *.  le  radici  razionali  d  un  equa- 
zione^non  son  mai  numeri  rotti  la  cui  somma  e  prodotto 
non  potrebbe  ,  come  si  sa  (390.  XLIV.),  aversi  in  in¬ 
teri,  contro  l’ipotesi:  2°.  dividendomi  equazione  * 3  -+ 
*  -  o £*•-+•  *21  =  0  per  xz±  qualche  divisor  Dai  dell 
ultimo"" termine  21  (3:),  se  la  divisione  riesce  ,/sarà 
un  fattor  semplice  dell  equazione;  tali  sitio' 
vara  *•”-  1 ,  *  -  3 .  *  -+?  >  e  le  radlC1  della  data  sono 
1,  3*.  perciò  ogni  quantità  complessa ,  conm 

—  c*y  può  sciogliersi  nei  suoi  fattori  sol  che  si  trat- 
ti  come  un’equazione  e  si  faccia  .v* —  ca  — 05  ciò  da 
i  fattori  x-c,  x  +  c:  40.  il  coefficiente  del  secondo  ter¬ 
mine  in  un’  equazione  numerica  è  una  somma  di  nu 
meri  semplici  o  d’  una  sola  dimensione ,  e  i  coefficien¬ 
ti  del  terzo,  quarto  ec.  son  somme  di  numeri  conip0' 
sti ,  0  di  due ,  tre  ec.  dimensioni . 
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(,19.  VI.  Cercando  dunque  le  somme  P', P",P'"  ec.  del¬ 
le  potenze  prima,  seconda,  terza  ec.  di  ciascuna  radice  d.’ 

un  equazione  numerica  x  — Ax  -4-  Bx  — Cx 
ec.~Oj  nell' cspression  delle  prime  non  avran  luogo  dimen¬ 
sioni  oltre  la  prima,  ne  in  quella  delle  seconde  le  superiori 
alla  seconda  ec.  :  di  modo  che  1’  equazione  si  ridurrà  per 

le  piime  ad  x  —  Ax1  1  ~  o  ~  x  —  A,  per  le  seconde  ad 

n  4  n — I  n  n  —  2  ,  .  „  _  .  , . 

*  — Ax  -h  Bx  —  o  —  x*> — Ax*+B  ec.  Quindi  po¬ 

ste  in  vece  di 
x  le  radici  dell’  TP'  —  A 
equazione  che  P'  — AP'  — 2B 
suppongo  f,g,  P"'  —  AP" —  BP'  -+3C 

h  ec. ,  si  avrà  P'v  —  AP/V— BP"  h- CP  — aD 

1°.  f=  A  per  Pv  =AP'V  — BP'"H-CPV  —  DP'  -4-5E 
P':  2°.  f1- a:  Pv'  =  AP''-BP'v-hCP'"— DP'-i-EP'~6F 

A  f —  B»  g  '~  - 

A?— B,  ed  P^.gz—  A(f-+cr)  —  «E  —  AP'—  2B  per  P": 
3 °\  P  -  A  f-  —  Bf-+Cyg*  —  Ar>  —  Bp-  C ,  h  »  =  Afe*  —  Bh  -t- 
C  ,  ed  P  -+03  -4-'  h 3  =  A  <fz  4  z*  h-V  )  —  B  (/-*-  o-+h)  -h 
3C~ÀP"- — BP'-4-\3C  per  P'"  e&.  ;  sicché  le  formule  proce¬ 
deranno  con  manifesta  legge  come  qui  di  sopra. 

320.  VII.  Se  manchi  il  secondo  termine,  la  som¬ 
ma  delle  radici  positive  eguaglierà  quella  delle  negati¬ 
ve  .•  se  manchi  il  tefzo  la  somma  dei  prodotti  positivi 
n  2  a  2  eguaglierà  quella  dei  negativi  ec.  :  se  manchi 
l’ultimo,  una  almeno  delle  sadici  sarà  zero  (317). 

52 1.  Vili.  Se  sia  a  =  -  b ,  c  =  -  d  ec. ,  spariranno 
i  termini  ove  x  è  a  potenze  impari ,  e  il  coefficiente 
del  terzo  termine  sarà  la  somma  dei  quadrati  delle  ra¬ 
dici  combinate  a  2  a  2,  quello  del  quinto  la  somma  dei 
prodotti  dei  lor  quadrati  combinandole  a  4  a  4  ec. 

322.  IX.  Sostituita  ad  .v  una  radice  qualunque  a7 
il  primo  membro  dell'equazione  diverrà  o  (313):,  e  so¬ 
stituiti  p,q,  se  si  abbiano  due  risultati  con  segni  con- 
trarj ,  sarà  positivo  1'  uno  de’  due  fattori ,  come  p  -  a , 
negativo  1’  altro  :  perciò  si  avrà  p  7>  j,g<7a,  e  la  ra¬ 
dice  a  tra  p  e  q. 

323.  X.  Per  altro,  se  le  radici  sieno  o  immagina¬ 
rie  o  eguali  a  2  a  2 ,  a  4  a  4  ec. ,  le  quantità  qualun- 
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que  p ,  <1  sostituite  per  a*  ,  non  daranno  mai  risultati  cori 
segni  contrarj:  poiché  le  immaginarie  non  posson  tro¬ 
varsi  tra  le  quantità,  reali  p ,  q  ;  e  le  eguali  come  (  p  - 
a  )2 ,  (</~a)4  danno  sempre  i  risultati  positivi  (121) . 

324.  XI.  Ogni  equazione  con  1’  ultimo  termine  w 
negativo  ha  una  radice  reale  positiva  ;  poiché  fatto  x  = 

o  ,  si  ha  -  (a  ;  e  fatto  x  =  00 ,  si  ha  co™  ;  vi  è  dun¬ 
que  una  radice  reale  e  positiva  tra  «  ed  co  (332). 

325.  XII.  Ogni  equazione  di  grado  impari  con 
f  ultimo  termine  positivo ,  ha  una  radice  reaie  nega¬ 
tiva  ;  poiché  posto  -  a1  per  x  ,  le  radici  positive  diven- 
gon  negative  (316):  ora  in  tal  caso  1’  ultimo  termine 
è  negativo  (3 1 4)  ;  dunque  la  nuova  equazione  ha  una 
radice  reale  positiva  (324),  e  la  proposta  ne  ha  una 
negativa . 

326.  XIII.  Ogni  equazione  di  grado  pari  con  l’ ul¬ 
timo  termine  negativo  ha  una  radice  reale  positiva  » 
come  si  sa  (  324  ) ,  ed  una  negativa  ;  poiché  posto  — - 
x  per  x  ,  l’ultimo  termine  non  si  cangia  (314);  dun¬ 
que  la  nuova  equazione  ha  una  radice  positiva  (324)  » 
e  la  data  ne  ha  una  negativa  * 

323.  XIV.  Ogni  equazione  senza  secondo  termine  e  col 
terzo  positivo,  ha  delle  radici  immaginarie;  col  terzo  nul* 
lo,  ne  ha  delle  reali  e  dell’ immaginarie;  e  col  terzo  nega¬ 
tivo  ,  ne  ha  delle  reali  :  poiché  la  somma  —  yB  dei  quadra¬ 
ti  delle  radici  (319)  sarà,  nel  primo  caso  negativa,  indizio  di 
radici  almeno  in  parte  immaginarie  (148);  nel  secondo,  sa¬ 
rà.  zero,  il  che  indica  radici  parte  reali  e  parte  immagina¬ 
rie;  nel  terzo,  sarà,  positiva,  indizio  di  radici  almeno  ir1 
parte  reali . 

* 

328.  Per  togliere  i  rotti  dall’  equazione  x*  -+ - h 

via 

ex «-*  f 

- j-  ■+■ - -+  - —  —  o,  ove  vi  è  1 ,  o  un  fattor  comune 

ma  mg 


dei  denominatori,  pongo  x  zz  — ,  e  sostituendo  viene 

madrr 


_ Ìì— <*-• 

( madg)n  ma\madg)n  1  md{madg)n  *  mg 
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moltiphco  tutto  per  (madg)* ,  ed  ho  y*  -f  bdgy*-1  -*•  ma*cdX 
S'y"  - -+{mg)H'~l  a”dnf—  o,  senza  rotti.  Per  altro  la 

sostituzione  x  zz  — in  certi  casi  può  esser  più  semplice  : 

così  data  x4 —  —  x2-4x— •  ~=:o,  non  solo  non  farò  x  zz 
2  IÓ 

—  come  molti  usano,  ma  neppure  xzz  ,  zz  .  .. 

2.  io  2.82.4 

V  V 

;  pongo  bensì  x  zz  x-  ,  ed  ho  1’  equazione  semplicissima 
j4 —  6y 2  -4  Sy  —  Ó7  =  0. 

3 

329.  Per  togliere  i  radicali  dall’equazione  x  zz  *Jbx2  -4 

o  3  3 

y7>2c,  pongo  s/bx2  zzy  y*Jb2czz  z,  onde  I  x  :=y-f  z  ,  II  Z>xa(=: 

—  z)} ,  IH  b2c  zz  z3 ,  valore  che  posto  nella  II,  la 

_•  •  xxr  *  bx2-+b2c —  x3  -43 x2z  .  .  .. 

cangia  in  IV  z  — - - - ;  moltiplico  questa 

per  z  e  postovi  di  nuovo  il  valore  di  z 3  ,  trovo  V  z2  zz  . . . 

£b%cx  —  bx2z  —  b2cz-\-x3z  .  1  Tir  j' 

- - - -, ,  che  paragonata  con  la  IV ,  da 

il  valor  di  z  da  porsi  nella  II. 

330.  Per  togliere  il  secondo  termine  dall’  equazione 

m  ni — I  .  m — 2  .  r 

x  -fa*  -+bx  -4  ec . 410  =  0,  si  la  xzzy- 4 

ft  e  si  ha  la  trasformata 


r  m — I  m  —  l  J.z  77Z — 2  ,  ,  r, 

nfy  -4  m  .  — - — J2 y  4  «C . -4/' 

1  —  -4  cc.  H-  aj 


Posto  A  —  o ,  sparisce  il  secondo  termine ,  e  viene  f  — 

- -  ;  cioè  si  toglie  il  secondo  termine  dividendone  il  coef- 

m  0 

fidente  per  V  esponente ,  ed  unendolo  con  segno  contrario 
nlla  nuova  incognita.  Così  data  x3  —  6x2-4  4x —  2—  °»  fac¬ 
cio  x—  j42,  e  trovo  y3 — 8y  —  1 5  —  0  :  e  data  x4H-2x3 — 

4  —  oì  faccio  xzzy — -,  o  per  evitare  i  rotti,  xn- — -,  ed 
2  2 
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ho  /*  —  6/*4*8y  —  67=0.  Col  metodo  stesso  si  toglierebbe 
qualunque  altro  termine  se  i  radicali  non  lo  impedissero. 

331.  La  passata  trasformazione  da  il  limite  delle  radici» 
cioè  quella  quantità  che  è  maggiore  di  ciascuna  radice .  Soni- 
mati  infatti  i  coefficienti  di  y  nelle  colonne  A,B,C...fì^ 
si  ha  A  zzm  f^a 

E  =  m  .  —  p/l4  (  m —  l)af  -+■  b 

777  —  1  772  ~r~  2  —  j  ,  ,  ,777  —2  ,  ,  .  y  - 

C  =  772  .  - -  .  — 777  -  1) - -  afì  — H  (  772  - —  2 


fì=/W  -+  ce.  ...  -4-  w , 

e  se  si  prenda  il  minimo  valor  di  /  che  rende  positivi  A  » 
B ,  C _ f2  ,  1’  equazione  avrà,  tutti  i  termini  con  -+  ;  dun¬ 

que  i  valori  di  y  e  perciò  anche  di  x — /= y  saranno  nega¬ 
tivi  (315)7  dunque  f  supererà,  tutte  le  radici  positive  or,  e 
ne  sarà,  il  limite  :  quello  delle  negative  si  ha  nel  modo  stes- 
so  cangiando  x  in  —  .*(316). 

332.  Dunque  i  divisori  dell’  ultimo  termine  ,  eccedenti 
il  limite,  non  servono  alla  ricerca  delle  radici  (318):  e  se  i 
restanti  sicno  molti,  si  farà  ±/=±  1,  =  ±  2  ec. ,  e  i  divi¬ 
sori  ±  Df2  dell’  ultimo  termine  Q  (  che  è  1’  cquzicne  propo¬ 
sta,  mutato  x  in  / (330))  daranno  y  qz  Dfì  =  o  (318)  ed  a-  -f 
DCl^f—O:  ora  x  +  Da  reo  dunque  qcDto  —qz  Dii  =P./,  cioè 
i  divisori  delì’  equazione  xn  -4-  ec.  (330)  saranno  quelli  d’  fi 
diminuiti  o  accresciuti  di  /,  esclusi  quelli  che  a  colpo  d’oc-* 
chio  si  vedrà,  non  poter  essere  divisori  d’ u>. 

333.  Esempio .  Si  voglia  il  limite  di  xì  —  400  a:  -4  360 
=  0;  dunque  ttz  =  3,azz  o  ,  b—  ^ _ 

—  400,0  =  360:  il  mìnimo  va- 

lor  di  /*che  dà  positivi  A  ,  B,  fi, è  r~°À  r  ■ , 

f=2 o.  Posto  -  x  pei  c  =  12=/i-4°o/-+3«» 

qua- ione  diventa  x 5  —  400*  —  £6o  =  o  ;  onde  m=3,a=o» 
b  — — 4°°  »  u  = —  360  :  il  minimo  valor  di  f  che  dà  positi¬ 
vi  A, B,  fi,  è  f—  21 .  Dunque  - 

dei  divisóri  negativi  e  positivi 

di  360,  sono  inutili  per  le  ra-  3'  ~"~400  r  x 

dici  i  maggiori  di  — 20  e  di-f  ^  ^ — ■'  4 °9/;  3*° 

21 .  Ma  poiché  ne  restan  pur  26,  po-ngo  x  =  ±  1  ,  e  viene 

±14400-4-360=^^.  coi  segno  di  sopra,  i  divisori  dell’ 

equazione  son  quelli  di  39  diminuiti  d’  1 ,  cioè  42,4  12,-^ 
2,  —  4 >  esclusi  gli  altri  che  eccedono  i  limiti  o  non  divido- 
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no  360  :  col  segno  di  sotto ,  i  divisori  soti  quelli  di  £59  ac¬ 
cresciuti  d’i,  cioè  H-2,^4,412,- 2, —  IO,  esclusi” gl’ ina¬ 
bili  .  Sicché  i  48  divisori  di  360  son  ridotti  nel  primo  caso  a 
4,  nel  secondo  a  5,  ed  esclusi  i  dissimili,  a  3. 


Equazioni  con  Radici  Razionali . 


334.  Per  risolvere  un’ equazione  o  ~  A  -4- B* -+  C*4 

Zxm  l-+xm,  ne  cerco  i  divisori  razionali  sostituendovi  t±  i 
per  x :  se  l’un  dei  valori  o  ambedue  la  riducono  a  zero,  sa¬ 
ranno  radici  (3*22);  se  no,  non  entreranno  più  in  calcolo. 
Sia  *  -+  d  il  fattoi-  dell’  equazione  (  d  è  un  divisor  ridotto 
(333)  dell’ultimo  termine  ) -,  dunque  il  prodotto  di  x-\-d  per 
Un’  equazione  della  forma  o  -  t'  4  E"*  -+■  E///aa-i- . -+• 

\^m)xm  1  restituita  la  data  (32).  Or  paragonando  i  coef¬ 
ficienti  d’ ambedue,  si  hanno  1’  equazioni  poste  qui  di  faccia  , 

che  tutte  dovranno  dar  nume-  A‘d _ E' 

ri  interi  o  -positivi  o  negativi  p,  .  ",_T7pu 

per  E' ,E", E'"  ec.,  e  1’ ultimo  )r  F,//  rL 

dovrà  ridursi  ad  I  ,  se  x  -+  d  è  ' 

divisor  della  data:  altrimenti  ,  ^ :£(»i-i)  \  .^  — £(*) » 

ella  non  avrà,  divisori  razionali.  '  '  ‘ 

Esempio.  Sia  o  —  —  100  —  loo?  -h-  66xz  -4-  34 3  — 8a;4-b 
xs  j  in  cui  ±  I  non  riescono:  avremo  A  —  —  100,  B  — — 
lo,  Crr  66 ,  D  =  3  ,Fr=  —  8.  I  divisori  ridotti  di  100  (533) 
son  quelli  di  36  accresciuti  d’  I  ,  cioè  d—  2,4,5,10,  —2, 
- — 5:  fatto  d~ 2  nell’ equazioni  di  faccia,  viene  E' ^ —  50, 
E'' — 20 , E/n  zz  23  , E/v  — —  io,Evr=l;  dunque  i’42  c  divi- 

sor  della  data:  fatto  d  —  4,  si  ha  E  're  —  25,  E''=r~,  nu- 

(  mero  rotto,  e  un  rotto  si  ha  pur  da c£  — 5,  io,  —  2:  fatto d  — 
—  $  ,  trovo  E/  —  20 ,  E"  —  6 ,  E‘"  —  —  1 2 ,  E/'',  —  — -  3  >  E v  —  I  » 
onde  anche  x  —  5  ®  divisor  della  data. 

335*  Osservazioni.  I.  I  valori  di  Ev  ,E'V  yE,ff  ec.  sono  i 
coefficienti  dell’ equazioni  0;=:  E' -4- E  "or -4-  ec.  che  si  hanno  di¬ 
videndo  la  data  per  x  -+  2 ,  x  — r  5  ’  esse  sono  a:4  —  io*3  -t* 
23**  -4- 20* —  50  —  o  ,a>4  —  3a?J  — r  I2*a  H-ór-f  20  =  o.  II.  Sot- 
traendole,  si  sarà,  divisa  la  data  per  il  prodotto  di  ambedue 
(44.  V),  e  avremo  a.3 — 5 x 4 —  2*-+ Io  — o,  ove  potrebbero 
esser  dei  divisoti  eguali  ai  già  trovati.  Infatti  ripetuta  l’o¬ 
perazione  eoi  divisori  stessi  -4-2,  —  5,  s’  incontra  di  nuovo 
il  divisore  *  —  5 .  Così  si  hanno  le  radici  eguali  razionali 
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(51 1):  le  irrazionali  (  per  dirlo  qui  di  passaggio  )  dovendo 
accoppiarsi  con  altrettante  simili  di  contrario  segno  (31 1) ,  &i 
hanno  col  risolver  l’ equazioni  all’ ordinario. 

Equazioni  di  tutti  i  Gradi  con  radici 
assegnabili . 


33(5.  L’ equazion  generale  x™  —  mxm  w y/ab  -+.... 
01  3  tn — 4  *”/  ni  —  4  ni  5  ni  (S  l, 

m  - - -  x  a/ a  o  — m  . - .  —  —  x  \/aibi  ■ 

2  2  3 
m  m— 5  m— 6  m— 7  W— 8  4^4  __m  —  Z 

«  ‘  3  *  4  2  ’  3 

m  —  8  m — 9  m — IO  m  m  —  7  ni  —  8  m — 9 

- . - -x  JaM>%  _+  m - . - . - X 

4  5  2  3  4 

m  —  io  ni  —  1 1  m— 12"  vi-—  8  ni  —  9  ni  —  lo 

5  6  234 


«  —  Il  ni— 12  m  —  13  m  — 14  "  7;7  .  - 

- . - . - -  x  ^  A./a7b'  -+  ec . — a  —  ò  = 

5  6  7 

o,  che  ha  per  radice  a:  =  y/a  -{-y/b  (159),  risolve  un’  infi¬ 
tti  d’  equazioni . 


Equazioni  del  terzo  e  quarto  grado  , 

337.  Sia  m=:3,  e  debba  risolversi  l’equazione  x 1  -V 
px  -h  q  —  o  senza  secondo  termine  e  senza  divisori  raziona¬ 
li,  come  supporrò  sempre  in  avvenire.  D3I  confronto  di  que- 

3 

sta  con  la  generale  ho  p=z  —  3 ^/abyq7^ —  a  —  b ,  d’onde  e- 

liminato  by  viene  ad  _+•  qa~P-  ed  a  =  —  —  ;fc  \/T— -f  —  ì  ’ 
27  2  V4  27  / 

b  —  ~~  4=  ^  ^  -+^_  ^  ;  dunque  x  —  ^/a^r  y/b  —  y/^ t* 

Cosl  X,-+9X^ 

3  3 

(5  =  0,  ove  p  =  9,o=;(5>  da  A' =V3—V9. 

338.  L’  altre  due  radici  si  hanno  dall’  altre  due  cubiche 
di  a, b  cioè  da  y*/at  yjby  c  da  \Ja,hjb  (173),  com- 
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binate  però  di  modo  che  il  loro  prodotto  dia,  come  sopra, 
3  I  3  3  3 

*Jab~  —  — p,  ciò  che  si  ha  unendo  y*Ja  con  Ay7>  e  A  ,yj  a 
3 

3 

con  ryò,  giacché  y\  —  I  (113.147)-  Sara  dunque  *  zr 
yy/(i-H-— )j5  e  ben  si  vede  che  il  radicai  quadratico  se  c 

4  27  * 

reale,  da  immaginarie  le  due  radici,  e  se  è  immaginario, 
le  da  reali,  riducendosi  egli  allora  ad  A  -4*  B  — I  (149); 
onde  la  prima  radice  x  —  A  -h  B/</ — ih- A  —  B/y/  I  —  2A , 
come  pur  l’ altre  due  .  Sicché  quando  con  p  negativo  si  ha 

J_p3  le  tre  radici  son  reali.  Vedremo  come  si  ot- 

4  7 

tengano  per  approssimazione,  giacché  l’aver  tentato  inva¬ 
no  di  averle  esattamente,  meritò  a  questo  caso  ilnomed’ir- 
ridupibile. 

339.  Lo  stesso  metodo  risolve  anche  1’  equazioni  della 

forma  xìn  H-  px*n  -4-  qxn  -4-  r  zr  o  ,  fitto  xn  =y:  e  a  questa 
forma  appunto  appartengon  quelle  del  quarto  grado.  Sia 
a4  +  4.  4  r  -  o  -  (  4-  f a  4.  s  )  (  -  tff  4-  «  )  che  sup¬ 
pongo  i  due  fattori  quadratici  della  data:  paragonandola  coi 
loro  prodotto  .*4h-(«' — £2  -4-  $)  <**-+(  u — .s  )  tx  H-  su  ~ o ,  ho 
1°.  u — 1%  5  —p -,  2*.  t  ( u • — s)  ^2*  3°*  su  ~  r:  sommo  e  sot¬ 
traggo  u -*•«=£*  H-p>u  —  s  =  — ,  e  viene  u  (p^-tZ)~ir 

JL,  c-  —  fp-i-tlì - — ,  che  moltiplicate  danno  su  zz  r  — 

2 1  2  2f 

—  (p-4-^)* - ,  onde  si  ha  1’  equazione  ridotta  £5h- 

2p£4-4-(p* —  4^  )  t1  —  qz—0  della  forma  generale  ar3”  -4- 
p>*  ec.  =1  o  .  Se  la  data  a.4 -+■  px2  ec.  ha  razionali  i  due 
supposti  fattori,  la  ridotta  avrà.  razionale  t  e  —  f,  onde  col 
dato  metodo  (334)  se  ne  cercherà  uno,  presi  o  i  positivi  o 
i  negativi  divisori  dell’ultimo  termine.  Così  pera;4- — 3.*  2 — 
I2xH-5— o ,  ove  p  —  —  3,  q^z.  —  r  -—5  >  ridotta  £5  — 
<5t4_  U£*_144  =  0  coi  divisori^  negativi  di  l44,  da  £=3, 
onde  il  —  I  ,  s  —  5  >  c  i  fattori  a:*  -+3*  *4-  5 ,  xz  — £x  H- 1  . 

340.  Ma  se  ìa  data  non  ha  fattori  razionali ,  pongo  nel¬ 


la  ridotta  £l=y-i-(s—  2p)  (33°)»  e  dalla  risultante  z1  — 
<p*H-  I2r)3«— (pa°-3<5r)2p  -  »7j4=o  ho  le  radici  /  = 


[7.338)-  Or  poiché  nella  ridotta  è 
e  qzz±:  y/y' y"y"' ,  onde  nella  da- 
e  4s  =  y'  jp  2V/'/"> 

suoi  due  fattori  saranno 


—  20X  — 

la  ridotta 


[  di  sopra  se  q  è  positivo 

—  o ,  ove  p  —  —  20,2  — 

40t4-+-348ta  —  144  =  o  ,  e  fatto  t*  =  y  —  —  (z-4-40)» 

—  i668z— 66o3  =  o,  le  cui  radici  *'=—  4>*"=  2’+ 

□  —  6  -v/46  danno  y/y  ~  \ì  —  (z  -  2p)=2\/3>\/y  *" 
o 

—  2p)  =(171)  VC?-**  V'3)"*‘^(7“-^3)>Vry//== 

/q)  — a/(7  —  \/3)»  e  Poic^è  9  «  negativo,  sarà. 

5  —  V( 7  —  \/3 ) »  -r  —  —  VS-H'nA'Z  V  3  )  >  *  =  v  3 

/.3  )  »  *  — *  ■%/  3  — i"  (  "Z  1*  y  3  )  •  .  jii  c 

Nel  modo  stesso  si  risolvon  1  equazioni  della  toi- 
v  pxi«-irqx*,,-ì-rxH-+v  —  o,  fatto  x»  =z  y  .  Del  resto, 
m  generale  (336)  non  avea  qui  luogo,  dando  ella 
e  un’  equazione  del  quarto  grado  che  si  riduce  al 


Equazioni  risolubili  del  quinto  Grado  ,  del  sesto  ec> 

343.  Con  un  metodo  analogo  a  quello  che  poco  fa  spie¬ 
gammo  (339)  cerco  i  divisori  o  quadratici  o  cubici  o  br 
quadratici  d’ un* equazione  che  non  ne  ha  dei  semplici:  s* 
vi  sono ,  T  equazione  è  riducibile  ;  se  no  ,  è  irriducibile 
Tutti  i  gradi  però  hanno  dell’  equazioni  che  la  formula  ge* 
nerale  (336)  risolve  completamente. 

343.  Sia  in  essa  771=5,-6,  =  :  ec.;  si  troveranno  sem¬ 
pre  le  radici  delle  seguenti  equazioni 


)(  «3i  )( 

5  5 

x* —  5 x^/n/ab-*.  5 xÀ^a^b1 — a  —  b~  O 
6  6  6 

a* —  6xAy/ab- 4-  px4/y/a4£4 —  2<y/n3&?  —  a  —  b  r=© 

7  7  7 

a7 —  >y/a£-t-  I4X3  y/axbz  —  ‘lx^/aibì  — a  —  £>  —  o 

cc.  cc.  ec. 

Esempj .  I.  Sia  xs  -+  5PX?  ■+  5P**  -4-  27  —  o  ;  sarà  p  —  — 

£ 

^/ab,2q  — — a  —  6,  ed  eliminato  b,  viene  a=  —  q±/s/(:7  -t- 
p*)i  b  zz — j  4  y/  (g4  H-pJ  )  ,  ed  *—  y/( —  g  "+ V' ?*  ~**p' }  JH- 
V^(  —  g  —  \/  (  gl  -+p*  ))  ^  II.  Sia  a4  —  (Spx4  -+■  ppax 2  —  2g  --  o  ; 
Sara  p~  *J  ab  ,  2q  —  2\/ aìbì  -4-  a  -4-  h  —  2p3  ■+  a  -4-  6  ;  onde 

a=g— p’^Vjte  —  2g>J  )  ,i  =  g  —  pJ  =P  V2  (7  —  2p3  ) ,  cd*= 
V (7— p3  "+  V 2(7  2p3 ))  -+* \/ (7—  p3  —  \/g(g  —  2p3  )). 

L’ altre  radici  si  ottengono  come  sopra  (338^. 

./l/tre  Equazioni  di  tutti,  i  Gradi  con  radici 
assegnabili . 

344.  Facendo  il  prodotto  di  m  equazioni  quadratiche  e 
reciproche  (  in  cui  cioè  nulla  si  cangia  posto  —  in  luogo 
di  x  )  come  Aa-t*£x-t- 1  —  o ,  xa -4-ux-f  I  :rro  ec. ,  si  ha  un’e- 

quazione  parimente  reciproca  della  torma  x  ~+px  -4- 

“Ini — 3  ni  „  t 

qx  -4  ....  -+  rx  -4-  ....  — i-  qx  -4- px  -{-I  —  o,  cne 

di  nuovo  moltiplicata  per  la  reciproca  di  primo  grado  a  -4- 

,  2/71-4.1  ,  2m  .7,  27/2—1 

I  —  o  ,  diventa  x  -4-  gx  -+/•’*  *+ — -+/ix-4- 

g-A -fisso.  Quindi  le  reciproche  di  grado  impari  son  divi¬ 
sibili  per  x  -4  I ,  con  che  divengono  di  grado  pari,  e  di  que¬ 
ste  si  hanno  le  radici  col  risolverle  nelle  componenti  qua¬ 
dratiche  . 

Esempio.  Sia  x6 — 25a4-+48aj  —  25A2  -+  I  =0:  prese 
le  reciproche  a4  -+tx  •+ 1  =0  del  secondo  grado,  e  x4 -4- 
/>x3  -+  qx*  -+•  jpA  —f*  1  =  0  del  quarto,  paragono  con  la  data 
il  loro  prodotto  xtf-f  (p  -+t  )xs  -f  (  )  -4-  g-+-pt)x4  -4-  (  2p-+- 
qt  )  X"  -4  {  l  *+  q  -\rpt  )  a2  *4-(p  -f*f  )  x  -4- 1  ^o,  e  trovo  I  p  -4- 


)(  13*  X  e 

t  zzo  onde  prz  — 1\  II  I  -+■  q  — t*  =  —  25  *»  IH  qt  —  2 1  —  4®  1 
Sommo  la  III  con  la  II  moltiplicata  per  —  t,  e  viene  t} — 
28f— 48  =  0,  onde  (337)  r=  —  4,  x  =  2±  —  4  =" 

io  e  la  reciproca  *4  -4*  4.V3 —  io*1  -+•  4*  -+•  I — o,  che  trat* 
tata  come  la  prima,  da  a?  =  l  ,  *  =  1  ,  x  = — 3 ±2^2. 

Equazióni  Irriducibili  . 


345.  Data  1’ equazione  irriducibile  (342)  z  -+pz 

^  -+.  ....  h-  uzzo ,  cerco  il  suo  limite/ (331)  e  posto 
m  —  f —  I ,  faccio  s  =  m  -4-^,  essendo  y  decimali.  La  data 

perciò  diventa  y71  ~+mny  1  ec.  —  o  ,  da  cui  (  non  cu¬ 

rati  y1  ,y*  ec.  piccolissimi  )  ho  y  e  perciò  z  con  due  deci¬ 
mali  almeno.  Lo  chiamo  ?n  ,  e  faccio  di  nuovo  s  =  m'-¥y, 
e  trascurato  nella  sostituzione  anche  y* ,  trovo  il  valore  in! 
di  z  con  tre  decimali.  Così  proseguo  finché  piace:  ma  per 
avere  z  più  prontamente,  pongo  zzzm"  -\-y  ed  applico  alla 
*  bxx  ‘ib%  —  ac  , 

nuova  equazione  la  serie  y  = - r  -+ - 7 - —  ec. 

x  a  a.1  a* 

(294) ,  con  pochi  termini  della  quale  viene  z  con  otto  o 
nove  decimali. 

Esempio.  Sia  z3  —  42  —  2  =  0,  il  cui  limite  è  3  (331) 5 
,  ,  4  I 

Faccio  z=2-+y ,  e  non  curato  y  ,  Uovo  y  4 - y-zz—^y  — 

3  o 

— 2  "+■  a/  1  ri- 

_ r -J  —  o ,  21  ez  =  2>21  — m  :dr  nuovo  pongo  z  —  2, 21  -+ 

.  0,046139 

v,  e  non  curato  y% ,  trovo  ^*=  — =  0,004,  e  -  = 

J  10,0523 

3,214  —  m".  Infine  faccio  s  =  2,21 4  4- jr»  ed  ho  0,003423656  = 
I  °»i°539>"+  6,642 y1  *4-/  >  a  cui  applicando  la  serie,  viene 
x  =  0,003423656,  10,70539,  b  =  6 i  642,  c  =  1  ,  d  =  c  = 

cc.  -  o,  ed  v-^3^^_^X°J?^433^_l.ec.)  il 

J  1  o>7o539  (10,70539)^  .... 

cui  calcolo ,  tornando  sempre  i  numeri  stessi ,  è  facilissimo 
coi  logaritmi.  Quello  del  primo  termine  c  6,5048876  = 
Lo, 0003198067  ,  quello  del  secondo  c  2,8024715  =  .  .  - 
Lo , 0000000635  ;  e  sottratto  dal  primo  il  secondo  numero# 
viene  yzzz  0,0003197432,  e  2  =  2,2143197432. 

346.  Quando  il  terzo  termine  dell’  equazione  c  con  -+ 
(337),  e  i  risultati  di  Q  (331)  presi  finché  lo  indica  il  com¬ 
pendio  (282),  conservano  il  se^no  stesso,  le  radici  son  t.ut** 


)(  i33  )(  .  ,  . 

te  immaginarie  (323),  e  si  hanno  cercando  al  solito  (339)  1 
fattori  di  secondo  grado  che  esse  producono. 

347.  La  data  equazione  divisa  per  s  —  2,214  ec->  si  ab¬ 
bassa  d’  un  grado,  e  col  metodo  stesso  si  ha  una  seconda 
radice  ec. 

Problemi  indeterminati  del  primo  grado . 

348.  Un  problema  ove  il  numero  dell’  incognite  supera 

quello  dell’ equazioni ,  si  chiama  indeterminato  (186).  Per 
esempio:  si  vogliàn  tre  numeri  a?,jy,z  che  faccian  105  ed 
abbiano  una  stessa  differenza:  dunque  I.  I°5  > 

II.  y-  y—z,  e  preso  dalla  II.  il  valor  di  x  —  2 y  —  z,  si 
avra  nella  I,  y~  35  >  onde  **+35  7*-  *  =  105  2  =  2°- 

Ora  non  potendosi  eliminar  di  qui  ne  *  nè  s,  fatto  per  e- 
sempio  ar=  io,  saia.  &~6o  e  i  tre  numeri  10,35,60  scio¬ 
glieranno  il  problema:  e  fatto  a;  zz  12,  si  ha  a  zi  58,  e  il 
problema  è  sciolto  egualmente  dai  tre  numeri  12,35,58. 
Anzi  il  problema  può  aver  69  soluzioni  in  numeri  interi  e 
positivi,  perchè  può  supporsi  *  eguale  a  tutti  i  numeri  da 
I  sino  a  69,  ma  non  più  là,  essendo  2o=*+-  Ha  però 
un’infinita  di  soluzioni  se  si  fa  *  rotto  o  negativo:  ma  tali 
Valori  occorrendo  rare  volte,  Cercheremo  gli  interi. 

«49.  Sia  1’  equazion  generale  a  =  bx±cy  coi  numeri  ay 
b  c  interi  e  noti.  Se  b  yc  abbiano  un  divisor  comune  d  e 

sia  Z>zz  b'd  ,c  zi  c'd ,  verr &  ~=zb'x±c'y,  onde  1’ equazione  è 

irrisolubile  se  a  non  è  multiplo  di  d  :  ma  se  lo  è ,  fatto 
a  —  a'dy  avremo  a—b'x±c'yy  equazione  simile  alla  data, 
coi  numeri  b'  ,c'  primi  tra  loro  . 

350.  Supposto  perciò  che  nella  data  sieno  b,c  primi  tra 

a  41  cy  ,  a  ,  ,  a  c  

loro  e  ù  <c,  avremo  *  =  — y- ;  onde  se  —  —  a  *+  - 

c'  -1-  e  «“«rati  gl’interi 

a’,c'y,  tatto  si  ridank  a  fare  — J-  =  E,  intendendo  per 

E  un  numero  intero.  .  . 

351.  Ora  poiché  byc  e  perciò  anche  byc"y  son  primi 
tra  loro ,  si  ha  sempre  o  a  colpo  d.  occhio  o  con  la  data  yc" 

gola  (60)  un  numero  N(*>  per  <W  moltiplicando  » 


X  134  )( 

a"N(*>sp</  N(«)  v  .  .  j 

venga - - - -  che  trascurati  gl  interi,  lasci  j»  coi 

coefficiente  i  e  si  riduca  per  esempio  a  —  E,  intero  di¬ 
verso  dal  primo  ma  sempre  espresso  per  E;  allora  y~bE* 
k  (  mutati,  se  y  è  negativo,  i  segni  al  primo  membro,  il 
che  non  interessa  1*  intero  )  -,  e  preso  per  E  quel  più  picco¬ 
lo  intero  positivo  che  renda  positiva  la  quantità  bE  ±  k  (  e 
perciò  fatto  E  =  o  se  vale  il  segno  di  sopra  ),  si  avrà  il  mi¬ 
nimo  valor  di  y  che  posto  nella  data,  determinerà',  col  se¬ 
gno  di  sopra  o  di  sotto,  il  massimo  o  il  minimo  valor  di  xt 
come  è  chiaro. 

352.  Sieno  gyh  i  valori  così  trovati  di  xyy :  si  avrà  dun¬ 
que  a—  bxrt  cy  ed  a  —  bg±  ch\  onde  ±  bg^bxzz  cy —  eh  » 

.  .  ztg^.x  c  me 

cioè  — 2 — 7  —  —  =  — -,  supposto  m  un  numero  intero  co- 
y  —  h  b  mb 

minciando  da  o*  dunque  poiché  byc  son  primi  tra  loro, 
verrà  x—gT^mc  ed  y  =  h-rmby  donde  tutti  i  valori  possi¬ 
bili  di-  x  yy  -,  dati  i  due  primi  gy7i. 

353.  Dunque  i°.  Se  arr.  bxrizcy  sia  col  segno  di  sopra,  a- 
vremo  x—g — mcy  e  per  aver  x  positivo,  dovrà  essere  mc*£ 

g  e  perciò  m  <  —  ;  onde  il  numero  dei  valori  di  x,y  sarà 

■£--4-1  giacché  m  comincia  da  o:  2*.  se  sia  col  segno  di  sot- 
c 

to  ,  sarà  x  =g-bmc  e  i  valori  di  xyy  saranno  Rifiniti.  Ir» 
ambedue  i  casi  ,  questi  procedono  in  progressione  aritmeti¬ 
ca  ,  poiché  fatto  m  —  o  ,  1,2  ec.  sarà  x  ~g  yg^c  ,g+.ic  ec. , 
ed  y~hyh-+b,h-i.‘2b  ec.  Ecco  degli  Esempj. 

354..  I.  Risolvere  in  numeri  interi  I’  equazione  7  zz6x  — 
6y .  Poiché  7  non  è  multiplo  di  6,  il  problema  è  impossibi¬ 
le  (349)- 

II.  Risolvere  5  =  3*_4_y.  Sara  ,=  =  E 

(3óo)  ed  y  —  3E —  2.  Fatta  E  =  I  (351),  sarà  y  rri  ed  x  '-Z 
— o>  valori  minimi  (351);  dunque  poiché  ò  =  3,cC^ 
à,,g—oyh—ly  sarà  *  =  3,7,  Il  ec.,  y  z=  I  ,4,  7  ec.  (353)  # 

III. ' Risolvere  nooo^yx  -4- 13^.  Sarà  x  — —————  ^ 

E  --  — (35°)  — - (350  =  — --(35°)  edy-f/E-* 


)(  i35  X 

4-  Fatta  E“i,  sarà,  y  —  5  valor  minimo,  x  —  Z?-~ — — 

9 

215-  valor  massimo  (351);  dunque  poiché  fc~9,c  3=  13 ,gz=. 
21 5,/r  =  5,  sa rk  *=1215,202 , 1 89  ec.,^  =  5>I4>23  «c.,  e 

cr  2 1  S 

le  soluzioni  sono  — f- 1  =  — ?  -4- 1  =  17  (353). 

C  1,3 

IV.  Un  Mercante  per  saldo  di  1200*  offre  una  stoffa  di 
j  2l  il  Braccio,  un’altra  di  5*;  in  quanti  modi  può  saldare? 

Poste  y  le  Br.  della  prima  stoffa,  x  quelle  della  seconda,  sa¬ 
rà  1200  =:  $x  -+  ?y  ,  onde  »  ±±  — — '—J£  =  E  rz  —  ^ 

5  5  5 

(351)  —  QL  —  2L,  y  ~  5E.  Fatta  E  rr  1  ,  sarà  y~ 5,  ed  x  — 
5  5 

233 

533;  le  soluzioni  sono  1=134. 

V.  Un  Mercante  cambiò  brillanti  in  perle  ,  oltre  alle  quali 
ebbe  i6;;  ogni  brillante  vale  1872'  e  ogni  perla  253:  quan¬ 
te  perle  ricevè  ?  Siene  y  i  brillanti,  x  le  perle,  si  avrk  1872^=: 

&Sox  "+  I  ^  >  ed  - 1— —  Ei=— - ì^.  Ma  qui  il  nu- 

253  253 

mero  N(w)  che  dee  moltiplicare  il  rotto ,  non  vedendosi  ,a 
Colpo  d’occhio  (351),  opero  come  di  fac¬ 
cia,  e  trovo  subito  (58)  N'  =  2 ,  N'':i=0,  053 

N/7/  =: 5 ;  dunque  E  —  LLoI^~_1^^—  .  .  iol  .  .  .  2  =p 
253  51  •  •  •  i=jf 

^  SCr‘V0  —  y  Perc^^  ( 6° )  i  quo-  1  ■“  * 

zienti  sono  in  numero  impari  )  ed  y  ~ 

25 3E  —  80  (35!).  Fatta  E  —  I  ,  viene  y  —  173  ed  .x  =  1280, 
mìnimi  numeri  di  brillanti  e  di  perle  che  il  Mercante  abbia 
potuti  dare  e  ricevere. 

355.  Con  questo  metodo  può  esprimersi  più  semplice- 

itLente  un  rotto— =:  —  quando  basta  una  certa  approssima- 
A  x 

zione,  col  solo  fare  x~  — ?  =:  —E  ,  essendo  n  \in  in- 

B  -B 

^ero  da  aggiungersi  o  togliersi  per  aver  1  approssimazione  ri¬ 
chiesta;  onde  il  segno  =:  è  qui  di  adequazione  piuttosto  che 

l’egualità.  Sia  B=:I2o,  A  =1281;  dunque  — —  —  E  =: 

129 

2.'3v'+*/z  f2'?vrtnl°8 

— ,  e  poiché  si  trova (58) Nv=: 28 ,  verthE=:- - -  - 

129  129 


n  — 


X  >36  )( 


onde  y  — 129E  ±  28 n,  ed  *  — 
129 

28lE±6ln.  Col  segno  -+,  fatta  E=o,n=: 

.  «  .  139  y  28. 

I ,  sata  *=28,  x  —  6 1,  e  —  =  —  =  — m- 
J  381  x  61 

circa  :  col  segno  — ,  fatta  E  =  I ,  n zz  1 ,  sa- 

v  129  IOI  .  . 

taii  =  101,  x  =220,  e  —  incirca,  e 

J  281  220 


129 
23  • 
14  • 
9  • 
5  • 
4  • 
X 


■  5=/> 
1-3 
,  1  =  ** 
.  I  =  * 
.  1  =  * 


questi  rotti  son  sì  vicini  al  dato,  che  niun  altro  vi  si  ac¬ 
costa  tanto  con  sì  piccoli  numeri,  come  può  vedersi  facen¬ 
do  x—g^vic,  y  —  h-\-mb  (352).  Si  noti  però  che  se  ra  de¬ 
terminazione  dell’  arbitraria  n  renda  28«>  129  (  come  se  9* 
facesse  n  —  5),  o  dovranno  togliersi  gl’interi  dall’  equazio¬ 
ne  E  rz  prima  di  cavarne  il  valor  di  y ,  o  dovrà  pren- 

129  J 

dersi  E  positiva  e  negativa  nell’  equazione  y  =:  l29E±28n. 

356.  Trovare  un  numero  x  che  diviso  per  i  numeri  no¬ 
ti  a,b,c  ec.  dia  per  resto  altri  numeri  noti  m,n,p  ec.  Dun- 
,  x  „  ni  rx  x  -,  n  TTT  x  p  _ 

que  I.  —  zr  E  — f*  —  ,  II.  —  - —  E  h — — ,  HI.  — . —  E  H —  oc.  »  ® 

a  a  b  b  c  c 

la  I.  da  IV.  x  —  aE-4-m,  valore  che  posto  nella  II.  da  un 
equazione  tra  E  ed  E';  onde  trovata  E  da  questa  come  si 
trovò  y  (351),  viene  dalla  IV.  un  nuovo  valor  di  *  in  E'> 
che  posto  nella  III.  da  un’  equazione  tra  E'  ed  E";  trovata 
dunque  E'  da  questa  (351),  si  ha  dalla  IV.  un  nuovo  valor 
di  x  in  E"  ec.  Preso  in  fine  per  E"  un  intero,  si  hanno  1 
valori  che  soddisfanno  al  problema. 

Esempio.  Un  avaro  ha  molti  sacchetti  di  1200*  1’  uno- 
Contandogli  a  3  a  3 ,  non  vi  è  avanzo  ;  a  1  a  n ,  ne  avan¬ 
za  I;  a  io  a  io,  ne  avanzan  6:  i  sacchetti  eran  più  di  ioo 
ma  men  di  300  e  se  ne  cerca  il  numero.  Sia  x:  si  avra  E 

—  =  E,  II.  iZ'-I-E',  III.  --  —  E",  e  perciò  IV.  *  = 
3  2  io 

3E ,  valore  che  cangia  la  II.  in  — - -  —  E'  ==  — 

E —  c 

— r-1*»  onde  E  —  ^rE'-hg,  e  la  IV.  diventa  a:=:2lE'-+  15' 


valore  che  cangia  la  III.  in  —  E",  ondeE'=loE  " 

io 

9,  e  la  IV.  diventa  *  ~  2I0E"  —  174.  Presa  E"  =  I  ,  si  *lJl 
*  =  36»  minimo  dei  numeri  che  divisi  per  3,  per  j  e  pef 
io  danno  i  resti 0 , 1 ,  <3  :  se  E"—  2,3, sara  *  =  24 6 , 456  ;  dunque 

i  sacchetti 


)(  >37  )( 

%  sacchetti  sono  246. 

.  357.  Con  questo  metodo  sisciolgon  molti  problemi  relativi 
al  Calendario.  Vogliasi  l’anno  dell’  Era  Cristiana  in  cui  si  ebbe 
17  di  Ciclo  Solare  ,  6  di  Ciclo  Lunare,  e  5  d’indizione.  E’  noto 
che  il  Ciclo  Solare  è  un  periodo  di  28  anni,  il  Lunare  o 
Numero  Aureo  di  19,  e  l’  Indizione  di  15-  Perciò  chiama- 

^  .j  _  *X  ■  ^  ^  TTT 

to  *  l’anno  cercato,  saia  I.  —  —  =E,11.  — ^ - E  ,  HI. 

fLT-i  —  E",  onde  IV.  «  =  28E.rbI7>  valore  che  riduce  la 
.  Is  ■8HE-4-II  r.  9E-VU  _ (9£ -<- ■  1  )a _  —  3  e 

■■  a  —  79  19  ‘  9  19 

mutati  i  segni  (35 1  )  »  E  =  I9E'*+  3»  ed  x  —  53~E  *+101  ,  va- 
,  Trr  532E  -+9Ó~  v"—  i*2,  6  — 

loie  che  riduce  la  III.  a - —  11  —  ' 

I4E  -+  12 .  e  mutati  i  segni,  E'—  l5E/;-4- 12, ed 

1  <>  15 

x  —  i9SófL"-b  64S5  •  $e  E"— o,  I  ec.,  si  avrà  «=6485, 14465 
cc.  :  ma  poiché  quest’ anni  appartengono  al  Periodo  Giulia¬ 
no,  il  cui  principio  precede  di  47*3  annl  quello  dell  Era 
Cristiana,  bisogna  sottrarre  4713  da  queste  epoche  differen¬ 
ti  per  ridurle  ad  anni  della  nostra  Era  che  soddisfacciano 
alle  tre  condizioni  del  problema .  Fatta  la  sottrazione  da 
648 <5 ,  si  ha  1772:  sicché  dal  principio  del  Mondo,  come  è 
fissato  dall’ordinaria  Cronologìa,  il  solo  anno  1772  della  no¬ 
stra  Era  ha  17  di  Ciclo  Solare,  6  di  Lunare  e  5  d’indi¬ 
zione.  Sottraendo  del  pari  4713  da  14465,  si  ha  9752  °he 
nell’Era  nostra  soddisfi,  alle  stesse  condizioni  ec.  Questo  Pe¬ 
riodo  Giuliano,  prodotto  di  28XI9XI5>  è  preferibile  al  D10- 
nisiano  che  essendo  il  prodotto  di  28X19»  abbraccia  pochi 
avvenimenti  e  comincia  75  ann>  dopo  Cristo. 

Problemi  indeterminati  degli  altri  gradi • 

__  M//b~+cx-+-dx*-hec.\ 

Data  V  equazion  generale  y  —  y  ^  '  9 

trovar  per  y  1°.  dei  valori  razionali:  2°.  dei  valori  interi :  30. 
tutti  i  possibili  valori  interi,.  Ecco  il  problema  che  com¬ 
prende  la  completa  dottrina  degli  indeterminati  eccedenti  il 
primo  grado  ;  niun  Matematico  lo  ha  sciolto  finora  intera¬ 
mente  ,  e  quella  stessa  porzione  che  se  ne  è  risoluta ,  non 
può  qui  tutta  inserirsi:  ina  almeno  toglieremo  a  questi  prò- 


.)(  138  X 

M  2 mi  una  certa  aria  di  mistero  con  cui  soglion  trattarsi  da* 
gii  Analisti. 

^  b-+  car-H  dxz  -+■  ec. 

Sia  primieramente  mzz  i;  sara  >  = - - — -  — — ■ — , 

p-JrgX-±hxx-3rCC. 

ove  y  non  supera  il  primo  grado ,  mentre  x  ascende  ad  u- 
na  potenza  qualunque.  Dato  un  valore  ad  *,  si  avrà.  sem¬ 
pre  y  ;  ma  come  averlo  in  numeri  interi  e  positivi.?  Ecco¬ 
ne  le  regole  . 

3^8.  Sia  v~— fatta  la  divisione  attuale  finché  si 
gx  -+p 

elimini  x  dal  dividendo,  se  è  possibile,  si  ha  gy—c-\- 

e  però  (gy  —  c){gx-4-p)zzbg—  cp:  dunque  i  nu- 
gx  -+p  * 

meri  gy — ctgx-+p  debbono  esser  due  fattori  del  numero 
bg — cp .  Chiamato  m  uno  di  essi,  n  l’altro  (  l’uno  e  1’  al¬ 
tro  coi  segno  ±  se  bg  —  cp  sia  positivo;  e  l’uno  con  sfc,  l’al¬ 
tro  con  qp  se  sia  negativo  )  «ara  gy — c  =  77;,  gx  -+-  p  —  n, 

,  771  c  n  — p  .  v  , 

onde  y  == - ,  *  — - cioè  per  aver  y  intero  ,  dovran- 

g  g 

no  prendersi  quei  fattori  m  che  uniti  a  c  son  divisibili  per 
o-,  e  i  loro  corrispondenti  n  daranno  necessariamente  intero 
anche  x. 

Esempio.  Sono  in  un  Albergo  degli  uomini  e  delle  don* 
ne,  e  tanto  quelli  che  queste  spendono  24*;  ma  ogni  uomo 
spende  più  d’ ogni  donna.  Cerco  il  numero  degli  uni  e 
dell’ altre  .  Sieno  *  gli  uomini,  y  le  donne:  si  troverà  y  = 

-r-^— ,  e  però  c  =24  ,  b  —  o  ,  o-= — l ,  p  —  24  ,  bg — cp  za — 
24  —  •* 

576,  i  cui  fattori  (  l’uno  con  i,  l’altro  con  =p  )  sono 

w  — ±576  ±288  ±192  ±  144^96  ^  ±64  ±  48 

72  — I  qr  2  4=  34=  4^  ^ +-  9^12 

771  pr±  36  ±  32  ±  24 
n  —  4:  164:  184=  24 

e  poiché  - =  —  m — 24,0?  = - £  =  24  —  n,  per  a- 

g  g 

ver  y  positivo,  converrà,  prender  per  m  i  sóli  fattori  nega¬ 
tivi  non  minori  di  25 ,  e  perciò  i  soli  corrispondenti  positi¬ 
vi  per  7* ;  onde  le  soluzioni  saranno  io  cioè 

>  =  552,264,168, 120,72,48,40, 

*=  23,  22,  21,  20,18716,15, 

y—  24,  12,  S 

*=  12,  8,  6 


359-  — ~~  i  verrà.  (g'y-dgx  —  cg-vdp) 

gx~\-p 

(gx^-p)  —  bg^dp^  —cgp.  Fatto  gly  —  dgx  -cg-bdp^z 
,  n  —  p  m  -k-drt  -4-  cg — 2 dp 

tn,gx-Jrp  =  ni  stira.  x~  -~~,y  — - jp - »  c loe 

per  avere  a:  intero  dovranno  prendersi  quei  fattori  n  di  bgx  -4- 
dp'  —  cgp  che  diminuiti  di  p  son  divisibili  per  a;  il  resto  si 
fa  come  sopra  :  e  col  metodo  stesso  si  risolvono  gli  altri  ca¬ 
si  assai  fari  dell’ equazion  generale  y  —  ec. 

360.  Ma  sia  y  =  ———  d’  onde  x  non  può  eliminarsi  : 

1 0  se  ò=ff*±  rnp ,  fa?toP  x—np±g ,  verrk  y=  nxp  ±  2 ng  zfz 
m ,  ove  <f  o  m  possono  anche  essere  zero:  2  .  qualunque  sra 
l,  si  cercherà  un  numero  p  tale  che  pp  -4-  b  sia  quadrato 

(2f ) ,  presi  per  p'  1  numeri  minori  di  —  p  -h  1  positivi  o  nega¬ 
tivi,,  tra  i  quali  dovrà  trovarsi  se  pure  esista  (3Ó.140.):  e 
dedotto  di  qui  x  (  per  esempio  x  —f),  sarà,  anche  x—ftt 
mp  (36.13°.).  Si  noti  però  che  se  p  sia  numero  primo 
(  fuorché  2  ),  e  b  non  multiplo  di  p  e  non  quadrato,  non 

PzlL 

idra  a?1  ±b  un  multiplo ,  di  p  se  non  lo  sia  (  sp  b  )  1  —  I  : 

poiché  se  x%  ±  b  è  multiplo  di  p,  si  avra  (  36  •  9° •  )  x*  —  t- 

t  _  pjzl 

h,x=feb)*  ed  xP  l  —  l-{T.h)  *  —  1  :  ora  il  primo 

membro  è  multiplo  di  p  (36.12°.)- 

Problemi  indeterminati  del  secondo  grado  . 

Sia  in  secondo  luogo  m  ~2:  sarà y-^J » 
e  perchè  y  sia  razionale  dovrk  trovarsi  per  *  un  tal  nume¬ 
ro  Che  dia  —  —  Q,  intendendo  per  Qun  numero  pia- 

p-hgxcc.  ... 

drato.  Or  se  U  primo  membro  potrh  cangiarsi  in*±d,che 
resti  un  quadrato ,  diverso  certamente  dal  primo,  ma  sempre 
indicato  ner  Q,  si  avra*  ±d  =  Q  ed  *  =  Q+r  d  ;  onde  preso  per 
Q  un  quadrato  qualunque  intero  o  rotto  (  cioè  fatto  Q  = 

Al  essendo  A,  a  due  numeri  avbitrarj ,  interi  e  primi  tra 
od  .  ... 

loro  ),  si  otterrà  jr  razionale:  anzi  se  possa  giungersi  alme¬ 
no  a  quest’  altra  equazione  *  ^  \/(Q  +  d),  e  si  sappia  ren- 


)(  J4°  X 

der  razionale  la  formula  -v/(Q=pd)>  anche  in  tal  caso  sarà 
y  razionale .  Con  tre  principi  si  ridurrà  1’  equazione  a  quc<4 
sci  due  casi . 

361.  1°.  Una  potenza  indeterminato.  Pw  può  eguagliarsi 
ad  uri  altra  o  data  cm  o  indeterminata  xw-,  poiché  essendo 
P  arbitrario  ,  può  farsi  P  =  c ,  P  =  x  ,  pnde  P'"  ==  cm ,  P*  =  xm  • 
2°.  Una  potenza  aOT  moltiplicata  o  divisa  per  un’  altra  bw> 
ne  dà  sempre  una  del  grado  m  ;  infatti  supposto  axl>  —  & 
ovvero  a-.bzr.dy  sarà  dmxbmrzcm  ,  am  :bm  —  dm  :  30.  La  for* 
mula  *J(Qzj:d)  si  rende  sempre  razionale  sol  che  si  fac* 

eia  (153),  e  perciò  V(Q  =P j  =  •  •  • 

A1  zt  a2d  ,  „  ,  . 

— —  ove  a  e  un  numero  dato  o  da  prendersi  comunque. 

362.  Di  qui  si  ha  che  se  bc  sia  un  quadrato ,  lo  sarà 
anche Infatti  da  òcrrQ  viene  (361.  2°.  )  ~  =  Q  —  -C~ . 
Onde  se  Q  c  un  multiplo  d ’  un  numero  non  quadrato  b  ,  Lo 
è  anche  la  sua  radice  i  poiché  da  Q  =  bc  si  ha  ~  =z—  zr 

Q'  e  VQ^VQ'- 

363.  Ma  si  applichino  quei  principi  al  seguente  problema: 

i  miei  scudi  son  tanti  che  aggiunto  ad  essi  o  tolto  1  ,  fanno  un 
quadrato:  quanti  sono?  Sicno  x  ;  e  si  avrà  x  -+  1  =:  y2 ,  *  — 
J  r:zz  .  Parrà  che  x  pòssa  trovarsi  in  più  modi:  1°.  som¬ 
mando  le  due  equazioni  *  il  che  dà  x  =  ;  20.  molti¬ 

plicandole ,  il^  che  dà  x2  —  i  —  y2z2  =  Q  (361 . 3°.  )  x2  =  Q-h 
I  »  ed  x - 2Aa  (3^1 *3  •)>  3  ■  dividendole,  il  che  dà 


~ì='s  =  Q(36i.3*.),  ‘d  *  =  Ma  la  relazionò  in- 

determinata  dei  due  quadrati  y2 ,  a2 ,  o  non  dà  i  valori  di  x 
o  gli  dà  uniti  coi  falsi.  Convien  dunque  determinare  y2,z2 
sottraendo  1’  equazioni ,  il  che  darà  2  =  y2  —  z2  onde  z2  -+ 

2=y-=Q,  c  perciò  z’=Q-2,z-—Z?£  (361.3-.), 

e  quindi  x  z=  z'  -4- 1  —  Ò1  1  a* 

4,az  A4' 

^14.  Pento  ciò,  abbiasi  i°.  yzzz  fjcic  ;  dunque  cx~Q  ed 
X~^~à2c  t  fatt0  Q  —  *V>  si  ha  *  intero:  2°.  yzr 


b#)i  b^cx  =  Q  ed  *=^-— = - r - ;  *  intero  si  ha 

'  c  a  c 

nei  casi  di  sopra  (360):  30.  y  =  {cx-Jrlx‘1  )y  ex  -+  lx 1  — 

«  =  (36..2°.)  =  ^-+4«d»  =  §^-1=~^;ri- 

soluta  l’equazione  A2  ••  a2Z  ~  I ,  come  s’insegnera. ,  viene  x  ìnfero . 

365.  Sia  anche  y=2*Jlxzy  onde  lx*  =zQ  ed  * 

quindi  se  si  sviluppi  y/l  (<5l),  e  trovati  i  quozienti  jd  ,jp  ,p 
ec.,  si  formino  le  consuete  equazioni  M=o,N — I  ec.  (58J  » 
e  si  prenda  per  x  una  delle  varie  M  e  per  VQ  corrispon¬ 
dente  N,  si  avrà  per  Q  — Z*2  =0  un’ approssimazione  in  va¬ 
lori  or  positivi  or  negativi  (  60  )i  che  sono  anche  petiodici 
(>[).  liceo  questi  valori  calcolati  fino  al  ritorno  di  I,  nella 
seconda  colonna  della  seguente  Tavola  per  tutti  i  numeri 
^/\  non  quadrati  fino  a  loi  y  sottinteso  alternativamente  a 
ciascun  valore  il  segno  -4-  e  —  :  la  prima  colonna  poi  mostra  i 
quozienti  p  yp"  ec.  (  poiché p  è  in  principio  )  per  formar  l’ equa¬ 
zioni  M  — o,Nr=  I  ,M'=  I  ,N'  —  p  ec..  Di  qui  risulta  che  se 
in  Q—lx'  —  k  sia  k  tra  quei  valori  o  vi  si  possa  ridurre,  le 
M  ,  N  corrispondenti'Tl  k  daranno  per  x  dei  valori  esatti  . 

v/2  |  "]vri4|v'i9|v'aajv'flZ|V3>  jV34|\/4° 
e  == 1  !e  ==  3  /»  == 3> = 4 '/* = 4>  ==  s  e  =f  s;^ = *  />-f 


•Vi,Vio 


ì|j  il; 


if;r,3  ■v'<.s|_*k.  _A. 

gl'  p  -syso  v/23 


y/ 5  jv'ii  éU  l>=4/>  =  4  >°|  1  v/32  ,°j,° 

_4U  é.  *=:i t/t,  *>  p=ì  :  :  e==<s 


-JlL  ^  —  4  v/2  1 


>  =  2  v  t2|_8K_  .p=4  v/24  ;  }  __lLi  — 1  -i  -- 

•1: /r,3  v/i«  I  l  t= 4  »  f  V33  ^+3 


?!  I  \A°  ì!  **v^6j  7(4 1'  ì\  7  Ir? 

Vfti  :  \ltf  ?l  ih?  4frJ  ‘l'ì 

'il  il  ii.ò  ji  hv*i 

Ws!  ili  Hi'1!':? 

*  5  *  —r  I  5  ì  lì—, - -  — ; -  « 


41  '  -"u  ,  ,  3  1  ■  I  5  "  (* 

ili 

j'u?  ?(  ■-  ^23  VZ9  _llj 

||  \  ||  4  — —  il  y  P  —  H  p  =. 8  ,/qo 

y—z  «(  7  V6o  a|  7  .i  .  i.  i  V 

46  3  7  *  „  5  6  ,  9  71  1  y  9—9 

.4  4^  =  2  16  }  5  g  7,  ? 

-?_iLi  ;l;  _lLì  >  9  ■«■»;  i  ; 

■i  Vs4  ?  :  i  _lU.  .  . 

4? 

5  II  ?  V/6  I  ■«  4  v/74  ..  .  _d* 


/S4  ?  ■; v<5»  :} iM-: 

<  =  1  't  '  ;  «=8  >«  9 ’/8c.  ,  2^94 

~  •  -\Lit=i  .s  9,t=v 

4  5  v/ól  16  4  1/71  1|  »  __iLi  *|  1  : 

61  y 4 1  1  V  ^  irt  16  /q  „  2l>1 3  1 

1  2  P  —  2  *7V~  />  —  8  i|tV°9  5  6  f 

2.  9  li  >  V^9  '  ,.  ,  —  p-  =  p  1 

>4  5  4  «*  p  =  S  ■  ..  10  V/^2  2.  ,  '\  V 

^  !  i  9|  ■•  :ì!f=9  !  !.  fi"?  - 
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P=ì  lì’s-  4l«i  -lj-1  -7x7  »8-  «  ;  *• 
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Cosi  se  sia 
•f  ~  13,  si  avran¬ 
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365.  Abbiasi  ora  xzz  ^ [h^rcy  -+fyx ) »  dunque  h-+cy-i- 
fyzzzQ,  e  i°.  se  h  -+•  c -+f=  m 1 ,  sarà.  mx  -+•  cy  -+•  fyx  —  Q  -+■ 

.f-t-c;  fatto  Q  — m*  (361 . 1°.)  si  \\siyzzltzz - j. —  I  :  2°.  se 

cangiato  segno  a  c,  sia  h  -r- c  -+f  zz  m*  y  si  avrà  mz  -tb  cy  -+• 
fyz—Q-ì-f — c ;  fatto  Q  =  m%  viene y=z —  1 ,  :x  i  - - j. 

367.  Ma  in  generale,  po.ic-hè  x  ;=V  (  7iH-cyr*-/)i2  )  si  ri¬ 
duce  a  '2,fy-Vczz  y/ [  c%'+i\fxz  —  4  fh  ),  prendo  Adxc2 — 4/ù, 
Z  tz  4  ed  ho  k  -+■  Z.*2  x:  Q  :  or  da  2ty  -+  c  zz  ±z  y'Q  si  ha  y  zz  _ 

/j)  _  £ 

^ — ,  intero,  se  -y/Q  — .  c  sia  multiplo  di  2/*, 

368.  Dunque  1°.  se  si  presenti  jjer  .r  un  vajor  che  sod¬ 
disfaccia  all’  equazione  k-+lxzz^Q,  il  problema  sarà  risolu¬ 
to,  e  un  valor  di  x  ne  da  per  lo  più  molti  altri,  come  ve¬ 
dremo:  2°.  se  k  -+  l  —  gx ,  sara  gz  -\-Lxzzz  Q  -+  l ,  e  Q  —  gz 

dà.  a;  —  I  :  -3°*  *!e  kzz?nx9  S3, ra  ~  x:  Q  —  /,  ed  a:  :x  .  .  .  . 

y-~rT~r"r,:  ed  A2— -a2Z  o  i,o2,.o  sumnaultipio  di  m ,  da  « 
et  A  jf:  a  L 

±  A*  ^zazk 

intero:  4  .  se  lzzmz,  S3ra  m  x*  zz  Q  —  k  ed  x  = - r - —  ; 

n  x  sAain 

fatto  flxi,  viene  -2Amxzz  Az —  k,cioc  Ax—gArnx  —  A(A  — 
~>nx  )  zz  k  zz  gf  (gt  f  s on  due  fattori  interi  di  k ,  ambedue  con 
sfc  se  k  è  positivo,  e  1’  uno  eoa  db,  1*  altro  con  =4,  se  c  ne¬ 
gativo).  Posto  A zzg ,  A 2mxzzg- —  Q,mx  zz  f,  sarà.  — ~~xt 
intero,  ove  la  differenza  dei  fattori  sia  multipla  di  2 m:  50 
Se  con  ±  £  qp  Zx2  xz  Q  si  abbia  klzzgz ,  verrà.  zzkl+ 

ZQ(3<5l .2°.)=<g*HhZQ,  onde  (163. 3°0 VQ=  »  ed 

*_v/(*Z:pZQ)  q(A zmaH)  ,0  ,^y  ,  ~  .  . 

— - - -  —  ~  - - — ---  :  0  .  se  con  k±lx~—0  si  ab* 

l  Z( A  ±a  lj 


$>ia  k  —  V^lg1,  fatto  Q=:/i2,  viene  *  —  g:  70.  se  k—m*'* 
nr  ed  l— — f2,  o  l  zz  mx  -+  n2  e  — /*,  saia  nel  primo 

n  tfi 

caso  m2-+-  n2 — fx  x%zz  Q  ;  e  Q  —  m  2 ,  —  n2  da  x  —  — ,  =  y» 

nel  secondo,  — /2  -+  ( m2  -+  «* )«1  =  Q'»  e  Q  —  mxxxt  zz 

ri1  x%  da  \  8°.  se  k-¥lxx  possa  sciogliersi  in  due 

n  m 

fattori  razionali ,  onde  k  -+  Ix 2  —  (gx f)(ix  -+-  /i)nQ  — 
=  -fff.lt/,  verrà  *  =  ?!£l p°.  sefc-4- 

ix-\-h  A1!  —  aaor 

Za;2  contenga  un  quadrato  («  +  sf  e  due  fattori  razionali 
(gx-hf)  (ix  -4-  Zi),  fatto  (rx  •+  0*  =  saia  x=''~^*  ^ 


—— 

369.  Infine  se  Z  sia  negativa,  come  k  —  ly*  —  z'~y  biso¬ 
gnerà  che  sia  lyx  <k  ovvero  y  <L  J  si  vedrà  dunque  se  tra 


i  numeri  minori 


di  —  se  ne  trovi  alcuno  che  soddisfaccia , 


Oppure  divido  1’  equazione  per  yx ,  la  moltiplico  per  k>  e 
fatto  --Xy-^zJQ,  si  ha  kl kxl  =  Q,  che  si  scioglie 

y  y 

col  seguente  . 

370.  Metodo  Generale  per  aver  x  intero  o  rotto  (  se 
sia  possibile  )  nell’equazione  £-+-Zje2  =  Q,  ove  gl’  interi  k>l 
non  son  quadrati,  k  non  è  multiplo  di  quadrato,  ed  Z  è  po¬ 
sitiva.  Osservo  che  in  queste  ipotesi  a:  sara  primo  a  \/Q  e 

a  k\  poiché  se  fosse  xzzax'  y  VQ  —  ,  verrebbe  —  -+ 

lx,x~ =  Q',  onde  volendo  interi,  dovrebbe  k  esser  multiplo  di 
a 2  contro  l’  ipotesi:  che  se  fosse  k  zzak' >xzzax  ,  verrebbe 

k'~\-  alxri  —  — ,  onde  volendo  interi,  dovrebbe  Q  esse?  mul- 
a 

tiplo  di  a-,  e  giacché  a  per  ipotesi  non  c  quadrato,  dovreb¬ 
be  anche  -y/Q  esser  multipla  di  a  (362),  cioè  y'Qr^aVQ  > 
che  si  è  trovato  impossibile .  Perciò  se  k  sia  multiplo  d  un° 
©  più  quadrati,  come  in  k— axg  ,k~axb\f  ec.  y  dovranno  e- 
gaminarsi  oltre  l’equazione  jfc -t- ?x  2  =  Q  anche  g  -4-  lyx  = Qa 
f-\-  Iz1  rr  Q  ec. ,  moltiplicando  poi  per  a  i  trovati  valori  di 
^,-v/Q,  e  per  b  quelli  di  a,^Q. 


371.  Osservo 


)(  *45_)(, 

37 1.  Osservo  ancora  che  — -j— =  1  e3'°e  c^'  ^  primo 
membro  sia  un  intero  :  essendo  pertanto  *  primo  a  VQ  e 

a  t  (370),  farò±VQ  =  ^-^'<"  ci  *  *ono  “*?  "T 
Vj(’  „  7.  /n  mmo  note,  si  sa  (3M)  che 


a  fc  (370),  tarò  :£VVZ  :=«•*  — **  V  “  v“  ~  .  .  " . 

nate  ),  e  riguardando  »,WQ  come  note,  si  »  )  che 

quest’ equazione  può  sempre  risolversi  tn  numeu  interi.  \et- 


Q  — Z*4  ( nx—kx')*  —  lxz__ 

ra  dunque  —  ^ —  — - jf" 


(  nr  —  l)x'  —  2knxx'-+-  *a  x*  >  numcro  intero  se  lo  sia  .  . 


1LTll  (3 60).  Ciò  premesso: 

*  ,«  Calcolo  i  valori  di  Q-i*\(3«5).  e  «  tra  que- 

.  'V  i  rnl*  suo  segno,  il  problema  e  sciolto ,  presi  per  VQ> 
Tì*Ua  di  N,M  corris?cmdemia a  *:  ma  se  * ,  , benché ^ 


noredeTvalor  Massimo  di  Q-Z*4,  non  vi  è,  il  problema 
è  impossibile:  2°.  se  k  è  maggiorerei  massimo  valor  di 

Q- 


k  -4-  lx*  =Q 


.Z*4,  cercati  tutti  ì  numeri  <  —  -+  1  (3<5°)  tal*  che 
sìa  **'-4-Z  =  na  (  se  non  ne  trovo,  il  Problema  è  parimen¬ 
te  impossibile  (37 1  )  )  >  Pongo  ± 

=  nx  —  kx'  ,  e  sostituito 
nella  data  questo  valore  e  quel¬ 
lo  di  ri1  —  Z  —  kk'  ■,  ottengo  I  = 
k'x*  _  2 nxx  •+  kx'1 :  3°.  molti¬ 
plico  questa  per  k',  e  fatto  \/Q!  — 

A'* —  «*',  Uovo  fc'-+-Z*'4  =  Q'> 
simile  alla  data,  e  che  tratto 
precisamente  come  quella ,  fin¬ 
che  k ' ,  k"  ec.  sia  tra  i  valori  di 
Q  — Z*4.  Ecco  di  faccia  1’  equa¬ 
zioni  necessarie  all’intento,  del¬ 
le  quali  si  vede  la  legge 


kk  -+• 1  zzzrr 
±  VQ  —  nx  —  kx 

I.  ±JQ'—k'x  — nx ' 

*'-+-Z*'a  =  Q' 


**''-+ Z  =;/1 
II.  ±/s/Q'—n'x,—k,x" 

III  .±VQ"=*'V—nV' 

Q" 


juali  si  vede  la^  egge  •  „x»  =  q,  ove  *=lol,  Z=  13. 

Calcàl3Q-M.3^  (365)  ^1 -cui  valor,  è  più  grande  1  = 
I£I  _t_  !  tale  che  sia  loifc'-H  I3  =  na ,  e 


loi .  Cerco  k'  < 


trovato  *'=12,  onde  n  =  S5,  P°”f°  ] 

io d’onde  l’equazione  12-4-13*  - ^  ,  simile  aua 
data,  ove  *'  =  1 2  supera  sempre  i  valori  di  Q-I3*  •  Cer¬ 
co  dunque  ife"C^--bI  per  aver  I2fc  ■+  13  —  71  *  e  uovo 


T 


*.rO 


)(  U6  )( 

—  — I  >  1 ,3  »  on^e  r2/=  i  >  5 » Z  »  ed  osservo  pure  che  I2rz 
'.3,  onde  debbo  esaminare  anche  l’equazione  3*4- 13&"2  = 
Il  primo  valor  di  k'  —  —  J  dall.  ±  VQ' —  ri 'x  —  k ’x "  zz 
'  —  1 2x" ,  e  quindi  III.  ±  /^Q"  zz:  Jfc'V —  n'x"  zz:  —  x 
x" ,  d’  onde  1*  equazione  k'  -\-lx"xzz. —  I  -4-  l^x"%  tzzQ"  »  si* 
inile  alla  data,  ove  k"zz^  I  essendo  tra  i  valori  di  Q  — 
l^x7,  ,  dal  suo  corrispondente  in  MW,NV  licavo  jc"zz:  5  »  ^ 
VQ"—  18:  da  questi  che  pongo  nella  III.,  ho  x\zz  13,  — * 
23 -,  onde  la  II.  dk  ±  —  —  4?  »  — 83,  e  quindi  dalla  I. 

ottengo  *  —  34, —  74,  ambedue  interi.  Gli  altri  valori  di 
le"  e  l’equazione  3 -+  l3x/3r=Q' ,  danno  per  ^  dei  rotti. 

Del  resto,  senza  tornare  indietro  per  1’ equazioni  III» 
II,  I,  si  hanno  i  valori  di  x  dalle  seguenti 


per  una  equazione 


per  cinque  x 


_  (  n-+n'  )  (  n'x"±  -x/Q") 

k'V 

p _ [(n-+n/)(n-j- ri") —  k'k‘'][n"x"'±  y/Q' "]  ^ 


k'k''k 


(  n  -4*  n'  )  x"‘ 

J' 

per  sette  x  «»  —  1  ,  v  ’0 f 

[  .-v»  ±  y'Q'-'  ]  -  _  x" 

374.  Se  fc=l  ,  poiché  1  è  sempre  tra  i  valori  di  Q  — » 
Ix*  (365),  la  formula  i-fZ^riQ  sarà,  sempre  risolubile  in 
interi:  chiamati  t,u  i  più  piccoli,  si  avrà,  per  tutti  gli  altri 

(u—t</lr  ,0  _ 

*“  %Jl  ’  “ . .  * 

tiZlf ^LL ,  ove  m  è  un  intero  qualunque  pò* 

sitivo . 

375.  Coi  valori  **  =  ^  ,0-4  ,  sarà.  k—£- — ,  eh* 

c  c  c 

posto  in  JH-Z**,  da-^H-Z(*1  — ^)=Q  =  (  — -1-—  (  *  — 

c  c‘  et 

~))*>  supposte  indeterminate:  quindi  x  zz  , 


au 1  —  2  ftu-balt*  .  .  .  .  . 

- — T~r~T*~, —  >  e  P*esi  e,u  interi,  si  avrà  x  rotto. 

c(«l—  Ut) 


.  .  X  *4?  )( 

376.  Se  si  voglia  intero,  fatto  c  —  I  ed  u"1  —  lt%  —  i ,  si 
avranno  i  valori  diversi  di  t  yu  (374),  da  cui  verrà  *  = 
a(u2-*-Zt*) — 2ftuzz2u{au — fi)— a. 

327.  Sia  ora  y  —  y/(b~hcx  — t-  dx*  — H  exJ);  dunque  Z>-f- 
cx-bdx*-{-ex*  =  Q,  ciò  che  si  ottiene  in  due  casi:  i°.  se 
bzznr,  si  ha  77i2H-cx  =  Q  —  dxz  —  ex*,  ovvero  (  151  ) 

=  <£**  — e*1-;  ora  -^-=g,  Qs#  (W -4* g»)* 

‘2m  $mz  2m 

da  a?  —  C  si  ha  ancora  m2  -f-  ex  -1-  dx2  =  Q  —  ex* ,  ov- 

/  ex  d\A\*  „  c’x1  cda'J  d*x4 

vero  (I5I)  (ra-4._^.  — ) 

ex* ,  ed  eliminato  ( 1 53  )>  *  &*t0  S-»  .,M|°  ~  ^  » 

Q  — (  m-^-gx^r  frx2  )* ,  viene  x  —  ——^:  2*.  se  b  ex  -+ 

cfx*  _4<  ex*  abbia  due  radici  eguali  che  si  otterranno  al  soli¬ 
to  (335),  saia  b-\- cx-ìr  dx* -ì-ex*=.  (px-i-q)2  (#*-t*jO  =  Q> 

Q  —  f  A  *  —  a%f 
onde  gx  -+/=  Q  (361)  eA  *  =  —  ' 

378.  Se  la  formula  sia  dxz-+ex*~  Q~d-+cx  (36*)»  sa¬ 
rà.  *  —  Q~UL  —  ÙlJTJÙI .  Se  sia  ex*  =z  Q  =  ex,  sarà,  a?  — 


329.  Sia  infine  y  =r  &  -+  ex -+  dx2-+-  ex1  -+fx+)  ;  dun¬ 
que  b  -+cx*+  dx2  -1-  ex*'-)rfx*  —  Q  ,  ciò  che  si  Ottiene  in  tre 
casi:  1°.  se  b  —  mx ,  sarà.  mz-+- ex dxxzzz  Q— ex*  —  fx* >  e 
cxx*  .  c  _  d-sj1  , 

compito  il  quadrato,  eliminato  e  fata  — -S"’ T/n"  ~~ 

Zt,Q  =  (/7i-t-£x-t-Zix2  )2,  si  ha  x  —  2°.  se/=m*, 

sarà.  m^H-èx’^dx^Q—cx-**,  e  compito  il  quadrato, 

eliminato  — e  fatti  —  —  g,  > Q—  (nix* -+ o-x-f- 

47712  2/71  2/71 

Zi)2,  si  ha  x  =  — 3°.  se  5  =  m‘,  /=  n%  sarà.  iti2  -4- 

C—2gh 

t*-+nV=:  Q _ do?2  —  ex*  »  e  compito  il  quadrato  e  fatto 

■^=£,Q  =  (mH-^x-+-/ix4)  »  si  ha  se¬ 

gno  ±  e  x  è  perchè  m2,rc2  sono  nell’equazione  senza  777 ,  n  )  ; 


X  *4»  )(  ,  .  , 

si  ha  pure  n*i:4-+-  ex*  =  Q  —  dx~  —  ex,  e  compito  u 

quadrato  e  fatto  =  g,  Q  =r  (  nx*  r+gx  -+  m  )* ,  saia  *  —  *  • 

380.  Si  osservi  i°.  che  l’ equazione  5  -hcx3  M-.fr4  =  Q  sj 
risolve  nel  caso  di  f—m%  compiendo  il  quadrato  ex}-+m*x 

cd  eliminandone  allora  «  =  (  e4  —  6&m6  )  ;  e  se 

4/n  be,/7i 

bzzm*,  fatto  Q  =  viene  x=  — 20.  che  se  in  ex  *+ 
ex3  -+/x4  —  Q  sia  /=  m* ,  si  ha  (361  )  max4  -+  ex  =±  Q  — 
— ,  e  compito  il  quadrato  e  fatto  ~  —g,  Q=  (  mx  *+  g)2  » 

sarà  e  se  c  —  m*  if-—  y  fatto  x  —  14  >  verrà  7»  *+ 

cs4-hn4z^  —  Q  cioè  naztf  4*  ez4  ~  Q — ni1,  e  compito  il  qua¬ 
drato  ,  e  preso  ~  —g>  Q  =  (  ns3  -+•  "z  )* ,  si  ha  za  =  x  ^ 

772  ;  30.  e  se  in  ex—  dx*  -hfx*zz  Q  sia  fzzni2,  y  fatto  max4  — 
£*  _ 

Q,  sarà.  x  =  — ;  se  c  =  m*,/=  n4,  fatto  x  =  a4,  verrà. 
d 

d 

=  Q —  n**5,  e  compito  il  quadrato  e  preso  — 

£' >  Q  — (m  >  S3  ^  • 

381.  Ma  se  £> -4-  ex -+dx*H-  ex3  -+-/x4=:Q  divenga  ex3 -4 
/x4  =  Q  =  -^-h/,  sarà,  x  =r  qZ~f=A^lFf'J  e  se  divenga 

dx*-4-fx4  —  Q  —  d-ì'fx* ,  si  risolve  come  sopra  (368). 

382.  Trovato  un  valor  di  x—7i>  sarà,  i  4  ex  4  dx*  H- 
cx3  -\-fx*  zzb~\-ch-\-  dh%  -4*  e/z.3  -+//14  =  Q  =  ;n* .  Pongo  x  = 
3>-\-hy  e  sostituendo  viene 


X  *49  )( 


b  = 

^-cx  —  ■+  C*  H-cfc 

-4-  dx%  3  ■+  <***  -\-2dhz-\-dh 

■_e*3-  *4-  e*3  -+  JeW 

^  y-^4  zz.fz+-\-  dfhz1  -+■  t>fh.‘zi  -4-4.f/l  ~  ~+.f ^ 

Cioè  fz+^tfh-J^ófh'z1^-  4 .(V  *  =  S 

H-  e  -f“  3e^  *+3e": 

-+  ti  -+■  2ci/t 
-4-  c 

,  t.  n-r  ultime  termine,  si  risolve 

formula ,  che  avend  P  dk  un  nuovo  valor  di  a  . 

coli  le  regole  date»  e  il  valor 

Problemi  indeterminati  del  terzo  grado. 

3 

48».  Sia  in  terzo  luogo  m  =:  g;  sark  »  =  V  (i  -+  « 
rfu‘-+?*,)S  «  P«che  ,  sia  razionale,  bisognerà  far  i 
“*  J.  fj  -C  (  intendo  per  C  un  numero  cufco  ), 

cfàti  ottiene’  in  tre  Lii  1°.  se  »=•«*.  »*  «»  -t-  c, 

C  —  dx'  —fa'  ,  Ovvero  (  1 55 )  (  <* •+  )3  —C~dx  '/*’  ‘+ 

iiu.f.’fL,  e  fatto  -^.=5,C  =(»-+«»)»».«  ha  a  = 
3m}  ‘22ms  3°» 

d  —  3/^i .  2«.  Se  /—  mJ ,  sarà.  m3*3  -+  dx"1  ~  C  ex  b ,  ov- 

£3~/  ri  d1*  dì  .Taf 

vero  (  1 55  )  ( mx  "t*  )3  =  C —  c*  ^ b  **  sm^  2?7/i6’ 

t»  ha *=  3°’ se  i= 

3m  .  .  ,  ì—C _ c*  —  dx1 ,  ovvero  (  1 55 ) 

m3  »/— n*  »  sar^  771  72  A’  a  a _ c  _ j*a  ,  e  fatto  C  =: 

(  m  -+■  na?  )3  —  C  -+  3m  n*  -+  3m”  *  -  c*  ^  ’ 

'  c  —  3m  n 

f  m  H-  nx)*  ,  si  ha  x  ~d  * 

•  o  3  t„  qe  nella  formula  5  -4*  ex  «4-  fr3 
384.  Si  osservi  I  .  che  se  nci  ___  ^ 

.  or  3  3  — r  sarà,  anche  Afri - ì  a°.  che  se 

Sia  jf—  m3 ,  fatto  m3*3— L,  sarà.  c 

-  ,  ,  7  a__r  o‘.  rn-iten^a  un  quadrato,  onde  sia  per 

mb  +  cx  +  d* ;^^^(p-+2*r=C,  si  avrà  (361) 
esempio  oH-«  +  w  3  '  7  A? 

£kii-j:  =  -/_=c  ed  .=€^=21^:3-,  che 
(p-+  2*)3  p*+j*  2^  * 


+ 1  *  » 


X;  150  )( 

se  in  b  -f  “h/*3  s^a  bzz  m }  >  fatto  mi  zz  C,  Sarà  an¬ 
che  xzz—jr* 

385.  Ma  89  la  formula  b  -4-  cx-+  dxi~{-fxì  —  C  divenga 

cZx‘  -+/* J  =  C=- H- /  (361),  sarà  «  =  — —  =  Se 

*  C— /  AJ  — aJ/ 

divenga  Z>  -f  ca-  zz  C ,  sarà,  jc  zz  —  —  —  Se  diven- 

c  a3c 

,  ,  „  <*  -d-  a*d  c 

ga  djc  zzCzz  —  s ara  a:  —  .  Se  divenga  c*zzC,sa- 

C  AJ 

là  *  z= — zz~—.  Del  resto  un  valor  di  a;,  ne  dà  per  lo  piò 

c  a‘c  * 

molti  altri  (382). 

Problemi  indeterminati  di  tutti  i  gradi  a  una 
o  due  incognite . 


386.  I  .  Sia_y  —  A^/bx  di  grado  pari  o  impari;  poi* 

chè  bxm  ~lzz?mzz  bx±  1  ( 361  )  *  sarà  a;  —  P~  1  ;  e  si  os¬ 
servi  che  se  772±i  è  numero  impari,  sarà  m  numero  pari; 

onde  se  voglia  Cangiarsi  bx™ ±  1  in  quadrato,  sarà  P^zz 
*  ,  x  —  ¥  b  e  bx  zzP  b  ;  2°,  sia  ^  zz 

■+*  .v  )  di  grado  pari  o  impari;  poiché  bx'-Y 

z  X  —Y  zzb-Yz  X  ,  sarà  x  zza  (  P  _ b)l:^°. 

sia  yzzy/ (bm-bdxm-h  ex m  "  1  )  di  grado  pari  o  impari;  poi¬ 
ché  b  -fi ix  *+  c*  ~*zzP7,  fatto  P m  zzò™ ,  viene  x  zz 
-d±lc*1. 

387.  La  formula  generale  b-+cx-+  dx*  -+• . .  H- 

w  .v*  diviene  una  potenza  perfetta  in  più  casi:  iù.  se  Vpo- 
tenza  del  grado  tti  ,  si  càngia  in  potenza  del  gradò  n\  in¬ 
fatti  se  b-Y  ex ^ . -+  W*”z^(ù* -*-//•,  posto  (  hx  -f 

ri*  ,=>£*'  .  prt50  P 

A»  v  _  A *—a\f  0 

fl*  ’  Saia  f  "7  2°k  fiC  *  il  piodotto  di  due  poten* 


X.W.X 

Se  del  grado  f*,  m-—p,  si  cangia  in  altre  simili,  e  nell’ es¬ 
presse  dai  fattori  di  —  fi ;  poiché  sarà. 

<*>  xm  zz{hx  -+  f)1*  (  «x  -+  k  )U  ^  =  =  (  g*  -+  #)m  ^ 

(36l  ),  che  si  tratta  come  il  primo  caso,  ec.,  e  se  ^  gr, 

si  avr'a  (7,*  -+ff(gx  _  k  /"_r  =  P?=(^  Hr 
(361),  che  pur  va  come  il  primo  caso,  ec. ,  ove  osservo 
che  se  m — /u  —  I ,  la  formula  si  cangia  in  potenze  dei  gra¬ 
di  in ,  m — 1,  e  nell’ espresse  dai  fattori  di  m,m  —  i:  poiché 

seò-t-cxH- . -4-  m**  =  (  k-x  -hf)m  (gx  •+  k)~ 

=¥£$ 361)1  sari  * = **•**• se 
è  la  somma  o  la  differenza  di  una  potenza  del  grado  /a  e 
di  un  prodotto  di  fattori  razionali ,  si  cangia  in  quella  pc.- 

tenza  ;  poiché  se  b  ■+  ex  H-  .  .  .  ,  -+■  ux  —  ( h~x-\rf$ *  rf 
{gx  k)(rx  -+s)  ec.  =:  P^  ,  fatto  (7i#  _+/)**  — P**, sarà 

^  jL  - ^ 

— _  ,  x  =:  —  ec.  :  40.  se  ò  c  -t-  ...  .  •+  w  =  mr ,  si  can- 

#  r 

già  in  una  potenza  del  grado  r;  infatti  da  ;«r_f  cx-4-...Hr 
»xm  =  Pr  -+  c  -+  .  .  .  -4-  w ,  posto  mr  —  Pr ,  viene  .  . . 

—  1 ,  a  cui  evidentemente  soddisfa  x  —  I  :  50. 

c .. .  h-u> 

se  tentando  si  trovi  un  valore  adattato  di  x . 

388.  La  formula  %  =  ^{brxz  -4*  dy*  )  di  grado  pari ,  si 
risolve  in  numeri  interi .  Poiché  fatto  b1xx  -\-dy‘l~  — 

dyz—bzxz—Q,  o  =  Q  -+  d  (361),  sarà  ~  =  .  .  . 

A 2-faM  ,  2AaPw  _  AaP"  __ 

2Aa  ®  *  -À^a1d-'i(A*4.aX/) 


- -  flM  1  /  a  .  a*d  . 

had)  A  -4-  —  —  -) 


_ — _ —  —  ..Eguagliando  P  agli  otto  denomina- 

*  ,  ^  x  r  A  o-i  s 

a  A  a  a  A  ' 

tori,  si  hanno  otto  formule,  presi  A,  a  in  modo  che  <*,.)> 
risultino  interi,  il  che  sempre  può  farsi.  Ecco  le  prime  due: 
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y=2ha<  1 ,  bx  =  (  A'-  -  a~d)  (A'  -+  a'd)”  : 

e  si  noti  1°.  che  se  le  formule  abbiano  un  fattor  comune, 

come  x  —  n^  "1  y  =  — ,  si  dovranno  divider  per  esso 
nf  ’  Ti f  j  Aa 

e  poi  ridurle  :  3°.  che  se  A1  -+•  a'd ,  —  (  A1  -i-  axd  ) ,  —  *+ 

ad  ec.  sia  potenza  mS*’ma ,  si  farà  non  piùP  maP?"=A  ■+ 
ali,z:-(A*4fll<l)«c. 

389.  La  formala  di  gtado  impaù,« 

risolve  in  numeri  interi.  Infatti  Sara  bx%  -+  dy'=  P'  » 

ei  =  tZZl=rJ£ -q- iP2'’"1'1  -  W  (  361) . 


vero,*  =  ?l-^=Q  =  tn>2^I-M^:  ma  .  .  . 


=t _ e  dP 

-  fc.« 


^p2m  H-  I  _p _ e  1  —  (3^6) ;  dunque  so¬ 

stituendo  ed  estraendo  la  radice  ,  si  troverà  y 


.  n2m  -4-  r 

^AaP _ _  _ ec  ,  ovvero  jc  zz  •  •  • 

bm  ( A 1  -+  aaòd  )  (  Al 

*  -4*  I  a  ~p“772 

2  AaP _ _ _ Aar _ ; _ ec.  come  sopra  (388)* 

cZw  (  A1  *+  a*bd  )  ^dm  (A1  •+  azbd) 

Fatto  ?  —  b(  A1  -+  a*id)  ec.,  ovvero  P  =  <*(  A*  *+  «***) 
ec.,  si  hanno  sedici  formule:  altre  sedici  se  ne  hanno  os 
servando  che  i  due  fattori  b,d  di  a‘bd  posson  distribuir,! 
tra  i  due  quadrati  A %aa.  )Poichè  se  sia  A  -*•  a  od  ’ 
A1—  abdzz 22,  quadrando,  sottraendo  ed  estraendo  la  ra 

dice,  verrà  A  a  —  y/  H_ZL?_  —  *  onde  se  •  •  * 

fca  ^  a 

£-±I  =  A ’*  ,P^rJL  —  a'*  t  sommando  e  sottraendo  si  avrà 

2p  (  =  A2  -i-  fl*M  ) = &  A71^.  da'1 , 23  ( = A“  —  axbd  )  =  & 

dcT~  e  2Àa=3AV.  Ecco  le  prime  due  formule  :jy=  2  Aa& 

(  A  -+■ 


-jL+1  onde  se  .  .  • 

"v  O  d 


ti  parte  nel  primo  e  parte  nei  secimuu  b»™  - 

I.  Come  dimostrerete  che  il  comun  divisore  trovato  con 
ia  data  regola  (56)  è  massimo ? 

II  Dimostrar  le  regole  date  ai  numeri  78,  79»  °3  • 

*  .  iii.  Uno  mi  dice  :  la  meta  de’  miei  scudi  col  loro  terzo 
.e  quarto  gli  supera  d’  uno.  Quanti  scudi  ho?  Risultato.  12. 

IV,  L’  età  a  di  uno  è  n?la  di  quejla  d^suo  figlio;  tra 
quanti  anni  nar'a  Ri s.  Tra  anni 

v  D'i»do  3  soldi  per  uno  a  dei  poveri,  mi  mancano  9 
soldi-  ma  dandone  2,  me  ne  avanzan  2.  Quanti  sono  i  sol¬ 
di  ed  i  poveri?  Ri».  I  soldi  son  24  e  1  poveri  II. 

VI.  Uno  avea  61  quando  tirò  il  salano  di  5  mesi:  2 

mesi  dopo  avea  già  spesi  del  suo  denaro-,  ma  riscosso  il 

salario,  si  trovò  con  99'.  Quanto  avea  il  mese?  Ris.  30* . 

VII.  Uno  lascia  ai  nipoti  j 20000  ,  cioè  12000  a  cia¬ 

scun  maschio,  e  9000  a  ciascuna  femmina.  Se  avesse  la¬ 
sciate  0000'  ai  maschi  e  12000  alle  femmine,  sarebbero  a- 
’  annoi.  Quanti  sono  gli  uni  e  1’ altre?  Ris.  7  ma- 


IX.  Diviso  un  numero* 


numero  c  c*. 
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ia,  Il  se  è  asso,  12  se  è  due  ec.,  ma  1  altre  carte  del  Ifto»* 
ce  vaglion  ciascuna  un  sol  punto.  Fatti  i  monti  e  rese  le 
carte  d  avanzate,  se  ne  avanzano,  si  chiede  quanti  punti  * 
facciano  le  prime  carte  di  tutti  i  monti.  Ris.  x  —  d-\-b{c-^r 
3  )  —  a. 

XII.  I  crediti  di  7  persone  sommati  a  6  a  6  sono  994» 
1036 ,840,910, 896,952, 882.  Qual  credito  ha  ciascuna? 
Ria.  Il  credito  d’  una  z—91 ,  e  di  qui  gli  altri. 

XIII.  Quali  sono  i  numeri  x  ,y  la  cui  somma  è  a,  e 

quella  dei  lor  cubi  è  b  ?  Ris.  y  —  ~±  ^  - J ,  e  di  qui  x . 

XIV.  Qual  è  il  numero  »  le  cui  potenze  m,m~h 2  pre¬ 
se  1’ una  p  e  l’altra  g  volte,  si  eguagliano?  Ris. xzz^/I~. 

XV.  Son  20  tra  uomini  e  donne  in  una  Locanda ,  e  gli  * 
tini  e  l’altre  spendono  24*;  ma  ogn’ uomo  spende  i;  più 
cl’ogni  donna.  Quanti  son  gli  uni  e  l’ altre?  Ris.  Gli  uomi¬ 
ni  sono  8 . 

XVI.  Dimostrare  i  teoremi  dei  numeri  8.,  36., 44.  IV- 

V.,55. 

XVII.  Un  mobile  fa  miglia  9  nel  primo  giorno,  8  nel 
secondo  ec. ,  un  altro  ne  fa  nel  primo  giorno  27  ,  nel  se¬ 
condo  18  ec. ,  ambedue  in  progression  geometrica.  Qual  è 

il  loro  viaggio  per  tutta  1’ eternità?  Rii.  8l .mi°' 

XVIII.  Due  Corrieri  con  le  celerità  m,n  partono  nel 
punto  stesso  1’  uno  da  Firenze  per  Livorno  ,  1’  altro  da  Li¬ 
vorno  per  Firenze,  c  la  distanza  tra  questi  due  luoghi  c  a. 
Ove  s’ incontreranno  ?  Ris.  Sia  x  la  distanza  tra  Firenze  e 

il  punto  d  incontro,  e  si  avra  x~ - . 

m-t-n 

XIX.  Un  orologio  tra  le  5  e  le  6  ha  la  lancetta  dei 
minuti  su  quella  dell’ ore.  Che  ora  è?  Ris.  Ore  5,27'  —  . 

XX.  Tre  cagioni  separatamente  producono  i  tre  effetti 

nei  tempi  Qual  tempo  x  impiegheranno  a 

produrre  insieme  l’effetto  <?'"?  Ris.  x~ - _ _  . 

céY'- f-  e'tt" 

XXI.  A  pose  in  società  il  doppio  di  B  e  di  più  :  A 
ebbe  di  guadagno  66osc'  e  B  300.  Cerco  i  capitali  e  il  frut¬ 
to.  Ris.  Il  capitale  di  B  è  25 5C';  il  frutto  è  di  12  per  1. 


yylj  „  '  X  ‘SS  )( 

a  All.  Un  peso,  un  numero  o  una  misura  di  due  ma¬ 
terie  vale  p  jp"  e  con  la  mescolanza  di  pesi,  numeri  o  mi¬ 
sure  m',m'  di  esse  vorrei  fare  i  pesi»  numeri  o  misure  m 
di  una  mateiia  media  onde  un  suo  peso,  numero  o  misura 
vaglia  p.  Date  quattro  delle  sei  cose,  trovar  1’ altre  due. 
Pth.Si  avranno  V  equazioni  m  -f  ni"  ■=.  m ,  e  pm—p'm'-\> 
p  rm!r . 

XXIII.  Dovendo  A  pagare  a  B  una  rendita  a  per  t  an¬ 
ni,  compresa  o  non  compresa  quella  che  scade  oggi,  con¬ 
viene  di  saldarlo  interamente  con  abbonargli  il  flutto*  sem¬ 
plice  ad  m  per  100.  Qual  somma  x  riscuoterà  B?  Ria.  Nel 

Primo  caso  a?  ~  — ■(  200 — —  —  ,  nel  secondo  x  — 

2  (  Tilt  —H  IOOJ 

£t[  200-4-  m{t —  I  )  ] 

2(™t-f-Ioo) 

XXIV.  Data  al  frutto  semplice  di  m  per  i  una  sorte  c, 
risolvo  di  consumare  in  t  anni  e  sorte  e  frutti  spendendo 
Annualmente  un’ egual  somma  x.  Cerco  *.  Ria.  x  ziz 

,  me  (  m  -4-  I  )* 

(  m  -h  i  y  -~l  * 

XXV.  Col  metodo  dèi  coefficienti  indeterminati  calco¬ 
lare  i  rotti  i°.  o. 

{a-b  x)zdt[a~b  x)  n  . . 

{ax-b-  x*  rfc u&)  —  ( ax  -b  x *zh  mi  rb ux)  ^ 

‘  RlS . : 

o  {‘2ax~bxz).i  azuz  a4uJ 

•  -  (a+rjryjZZZ?  f  CC’:  2  •  *  '  ’  ' 

I  au _ ^  (3a  -Jr^ax)uz  (5aj  ~b  l‘2az  x  -4  8a„v2  )a3  ^ 

i  ^x{ax^xz)^  8o:(aar-+^  l6x(  ax~i-xz)* 

XXVI.  Sommare  i  rotti  decimali  1°.  0,00330033  ec. , 

~°-  0*4059090  ec.  Ris.  Il  i°.  è  il  2°.  —  — . 

303  2200 

XXVII.  Sommare  n  termini  della  serie 

.  X  xz  X1 

1  V  T  >  x(x~b  I  )(x  —  I  ) 

r*  ec.  Ris.  La  somma  e  — - — - — ---= - '  —  .  * 

*  (j?  —  i  y  *  *  * 

n  f  2x  \ 

t  *"(•»  —  I )  'x  —  I  '+  nJ' 

XXVIII.  Per  ia  Regola  di  doppia  falsa  posizione  calco¬ 
lare  il  valor  di  r  nell’equazione  rr~  2000.  Ris.  r  —  4,8278. 
XXIX.  Le  tre  cifre  d’  un  numero  son  tali  che  il  loro 
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prodotto  e  54  >  somma  dell’  estreme  divisa  per  la  media 
è  6,  e  sottratto  594  dal  numero,  si  han  le  tre  cifre  stesse 
in  ordine  inverso.  Che  numero  è?  Ris.  923. 

XXX.  Il  Comandante  d’  una  Fortezza  assediata  scrive 
al  Generale  che  tante  sono  le  Centinaja  de’ suoi  soldati  quan¬ 
te  le  unita  nella  radice  positiva  dell’equazione  x^-^2xì — 
2xz  —  i8xrr2S.  Come  spiegherete  la  cifra?  Ris.  I  soldati 
erano  200  . 

XXXI.  Determinare  i  fattori  della  quantità  4 a'b1  — 

(o2-+hl — c2;*.  Ris.  I  primi  due  sono  c—z t(a  —  h),  gli 
altri  due  = 

XXXII.  Estrar  la  radice  quadra  da  1 1  120 ,  da  39  -b 


V5  eda«V-J-Ri*.I0.v'<S-<-v'S:2o.  -\J 

32-pSl):  3».  V3-.V- 


V( 


-3- 


XXXIII.  Quali  sono  i  due  numeri  Ia^cui  somma  è  a  e 
il  quoziente  del  minore  diviso  per  la  radice  cuba  del  mag¬ 
giore  è  or?  Ris.  Il  minore  è  g  4V(-4^  ))  -b 

XXXIV.  Risolver  1’ equazioni  x*-b6xi  —  i2^H-6=r:o  ed 
ar4 — l8*a-4- 25*-bó  —  o .  Ris.  I  divisori  della  i*.  sono  x1  rfc 
•*V —  6  nP  V  —  ó;  della  2\  sono  x* —  5x4-6  ed  -**-b5*-bI  - 
XXXV.  Trovar  per  approssimazione  la  radice  dell’  equa¬ 
zione  x3  —  1 3 v  45  =  0.  Ris.  x~  —  3,2843. 

XXXVI.  Trovar  la  radice  della  generale  equazione  xn — 

n  —  I  .  n — 2  n  — I  n  —  2  ,  .  n -> 

n . - abx  — •  n - . - ab  (  a.  -+  b  )  x  0  

2  2  3  ' 

n — I  n — 2  n — 3  4  n — 4 

n- - . - . - -ab  (az-i-  ab  b  )  x  4  t-  ec.  Ris.  x  zz 

3  3  4 

ft  tt 

(i\/b  —  byja 


\/  a —  y/b 

XXXVII.  Con  monete  di  io  e  di  5  paoli  in  quanti  mo¬ 
di  pùò  farsi  la  somma  di  paoli  405?  Ris.  In  40  modi. 

XXXVIII.  Quali  sono  i  numeri  multipli  di  1  che  divisi 
per  4  »  5  e  danno  1  di  resto?  Ris.  301,^21,1141  ec. 
XXXIX.  Certi  forestieri  spes.ro  20*  in  una  Locanda  a 

ragione  di  4*  per  Padrone,  di  40^’^er  Servitore  e  di  30  ^ 
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per  Cavallo  :  quanti  erano  i  Padroni  x ,  i  Servitori  y  ed  i 
Cavalli  z?  Ris.  Se  j^si  avrà  y  —  2  ,  —  $  c  zrrrtj,  — se 

sarà  ^^=3» a  =  4:  se  .v  —  3 ,  verrà  y  —  i,zz^:^. 

XL.  E’  egli  possibile  di  far  ij/  con  monete  di  2^S°^  , 
di  12,  c  di  6?  Ris.  Impossibile. 

XLI.  Esprimere  più  semplicemente  per  approssimazione 

il  rotto  0,5:15.  Ris.  ±t 

XLII.  Correndo  9  di  Ciclo  Solare  e  Lunare  e  3  d’  In-1 
dizione,  apparve  in  Cielo  una  grande  e  singoiar  Cometa. 
Che  anno  era?  Ris.  Il  1680. 

XLIII.  Trovar  due  numeri  x,y  la  cui  somma  sia  il 

quadrato  di  x^-^ry.  Ris.  x  =:  ;  di  qui  y  . 

XLIV.  Trovar  due  rotti  razionali  la  cui  somma  e  il  cui 
prodotto  facciano  due  interi.  Ris.  E’  impossibile. 

XLV.  Risolvere  in  rotti  o  in  interi  l’equazione  t£xz--> • 

I59  =  Q.  Ris.  *  =  4,  ~  y~  >  20  ec* 

XLVI.  Trovar  le  formule  del  n°.  374. 

XLVII.  Trovar  tre  numeri  x,y,z  tali  che  moltiplican¬ 
doli  a  2  a  2  e  aggiungendo  a  ciascun  prodotto  un  numero 
dato  b,  si  abbia  sempre  un  quadrato.  Ris.  z  — . 

'  r'  —  b 

- — - >  y  — - »  *  = - »  presa  r  ad  ar- 

2Afl  *  2J 

bitrio  . 

XLVIII.  Fare  un  quadrato  delle  due  formule  xs  — 
2pzx3  (  x-t-  I  )  -+  x  -+  p6  =  Q  ,  **  —  2 pzxì  -+  nzx  = 


X\i  y  j[  *.  j  j  .  2a.  x  —  _ -  # 

’  ‘2p‘ 

XLIX.  Un  Viaggiatore  osservando  le  rarità  di  una  Casa 
illustre  di  Toscana,  s’ invaghì  di  varj  Quadri  di  due  diverse 
Scuole  e  soprattutto  di  urto  in  Lavagna,  opera  antica  ove  è 
dipinta  una  Musa.  Voleva  acquistarli  e  ne  offeriva  in  prez¬ 
zo  una  Cassetta  di  fondo  quadro  piena  di  zecchini  disposti¬ 
vi  in  144  piani:  onde  essendo  le  pitture  di  ciascuna  Scuola 
tra  80  e  loo,  avrebbe  dati  per  ogni  pezzo  tanti  zecchini 
guanti  erano  i  pezzi  della  Scuola  ispettiva,  e  tanti  per  la 
Musa  quanti  erano  i  pezzi  delle  due  Scuole  moltiplicati  in¬ 
sieme.  Determinare  quante  erano  e  quanto  sarebbero  im¬ 
portate  le  pitture  di  ciascuna  Scuola,  quanto  veniva  a  pa¬ 
garsi  la  Musa,  quanti  zecchini  erano  in  ciascun  piane  del- 
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la  Cassetta,  e  qual  era  la  loro  somma  totale.  Rls.  Chiama¬ 
te  *  le  pitture  della  prima  Ssuola,  y  quelle  della  seconda, 
si  avrà,  x  —  4A2  —  4A  a  —  3^  ,  ed  y  =  8  A  a,  e  £itto  A 
6,  a— 2,  sarà,  x  —  84 ,^^96,  onde  il  prezzo  delle  pitture 
*  è  di  2o5ól-,  delle  pitture^  di  921 6‘*,  della  Musa  di  8064*', 
la  somma  degli  zecchini  24336,  gli  zecchini  di  ciascun  pia* 
no  169. 

L.  Nello  scavo  di  certi  fondamenti  s’  incontrò  un  pa¬ 
vimento  antico  di  ambrogette  quadre.  Quella  di  mezzo  era 
rossa  ;  intorno  a  lei  ne  eran  disposti  quattro  ordini  tra  ver¬ 
di ,  bianche,  gialle,  e  turchine;  e  col  prodotto  di  tre  ordi¬ 
ni  tra  rosse,  verdi  e  bianche  in  quattro  ordiai  di  turchine 
e  gialle  terminava  il  pavimento .  Se  ne  volle  ornare  una  sa¬ 
la  quadrata,  ma  essendo  troppe,  ne  fu  escluso  il  prodotto 
di  un  ordine  di  turchine  in  uno  di  verdi  e  in  uno  di  gial* 
le.  Si  sa  che  ogn’  ordine  conteneva  un  egual  numero  di  am¬ 
brogette;  ditemi  quante  ne  etano  in  Ciascun  ordine  ,  quante 
se  ne  trovarono  nel  pavimento  antico ,  e  quante  ne  furono 
impiegate  nella  sala.  Rìs.  Chiamato  x  il  numero  dell’ am¬ 
brogette  di  ciascun  ordine,  la  prima  soluzione  Sarà.  a;zr8, 
e  perciò  il  numero  totale  dell’ ambrogette  Sol,  e  le  impie¬ 
gate  nella  sala  289. 


FINE  DELL’  ALGEBRA . 


S9J  L/A  Geometrìa  prende  il  nome  dalla  mi¬ 
sura  dei  Terreni  a  cui  forse  fu  impiegata  in  origine . 
Archimede  ed  altri  Geometri  Greci  ne  estesero  l' li¬ 
so  ,  e  fatte  con  una  Risoluzione  o  Analisi  loro  pro¬ 
pria  molte  scoperte  ,  ne  pubblicaron  poi  la  Composi¬ 
zione  ,  o  la  Sintesi .  Euclide  le  raccolse  in  un’  Ope¬ 
ra  ,  ove  fissò  le  nozioni  equivoche  e  poco  familiari 
della  Geometria  ;  considerò  Y  Estensione  nella  sua  o- 
rigine  ,  e  dal  Punto  che  non  ha  dimensione ,  giunse 
ai  Solidi  .  Infatti  1  estensione  che  è  sempre  con  lun¬ 
ghezza  ,  larghezza  e  profondità ,  può  concepirsi  con 
1  una  senza  1  altra  ;  e  si  cerca  la  lunghezza  d’ una 
strada  senza  chiederne  la  larghezza ,  e  si  misura 
1  ampiezza  d’  un  lago  senza  curarne  la  profondità . 
Questa  astrazione  rende  più  semplice  la  Geometrìa 
Elementare ,  e  la  divide  in  tre  Parti  :  la  prima  con¬ 
sidera  la  lunghezza ,  cioè  le  proprietà  delle  Linee , 
le  qualità  degli  Angoli ,  e  la  descrizione  delle  Fi¬ 
gure  ;  la  seconda  esamina  la  lunghezza  e  la  larghez¬ 
za ,  e  valuta  le  Superficie  ;  la  terza  suppone  le  tre 
dimensioni  riunite,  e  determina  la  Superficie  c  la  So¬ 
lidità  dei  corpi . 


PRIMA  PARTE 

DEGLI  ELEMENTI  DI  GEOMETRÌA . 
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Da  un  punto  A  si  può  andare  a  un  altro  B 
per  un’  infinità  di  linee  .  Si  vede  però  che  una  dee 
essere  più  corta  d’ ogn’ altra,  e  questa,  qualunque  jsia , 
si  chiama  Linea  retta . 

392.  Dunque  i°.  la  vera  misura  della  distanza 
di  due  punti  A ,  B  è  la  linea  retta  AB  che  gli  unisce  : 

2°.  una  sola  retta  può  tirarsi  da  un  punto  a  un  al¬ 
tro  ,  e  perciò  due  punti  bastano  a  determinar  la  posi¬ 
zione  d  una  retta  :  tutte  1’  altre  che  si  conducessero 
per  gli  stessi  punti,  si  confonderebbero  con  la  pri¬ 
ma:  30.  due  rette  si  tagliano  in  un  sol  punto ,  poiché 
tagliandosi  in  più ,  avrebbero  comuni  tutti  i  punti 
d’  intersezione ,  e  si  è  veduto  che  non  possono  averli 
senza  confondersi . 

393.  Quando  due  rette  s’  incontrano  nasce  Ja 

retta  spezzata  .  Tali  sono  ADB ,  AFB ,  terminate  ai 
punti  A ,  B  come  la  retta  AB .  Ora  AB  è  più  corta 
d’  ogn’  altra  linea  terminata  ai  punti  stessi  :  dunque 
la  retta  è  più  corta  d ’  ogni  retta  spezzata  ,  condotta 
tra  gli  stessi  punti  •  Dunque  .anche  tra  le  rette  spez¬ 
zate  son  più  lunghe  quelle  che  più  si  allontanano  dal¬ 
la  retta ,  e  può  esservene  un’  infinità  Vi  sono  anche 
infinite  altre  linee  ACB,AMB  ec.  clip  terminando  al¬ 
le  stesse  estremità  A ,  B ,  cangiano ,  per  dir  così  ,  di¬ 
rezione  a  ogni  punto:  si  chiamano  Linee  Curve ,  e  tra 
esse  la  più  nota  e  più  facile  a  descriversi  è  la  Curv& 
Circolare.  >  1 

394-  Se  la  retta  AG  mobile  intorno  al  punto  A» 
fa  un’  intera  rivoluzione  ,  la  sua  estremità  G  descriv  * 
ve  una  curva  CEBDG  che  dicesi  Circonferenza ,  e  le 
spazio  da  lei  racchiuso  si  chiama  Circolo  (  non  Liso' 

gua 
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1  gna  confonder  queste  due  cose  ) .  Il  punto  A  è  il  Centro  2. 
del  circolo;  ogni  retta  AB  tirata  dal  centro  alla  cir¬ 
conferenza  si  chiama  Raggio  ;  e  BD  ,  raggio  prolun¬ 
gato  alla  circonferenza ,  sì  chiama  Diametro  . 

395.  Segue  da  questa  descrizione  1*.  che  tutti  i 
raggi  sono  eguali:  2*.  che  lo  sono  anche  tutti  i  dia¬ 
metri  :  3*.  che  ogni  diametro  divide  il  circolo  e  la 
circonferenza  in  due  parti  eguali .  Si  chiama  Arco  di 

i  circolo  una  porzione  CEB  di  circonferenza:  Settore , 
io  spazio  ACEBA  tra  1'  arco  CEB  e  i  due  raggi  CA , 

AB  :  Segmento  ,  _lo  spazio  CEBG  tra  1  arco  CEB  e 
la  retta  CB  che  è  la  Corda  dell'  arco  CEB. 

396.  Onde  1*.  una  corda  CB  è  più  piccola  del 
diametro  DB;  poiché  condotta  AG,  sarà  la  spezzata 
CAB  :>CB  (  393  )  :  ora  CAB  =  DB  ;  dunque  DB  > 

CB:  2*.  nello  stesso  circolo  o  in  circoli  eguali,  gli 
archi  eguali  hanno  corde  eguali ,  i  maggiori  corde 
maggiori,  e  reciprocamente  3*.  la  corda  CB  d’ un 
arco  CEB  è  corda  anche  del  resto  CHB  ;  ma  parlan¬ 
do  d’  arco  sotteso  ,  s’ intende  sempre  il  più  piccolo  : 

4*.  i  gradi  e  minuti  del  circolo  (95)  non  son  quanti¬ 
tà  assolute  ,  come  un  piede  ,  un  braccio  ,  ma  relati¬ 
ve  alle  circonferenze  di  cui  son  parti  simili . 

Angoli . 

397.  Se  due  rette  AG,  CD  si  incontrano  in  C ,  g. 
la  loro  inclinazione  forma  V  Angolo  ACD ,  cho  ha  per 
Vertice  il  punto  G  d’  incontro ,  e  per  Lati  AG  , 

CD  .  Se  f  angolo  si  indica  con  tre  lettere  ,  si  mette 

In  mezzo  quella  del  vortice  ;  se  con  una ,  ella  è  sem¬ 
pre  quella  del  vertice  . 

Gol  centro  G  c  con  nn  raggio  CK  descritto  V  ar¬ 
co  KE,  quest’arco  sarà  la  misura  dell’  angolo  ACD: 
^poiché  se  1’  angolo  aumenti  e  divenga  AG d  ,  o  scemi 
®  divenga  ACI ,  1’  arco  KE  aumenterà  0  scemerà  nel¬ 
lo  stesso  rapporto .  E  benché  col  centro  C  e  con  va- 
1  j  raggi  possan  descriversi  infiniti  archi  tra  i  lati  stes- 
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o.  si  CA,CD,  tutti  però  son  parti  simili  delle  loro  cir¬ 
conferenze  .  Onde  dicendo  che  1’  angolo  ÀCD  ha  per 
misura  l’ arco  KE  ,  s’  intende  sempre  il  numero  dei 
gradi  di  KE  e  non  la  sua  lunghezza  assoluta  :  quindi 
la  grandezza  d ’  un  angolo  non  dipende  dalla  lunghezza 
de  suoi  lati:  e  secondo  che  ha  per  misura  o  90*,  0 
più,  o  meno  di  90°,  è  retto  come  ACI,  o  ottuso 
come  ACD  ,  o  acuto  come  BCd  • 

0  39#.  Dunque  l’ intere  circonferenze  BHCB  —  7r  EICFE 

*■"  t'  misurano  i  4  angoli  retti  che  sono  intorno  ad  A,C,  co- 
e  me  gli  archi  DC~  A,ELzz  A'  misurano  gli  angoli  DAC  sr 

0  a ,  ECL  =  a':  perciò  ir  :  4  ;  ;  A  :  a  ^  —  e  *•'  :  4  '  I  A a'  zt 


4A'  ...  .  A 

e  quindi  a: a  .  ,  —  : 


,:;(5o8) 


A  A' 

—  ,  cioè  gli  angoli 


son  proporzionali  agli  archi  divisi  per  i  raggi . 

399-  Il  Complemento  d’ un  angolo  o  d*  un  arco  è 
ciò  che  loro  manca  per  esser  di  90*  ;  così  1’  arco  di 
5?*  31'  ha  Per  complemento  32*  29';  dunque  un  an¬ 
golo  ottuso  ha  per  complemento  ciò  che  deve  sot¬ 
trarsi  per  ridurlo  a  90° ,  onde  quello  di  119*  n'  36" 
è -29*  li'  36".  Ma  il  Supplemento  d’  un  angolo  o  d’ 
un  arco  è  ciò  che  loro  manca  per  esser  di  180*;  cos) 
un  angolo  di  35*  ha  per  supplemento  1450. 

400.  Onde  due  angoli  d’  un  medesimo  complemento 
o  supplemento  sono  eguali  ;  e  perciò  gli  angoli  ACD, 
BCF  opposti  al  vertice ,  col  medesimo  supplemento 
DCB,  sono  eguali . 

401.  Se  una  retta  DC  cada  sopra  un’  altra  AB , 
forma  con  essa  due  angoli  ACD ,  DCB  la  cui  somma  è 
sempre  due  retti  o  180°;  poiché  l’uno  è  supplemento 
dell’  altro.  E  perciò  la  somma  dei  quattro  angoli  ACD» 
DCB,BCF,FGA  vale  quattro  retti,  o  360°.  In  gene¬ 
rale  se  le  rette  ACB,DCI,ECH  ec.  si  tagliano  in  un 
punto  C,  la  somma  di  tutti  gli  angoli  ACD  -+  DCE  -+ 
ec.  che  son  da  una  parte  di  AB ,  è  1 8o° ,  c  la  somffl* 
da  ambedue  le  parti  è  360°. 
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Linee  rette  perpendicolari. 

Chiamasi  perpendicolare  o  normale  la  retta  che 
fa  retti  gli  angoli  nell’incontro  d’ un’altra;  così  DC  è 
dormale  ad  AB  se  gli  angoli  intorno  a  C  son  retti .  Le 
rette  DE ,  DA  diconsi  oblique  . 

402.  I.  Se  AG  sia  normale  a  DF  e  il  punto  G  d'  in> 
tersezione  sia  equidistante  dai  punti  D,F,  ogni  punto 
di  AG  sarà  equidistante  dai  punti  stessi  D ,  F.  Essen¬ 
do  G  equidistante  da  D ,  F ,  satà  CD  ==  CF  (392)  ,  e 
il  semicircolo  DEF  del  centro  C  e  raggio  CD,  passe¬ 
rà  per  F  (395)*  Condotte  dunque  da  È  le  corde  ED, 
EF,  poiché  per  ipotesi  i  due  angoli  in  G  son  retti,  sa¬ 
rà.  DHE  =  FIE  =  90°  (392);  dunque  ED=EF  (396), 
ed  E  sarà  equidistante  come  G  dai  punti  D ,  F  (  392  ) 
ma  due  punti  determinano  la  posizion  d’ una  retta  (392); 
dunque  ogni  punto  di  AG  è  equidistante  da  D,F. 

IL  Reciprocamente ,  se  ogni  punto  di  AG  sia  e- 
qui distante  dai  punti  D  ,  F  la  retta  AG  sarà  normale  a 
DF .  Poiché  descritto  col  centro  G  e  raggio  CD  il  se¬ 
micircolo  DEF  e  condotte  le  corde  DE  ,  FE ,  sarà  DE  3= 
FÉ  (392)  e  però  DIIE  —  FIE  =90*  (396);  dunque 
gli  angoli  in  C  son  retti ,  ed  AC  è  normale  a  DF  - 

III  E  se  AC  è  normale  a  DF  ed  un  suo  punto  A 
«  equidistante  dai  punti  D,F,  lo  sardinelle  ogn  altro 
suo  punto  E.  Poiché  se  E  non  lo  fosse,  non  "sarebbe 
ED  =  EF ,  nè  EHD  3=  EIF  =  90° ,  nè  gli  angoli  in  G 
sarebbero  retti ,  nè  AG  sarebbe  normale  ,  contro.  1’  i- 
potesi . 

403.  Dunque  data  la  retta  su  cui  vuol  condursi  la 
normale ,  basta  un  sol  punto  per  determinarne  la  posi¬ 
zione:  onde  una  sola  normale  può  condursi  da  un  pun¬ 
to  sopra  una  retta  data . 

404.  La  normale  DG  è  più  corta  di  tutte  Z’  oblique 
che  da  un  punto  stessi)  D  vanno  alla  stessa  retta  AB . 
Descritto  col  centro  C  e  raggio  CD  il  semicircolo  DEF 
e  condotte  le  corde  DE ,  FE ,  sarà  DF  <  DEF  (393)4 
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5.  ma  T)F  —  2DC  c  DEF  —  2DE  (  402. 1.  )  ;  dunque  2DC 
2DE  ,  e  DC  <C  DE .  Perciò  la  normale  DG  misura 
la  distanza  di  un  punto  D  da  una  retta  AB.  Sciol- 
ghiaino  alcuni  Problemi. 

^  405.  I.  Dividere  in  mezzo  la  data  retta  DG. 

Coi  centri  D ,  G  e  col  raggio  stesso  DG  descrivo  due 
archi  che  si  seghino  in  G ,  H ,  e  la  retta  GH  condotta 
per  G ,  H  dividerà  in  mezzo  DG .  Poiché  condotti  i 
raggi  DG ,  DII ,  GG  >  GH ,  sarà  DG  =  DG  =  DH  = 
GG  =  CH ,  e  i  punti  G  ,  H  saranno  equidistanti  da 
D ,  G  :  lo  sarà  dunque  anche  il  punto  F  (  392  )  e  però 
DF  =  FG . 

II.  Da  un  dato  punto  G  fuori  d'ima  retta  AB  con- 
dur  sopra  di  essa  una  normale .  Presa  un’  obliqua  GD 
come  raggio ,  e  descritto  col  centro  G  1*  arco  D3IG , 
divido  in  mezzo  in  F  la  retta  CD  (4C5.I.),  unisco 
GG,FG,  e  sarà  GF  la  normale  cercata.  Perchè  i 
due  punti  G  ,  F  sono  equidistanti  dai  due  D ,  G  ,*  dun¬ 
que  lo  sono  tutti  ì  punti  di  FG  (392);  dunque  GF 
è  normale  ad  AB  (  402.  IL  ) . 

ITI.  Da  un  punto  F  dato  nella  retta  AB  alzar  so¬ 
pra  di  essa  una  normale.  Presa  FD=FC  e  coi  cen¬ 
tri  D,G  e  col  raggio  stesso  DG  descritti  due  archi 
che  si  seghino  in  G  ,  unisco  DG  ,  FG  ,  CG ,  e  sarà 
FG  la  normale  richiesta.  Perchè  DG  =  DG  =  CG; 
dunque  i  due  punti  F  ,  G  sono  equidistanti  dai  due 
D,C;  dunque  FG  è  normale  ad  AB. 

Perpendicolari  nel  Circolo . 

4 e6.  I.  S*e  dal  centro  C  oltre  i  raggi  GF,CG  si 
conduca  sulla  corda  FG  il  raggio  normale  CM ,  egli  di¬ 
viderà  in  mezzo  la  corda  FG ,  /’  arco  sotteso  FMG 
l'angolo  contenuto  FGG.  Conduco  le  corde  FM,G3I. 
Essendo  per  ipotesi  GF  — CG»  il  punto  G  sarà  equi¬ 
distante  dai  punti  F,G;  ma  di  più  CD  è  normale  ad 
FG;  dùnque  anche  i?  punti  D,3I  saranno  equidistan- 
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t!  da  F,G  (4e2.HI.)  e  pero  I)P  —  T1G ,  MF  =  MG ,  - 
MIF  =  MLG  (396)  ed  FCM  =  GCM  (397). 

II.  Reciprocamente,  se  la  corda  FG  è  divisa  in 
mezzo  dal  raggio  GM,  egli  sarà  normale  ad  FG  e  di¬ 
viderà  in  mezzo  l ’  arco  FMG  e  /’  angolo  FCG  .  Perchè 
i  due  punti  G,D  sono  equidistanti  dai  due  F,G,  lo 
è  dunque  anche  M  ;  dunque  DF  =  DG  ,  MF  =  MG  , 

MlF  =  MLG  ed  FGM  =  GGM . 

Nel  modo  stesso  si  prova  che  se  1’  arco  FMG  o 
l’angolo  FCG  è  diviso  in  mezzo  dal  raggio  CM,  que¬ 
sto  è  normale  ad  FG,  e  divide  in  mezzo  FG  e  l’an¬ 
golo  FCG  o  1'  arco  FMG. 

III.  E  se  la  corda  FG  sia  divisa  in  mezzo  dalla 
normale  MD  ,  questa  prolungata  passerà  per  il  centro 
Ci.  Essendo  MD  normale  ad  FG  ed  un  suo  punto  D 
equidistante  dai  punti  F,G,  lo  sarà  anche  ogn  altro 
suo  punto  (  402.  I.  )  :  ma  il  centro  G  è  equidistante 
dai  punti  stessi  F ,  G  ;  dunque  G  è  un  punto  della  nor¬ 
male  MD  prolungata. 

Dunque  di  queste  tre  cose ,  esser  normale  a  una 
Corda,  dividerla  in  mezzo ,  e  passar  per  il  centro,  da¬ 
tene  due ,  si  ha  necessariamente  la  terza  .  Sciolghia- 
ino  alcuni  Problemi . 

4®~-  I.  Dividere  in  mezze  un  angolo  DGG  o  un 
zrco  DMC.  Condótta  e  divisa  in  mezzo  la  corda  DG,  & 
il  raggio  normale  GM  dividerà  in  mezzo  l’ angolo  DGG 
e  l’arco  DMG  (406.  III.). 

Dividendo  nei  modo  stesso  l’ Angelo  DG3I ,  e  poi 
la  sua  metà  ec.  ,  si  avrà  un  quarto ,  un  ottavo  ec. 
dell’  angolo  DGC  ;  onde  può  dividersi  un  angolo  in 
£  ,  4 , 8  ,  16  ec.  parti  eguali  :  ma  il  dividerlo  in  3  , 

S  >  2 , 9  cc-  flon  problemi  più  ulti . 

408.  II.  Far  passare  una  circonferenza  per  tre  dati 
Punti  A ,  B ,  D  non  posti  in  linea  retta .  Condotte  AB ,  BD  $• 
c  divise  in  mezzo  con  le  normali  FL,GI,  se  si  con¬ 
ducano  CA  ,  GB  ,  CD  ,  sarà  (  402. 1.  )  CA  =  CB  = 

^D,  e  la  circonferenza  descritta  col  raggio  CA  pas- 
sferà  per  i  tre  punti  x\ ,  B  >  D  . 
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8.  Dunque  tre  punti  A ,  B ,  D  non  posti  in  linea  ret¬ 
ta  determinano  la  posizione  d'  un  circolo  ;  onde  due 
circonferenze  non  posson  tagliarsi  in  più  di  due  pun¬ 
ti  :  se  si  tagliassero  in  tre ,  coinciderebbero  « 

409.  III.  Trovare  il  centro  d'  un  circolo  0  d'  un 
arco  .  Condotte  due  corde  ,  e  divise  in  mezzo  con  due 
normali ,  il  punto  del  loro  incontro  sarà  il  centro  cer-  | 
cato  (408). 

Tangenti . 

Una  retta  MT  che  ha  un  sol  punto  M  comune 
con  la  circonferenza  FMG,  si  chiama  Tangente ,  e  il 
punto  comune  M  si  chiama  punto  di  contatto . 

410.  I.  Se  MT  sia  tangente  in  M,  il  raggio  CM 
le  sarà  normale  .  Poiché  CM  è  più  corta  d’ ogni  altra 
linea  GOK  (  394  )  :  dunque  ella  misura  la  distanza  di 
C  da  MT ,  dunque  le  è  normale  (  404  ) . 

II.  Reciprocamente,  .se  il  raggio  CM  sia  norma -  j 
le  alla  retta  MT ,  sarà  MT  tangente  in  M ,  Perchè  CM 
normale  è  più  corta  d'  ogn’ altra  COK  (404);  dunque 
tutti  i  punti  K  di  MT  son  fuori  del  circolo  fuorché 
dunque  MT  è  tangente  in  M . 

41 1.  Dunque  se  vogliofuna  tangente  al  punto  3$ 
d’  una  circonferenza ,  conduco  ad  M  il  raggio  CM  ,  e 
alzo  in  M  la  normale  MT  (  405.  III.  )  . 

412  Se  due  o  più  circoli  si  tocchino  in  un  punto 
''  o  fuori  o  dentro,  la  retta  che  passa  per  i  centri ,  pas¬ 
sa  anche  per  il  punto  di  contatto .  Poiché  la  stessa  tan¬ 
gente  MT  è  normale  ai  raggi  CM,AM;  questi  dun¬ 
que  formano  una  sola  retta  CA  =  CM  zt  AM  (402.  Ili  )  i 

Linee  rette  parallele  * 

4T3*  Coincidano  le  rette  AB, CD  c  s’intenda  CV 
1  *  allontanarsi  da  AB  se  l’ allontanamento  dei  suoi  punti 
è  ineguale,  come  in  cd,  le  AB,  cd  sono  inegualmente 
inclinate  in  F,p  ad  una  stessa  retta  NQ,  e  diconsi 
convergenti  o  divergenti  se  prolungate  si  accostano  o  si 
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^costano  sempre  più.  Se  l’ allontanamento  d’o-nii  suo  ,o 
punto  e  eguale,  come  in  CD,  le  AB, CD  sono’e-mal- 

ZZZfZSZlf  "b  *~  "«■  *  «“~- 

i{^sis&sasasistt 

thè  due  Pallide  prolungate,  mai  non  s' incontrano  :o’.‘ 
thè  1  angolo  NFB  =  FGD  o  NFA  =  FGC,  eterno 
«d  interno;  4  .  che  anche  AFG  =  FGD  (400)  0  BFG  = 

,  angoli  alterni  interni  :  5".  che  anche  NFB  = 

À;‘V  =  99D’  a“*oli  alterni  eterni-.  6°.  che 

■UiG-+FGD=  i8o  ,  angoh  interni  dalla  stessa  pane 
Reciprocamente  ,  o  gli  angoli  corrispondenti  (  e- 
j  sterno  ed  interno,  o  alterni  )  sieno  eguali ,  o  gl'  imer- 
I  m  dalla  stessa  parte  eguaglino  1 «  D-  .  1  , 

GE  —  HF  le  rette  Altr-Ci  °  ’  0  8,a  la  «ormale 

1 1 «it  ■»  Fi~,,,™s”“oSrrst,' 
j  ^°(Sranti  in  aue  punti>  10  saranu“ in  # 

■  la  PD  adPARC0^dUr -®  da  Pun“  dato  G  la  ParaIle- 

afg^fU1^;;:18  cercata;  ’pokhè 

f'n0  eguali  i  due  angoli  BAC, 
ler  ch«han"°  1  loro  lati  AB.LNe  AC,LM  parai-  u' 
leh^po'cM  prolungata  NI,  fino  ad  AC,  si  avràNLM= 

~  ,  ;,2  -  per  condurre  una  normale  AF  all* 

'  «tremita  A  della  linea  AB,  si  condurrà  la  normale  fTÌ  12. 

,  ]T%r\r  P“iAPparallelaaDC:3*,dueco *3 

ro  1Go^tag  ian°dlie  archi  e£ualiFI,LG;  perchè  il  7* 

cfF°-CrHinral  r  ad  V<Ì;Jr°  è  anche  ad  in  atteso 

{  ?HI  ( 4 H  )  •  ora  FIM  =  MLG  ed  IM  —  mt 

Ho6);  dunque  FIM _ IM  =  MlP  att 

““  • -  » S-,s,rs 
*  *s?' “rssfs, s™1* 
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Misura  degli  Angoli. 

418-  Determinar  l’arco  del  circolo  AIIGA  che  mi- 
*3’  sura  p  angolo  del  segmento ,  fatto  dalla  tangente  AB  e 
dalla  corda  AD ,  cioè  BAD .  Condotti  il  diametro  IICG 
parallelo  ad  AD ,  il  raggio  CF  perpendicolare  ad  AD  » 
ed  il  raggio  CA  al  punto  di  contatto,  sarà,  l’angolo  ret¬ 
to  FCG  =  BAC:  ma  ACG  =  DAC  (414);  dunque  ! 
afd 

BAD  2=  FC A  =  FA  =  — —  ;  dunque  l'  angolo  del  scg-  \ 
mento  BAD  ha  per  misura  la  metà  dell'  arco  sotteso  j 
dalla  corda  AD. 

419.  Onde  Ì  angolo  DAK  tra  due  corde  DA,  Ah 
ha  per  misura  la  metà  dell' arco  DK  tra  i  suoi  lati: .poi'  | 

chè  BAK  =  —  AFDK ,  BAD  =  —  AFD  ,  e  BAK  —  j 
BAI)  =  DAK  =  ~  (  AFDK  —  AFD  )  =  ì  DIv . 

Dunque  1”.  L’ angolo  centrale  DCK  è  doppio  dell  ; 
x4-  iscritto  DAK  appoggiato  sullo  stesso  arco  DK;  3°.  l' arr 
e  golo  iscritto  appoggiato  6 ul  diametro  è  retto  ;  3*-  gii  anr 
goli  iscritti  appoggiati  sullo  stesso  arco  dello  stesso  cit' 
colo  sono  eguali  ;  40.  e  se  sulla  base  comune  AB  aurati' 
no  eguale  un  dei  lati ,  per  cs.  AD  =  BG ,  avranno  necess *•' 
riamente  anche  l' altro  BD  =  AG  (396.  2,0  •  )• 

Quindi  può  condursi  una  tangente  da  un  punte 
*6-  a  dato  fuori  della  circonferenza  .  Unisco  A  e  C  ,  6 
sulla  retta  AG  descrivo  un  circolo  che  taglierà  il  da¬ 
to  ne’ punti  M;M  ;  e  poiché  condotte  AM, MG,  l’ an¬ 
golo  CMA  è  retto ,  la  MA  normale  a  GM  ;  è  tangen"  : 
te  in  M  (  410.  IL  ) .  Il  problema  ha  due  soluzioni» 
potendosi  condurre  da  A  anche  la  tangente  AM  • 

420.  Determinar  1’  areo  del  circolo  BEFB  che  Hiistt** 

1 7-  4’  angolo  recentrico  BAD  col  vertice  dentro  al  circolo.  SUP 

pongo  acuto  l’angolo  BAD  e  prolungando  BA,  AD  in  G»*1’ 

conduco  GE  parallela  ad  AD,  cd  ho  BAD rz: BGE  —  —  (BP^ 

DE)  =  I 


J 
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DE)  -l(BD-fFG)  (416).  Se  l’angolo  eccentrico  è  ottu- 

a  li¬ 

so  come  BAF,  sarà.  BAF  =  I  So0 —BAD  =  -(BFGDB-BD  — 

FG  )  — —  (BF-+GD);  dunque  V  angolo  eccentrico  ha  per 

misura  la  meta  degli  archi  sompresi  tra  i  suoi  lati  e  il  lo- 
ro  prolungamento  . 

421.  Determinar  l’arco  del  circolo  BFMB  che  misura 
l’angolo  circoscritto  BAD  col  vertice  fuor  del  circolo.  Con- 

dotta  GE  parallela  ad  AD,  sarà.  BAD  =:  BGE  =r--BE=a 

—  fBD—  ED)=  —  (BD  —  Gl).  Se  AD  divenga  la  tangente 
2  v  2 

AF,  saia  FAB=a  -(FB —  FG)j  onde  se  AM  è  1’  altra  tan¬ 
gente,  sara  FAM  =z~  (FBM-— FGM  ).! 


FIGURE . 

422.  Figura  è  lo  spazio  terminato  da  linee  per 
ogni  parte  .  Se  son  rette ,  la  figura  è  rettilinea  \  se 
son  curve ,  curvilinea  •  Le  linee  sono  i  lati  della  fi¬ 
gura  ,  e  la  loro  somma  ne  è  il  contorno  o  perimetro . 
Qui  parliamo  delle  soie  figure  rettilinee  o  dei  poligo¬ 
ni ;  e  poiché  per  chiudere  uno  spazio  son  necessarie 
almeno  tre  rette  ,  il  più  semplice  poligono  è  il  trian¬ 
golo  ,  figura  di  tre  angoli  e  di  tre  lati  ;  indi  viene  il 
quadrilatero  ,  figura  di  quattro  lati,  il  pentagono  di  5, 
T  esagono  di  6,  1’  ettagono  di  l ,  1’  ottagono  di  8  ,  Y  en- 
neagono  di  9  ,  il  decagono  di  io  ec.  che  tutti  facil¬ 
mente  si  riducono  al  triangolo. 

Triangolo , 

423.  Un  Triangolo  coi  tre  lati  uguali  si  chiama 
equilatero  ;  con  due ,  isoscele  o  equicrure  ;  se  tutti  son 
diseguali,  scalene.  Se  ‘abbia  due  angoli  eguali,  dice- 

Y 
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si  isogomot  e  se  si  consideri  un  suo  angolo  o  acuto  o 
ottico  o  retto  si  chiama  o  acuziangolo  o  ottusiangolo 
o  rettangolo:  il  Iato  opposto  a  quest’ angoli  si  chiama 
Ktse,  e  quando  l’angolo  è  retto,  anche  ipotenusa. 
Ura  due  lati  d  un  triangolo  facendo  una  linea  spez¬ 
zata,  son  sempre  maggiori  del  terzo  (393). 

19.  4'24*  Un  triangolo  ABC  per  i  cui  vertici  A,B,C 

pasva  un  circolo  (408),  si  trova  iscritto  nel  circolo  j 

e  r  angolo  ABC  =  ~AUC  (  419  )  »  ACB  =  ì  AEB, 
BAC  ==  ~  BFC  :  dunque  ABC  -+  ACB  -+  BAC  = 


AEFDA —  i8o#,  somma  dei  tre  angoli  d'  un  tri¬ 
angolo  . 

4 2 Onde  i*.  prolungato  un  lato  CA,  l'angolo 
CSt.e™  somma  de  due  interni  oppo¬ 

sti  ABC  ,  ACB  ;  poiché  ABC  -+  ACB  h-  BAC  =  1 8o°  = 
FAB  h-  BAC  :  dunque  FAB  ~  ABC  -+  ACB . 

426.  20.  Un  angolo  tl  un  triangolo  è‘  il  supple¬ 
mento  della  somma  dei  due  altri;  perciò  data  la  som¬ 
ma  s  di  d  . Ciangoli  d  un  triangolo ,  il  terzo  è  180° — s. 

4’2g.  3  Un  triangolo  ha  un  solo  angolo  retto  o 
ottuso ,  e  1  due  altri  son  sempre  acuti  . 

4°.  Un  angolo  acuto  d’  un  triangolo  rettangolo  è 
complemento  dell  altro  ;  onde  se  1’  uno  è  a  f  altro 
sarà  90°  —  a. 

428.  5  .  In  un  triangolo  i  lati  opposti  agli  an¬ 
goli  eguali  sono  eguali,  e  reciprocamente.  In  fatti  le 
corde  eguali  AB , BG  sottendono  archi  eguali,  e  re¬ 
ciprocamente  . 

6  .  In  un  triangolo  il  più  grand’  angolo  è  oppo- 

rJp i„rn°  Plil  "rande’  11  Più  P^col°  al  più  piccolo, 

*  J.  rcarnente  •  Ma  le  corde  non  crescono  come 
’  e  un  an?oi°  doppio,  per  esempio,  non  è 
op,  u  ,  una  corda  doppia  .  La  Trigonometria  dà  la 
propor z ione  di  questi  aumenti . 

429.  £  .  In  un  triangolo  isoscele,  dato  un  ango- 


lo,  si  hanno  i  due  altri,  infatti  dato  A  =  C,  si  avrà 

h—  r8°  — e  dato  B,  si  avrà  2A  =  i8o° _ B, 

ed  A  =  C  =  90*  —  -*  B . 

>  8°.  Gli  angoli  opposti  ai  lati  eguali  nei  triango¬ 
li  isosceli  son  sempre  acuti . 

.  9  •  un  triangolo  equilatero,  essendo  gli  angoli 
tutti  eguali ,  sarà  ciascuno  =  6o° . 

43"),  io0.  In  qualunque  triangolo  DEF  restando  la  stes- 
«a  base  Db  e  crescendo  i  lati  DE,FE  e  perciò  anche  gli  an¬ 
goli  FDE,DFE,  scema  continuamente  l’angolo  E,  onde  se 
il  vertice  E  si  allontani  all’  infinito  da  DF,  lx angolo  E  di¬ 
verrà  infinitesimo  o  nullo,  gli  angoli  FDE  ,  DFE  non  diuc- 
rrranno^da  iSo°,  e  i  Iati  DE  ,  FE  saranno  paralleli  (414). 

!  1°.  Se  un  angolo  d’  un  triangolo  sia  infinitesimo  o  nul¬ 
lo,  la  somma  degli  altri  due  sarà  j8o°. 

431.  Se  dal  vertice  B  d’uii  triangolo  isoscele  ABC 
si  abbassi  la  normale  BF  sulla  base^AC  ,  ogni  punto 
.  FB  sara  equidistante  da  A  e  C  (402.  III.  )  ,  e  per¬ 
ciò  la  base  AC  sarà  divisa  in  mezzo  in  F. 

Osservazione  .  Se  i  due  angoli  della  base  sieno 
acuti  ,  la  normale  abbassata  dal  vertice  carierà  dentro 
al  triangolo,  se  un  di  essi  sia  ottuso,  caderà  fuori.  La 
dimostrazione  è  facile . 


Similitudine  ed  egualità  dei  Triangoli. 

432.  Due  triangoli  ABC, afte  son  simili  se  han 
tutti  gli  angoli  respettivamente  uguali  cioè  se  ABC  — 
dbf ,  BAG  =  bdf  e  ACB^/ft/ln  essi  i  lati  oppo¬ 
sti  agli  angoli  eguali  si  chiamano  omologhi  ;  e  in  <re- 
nerale  le  dimensioni  omologhe  di  due  figure  son  le°li- 
nee  dello  stesso  nome  o  condotte  nella  maniera  stes¬ 
sa  in  ambedue  :  tali  sono  in  due  circoli  i  raggi,  i  dia¬ 
metri  ,  le  circonferenze ,  gli  archi  di  un  numero  egua¬ 
le  di  gradi ,  le  loro  corde  ec. 

433.  I.  Due  triangoli  con  due  angoli  respettivamen¬ 
te  eguali ,  son  simili ,  perchè  anche  il  terzo  è  eguale 
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in  ambedue  (420):  onde  due  triangoli  rettangoli  con 
un  angolo  acuto  eguale,  soli  simili. 

434.  IL  Due  triangoli  son  simili  quando  tutti  i  lo¬ 
ro  lati  omologhi  son  paralleli ,  perchè  allora  tutti  i 
loro  angoli  son  respettivamente  eguali. 

435.  III.  Due  triangoli  son  simili  quando  i  lati 
dell ’  uno  prolungati  se  occorra ,  son  normali  ai  lati  dell1 
altro  che  saranno  omologhi  ai  primi .  Faccia  1’  un  dei  I 
triangoli  un  quarto  di  rivoluzione  intorno  ad  un  pun¬ 
to  fisso;  tutti  i  suoi  lati  diverranno  paralleli  a  quelli 
dell’  altro . 

436.  IV.  Se  un  numero  qualunque  di  parallele 
DF ,  IL ,  AC  taglia  i  lati  d’  un  angolo  ABC ,  tutti  i 
triangoli  BDF ,  BIL ,  BAC  saranno  simili  ;  perchè  oltre 
l’ angolo  comune  B ,  tutti  gli  angoli  BDF ,  BIL ,  BAC 
sono  eguali  (4T4). 

43  i-  Se  il  triangolo  bdf  s’ immagini  posto  sul  trian¬ 
golo  simile  ABC  in  modo  che  1  angolo  h  cada  sul  suo 
eguale  B ,  e  i  lati  hd  ,  bf  sui  loro  omologhi  BA  ,  BC , 
il  lato  df  rappresentato  da  DF ,  sarà  parallelo  alla  ba¬ 
se  AC .  In  fatti  il  triangolo  BDF  (  =  bdf)  è  simile 
ad  ABC  ;  dunque  1’  angolo  BDF  =  BAC  ;  e  DF ,  AG 
son  parallele  (414). 

438.  V-  Due  triangoli  con  due  lati  c  l'  angolo  con¬ 
tenuto  eguali ,  sono  eguali  e  simili .  Poiché  se  il  trian¬ 
golo  BCE  oltre  l’angolo  C  e  il  lato  BC  comuni  col 
triangolo  BGA,  abbia  anche  il  lato  CE  =  GA,  i  due 
triangoli  si  confonderanno. 

439.  VI.  Due  triangoli  che  sopra  basi  eguali  han¬ 
no  eguali  gli  angoli  corrispondenti,  sono  eguali  e  simi¬ 
li •  Foichè  se  il  triangolo  BCE  oltre  la  base  BC  e  1’ 
angolo  G  comuni  col  triangolo  BCA,  abbia  anche  1’ 
angolo  CBE  =  CBA,  i  due  triangoli  si  confonderanno  • 

440.  VII.  Due  triangoli  ABG,abc  con  tutti  i  loro  j 
lati  omologhi  eguali ,  sono  eguali  e  simili .  Soprappo¬ 
sti  i  triangoli ,  onde  ac  cada  sopra  AC ,  essendo  AB =  ab 

e  BC  =  bc,  il  punto  b  si  troverà  su  i  due  archi  de¬ 
scritti  f  uno  col  centro  A  e  raggio  AB ,  f  altro  col 
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«entro  C  e  raggio  GB  -,  dunque  sarà,  nella  loro  inter¬ 
sezione  B ,  e  il  triangolo  abc  si  confonderà  con  ABC . 


441.  Vili.  Due  triangoli  abc ,  ABC  coi  lati  ab  rr  AB ,  bc:r 
“C,  e  con  o li  angoli  eguali  a,  A  opposti  a  uno  dei  lati  eguali , 


tono  eguali  e  simili,  purché  gli  angoli  C,c  opposti  all'  altro 
loto  eguale  ,  sieno  ambedue  acuti  o  ottusi .  Soprapposti  i  trian¬ 
goli  ,  essendo  ha  —  BA  ,  i punti  b,a  caderanno  in  B,  A, e  per¬ 
chè  1*  angolo  BAC  —  bac,  il  punto  c  caderà  in  qualche  punto 
AC.  Ma  Z>c~BC  ;  dunque  il  punto  c  dee  cadere  altresì  in 
gualche  punto  dell*  arco  CE  descritto  col  centro  B  e  raggio  BC. 
dunque  caderà  o  in  E  o  in  C.  Ma  il  triangolo  BEC  è  isosce- 


e>  e  però  gli  angoli  eguali  E,C  sono  acuti  (426  )  e  1’ angolo 


BEA  è  ottuso;  dunque  se  gli  angoli  C  ,c  sono  acuti,  il  punto 
*  caderà.  in  C,  e  abc  si  confonderà  con  ABC  :  e  se  gli  angoli 
C,C,  o  e, E  sono  ottusi,  il  punto  c  caderà  in  E,  cd  acb  si 
infonderà  con  AEB. 


442.  Onde  i°.  due  oblique  paralle’e  AB, CD  com¬ 
prese  tra  due  altre  parallele  AD ,  BG ,  sono  eguali .  Poi¬ 
ché  condotte  AF,DE  normali  a  BC ,  il  triangolo  ABF  sarà 
simile  al  triangolo  CDE:  ma  (414)  AF  =  DE;  dunque 
(439)  il  triangolo  ABF  è  eguale  al  triangolo  CDE; 
dunque  AB  =  CD;  e  così  si  proverà  AD=:BG.  È  fa¬ 
cile  anche  il  provare  che  due  rette  le  quali  compren¬ 
dono  due  altre  rette  parallele  ed  eguali ,  sono  eguali  e 
parallele .. 

443.  2*.  In  qualunque  triangolo  ABD  può  iscri¬ 
versi  un  circolo  ,  cioè  può  farsi  un  circolo  che  tocchi 
tutti  i  suoi  lati .  Poiché  divisi  in  mezzo  due  dei  suoi 
àngoli  ,  e  condotte  dal  punto  G  d' incontro  le  normali 
*opra  i  tre  lati  ,  i  triangoli  ACE ,  ACG  e  BCG ,  BCH 
sono  eguali  ;  dunque  CE  =  CG  =  CH  possono  esser 
lXggi  d’uno  stesso  circolo  iscritto  nel  triangolo. 

444.  Si  ha  anche  BG  zz  BH  ,  HD  —  ED  ,  AE  ~  AG ,  e  chia¬ 
mando  q  il  semiperimetro  del  triangolo  ABD  sarà  1  °,  n  = 
^E-h-ED-i-BH  — AD-t-BH;  2°.  ?-  BD-f-AE  =  AB  _+  ED; 
°ude  sommando  le  due  equazioni,  2AE -+  BD~ AD  -f-  AB  , 


*i°e  AE  ~  —  (  AD  -4*  AB  —  BD  )  —  7  * —  BD ,  e  perciò  DE  zz 

?  --AB;  dunque  il  punto  E  è  determinato,  e  possono  esser- 
*°  nel  modo  stesso  i  punti  G,H;  onde  basterà  far  passare 
circolo  per  questi  tre  punti , 
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<26.  Se  il  triangolo  sia  rettangolo  in  B,  l’angolo  CBH 

meta  di  ABD,  ed  il  suo  complemento  BCH  sarà  di  450  e 
jjj^olo  BCH  Sara  isoscele;  onde  dalla  prima  equazione 
>“*.,)  =  3— AD  si  vede  che  il  circolo  iscritto  ha  pel 
raggio  il  semiperimetro  meno  l’ ipotenusa. 

Altri  Poligoni  e  loro  principali  proprietà  . 

446.  Vi  son  tre  sorte  di  Poligoni:  gli  irregolari 
che  hanno  gli  angoli  e  i  lati  ineguali;  i  simmetrici  che 
hanno  tutti  i  lati  opposti  paralleli  ed  eguali;  e  i  rego¬ 
lari  che  hanno  tutti  i  lati  e  tutti  gli  angoli  eguali"!  1 
Poligoni  diconsi  isopcrimctri  quando  hanno  un  egual 
contorno  o  perimetro  . 

Il  quadrilatero  simmetrico  si  chiama  Paralletogram- 

^  re^re,  Quadrato  ;  il  quadrilatero  con  due  la- 
2  .  ti  paralleli  ,  Trapezio  ;  il  parallelogrammo  con  tutti  i 
29  lati  eguali  ma  con  angoli  ineguali,  , Rombo  o  Losanga; 
qo.  e  1 .  Pa5allelo£frammo  coi  lati  non  tutti  eguali  ma  con 
tutti  gli  angoli  retti,  Parallelogrammo  rettangolo  o  so* 
31*  lamente  Rettangolo. 

32.  Una  retta  AD  che  attraversa  un  poligono  da  un 
angolo  all’altro  si  chiama  Diagonale.  V  angolo  salien- 
33-  te  ha  il  vertice  fuor  della  figura,  come  ABC;  1  an 
lo  rientrante  lo  ha  dentro ,  come  CDE . 

44*'  Le  diagonali  AC ,  AD ,  AE  condotte  da  un 
32.  angolo  A  dividono  il  poligono  di  lati  n  in  im  numero 
n  — 2  di  triangoli,  come  è  chiaro,  i  cui  angoli  son  gli 
angoli  stessi  del  poligono  :  dunque  la  somma  di  questi 
angoli  è  S=  i8o°  (n  —  2). 

Dunque  i°.  in  un  quadrilatero,  S  =  360°;  in  un 
pentagono,  8  =  540°,  ec. ;  20.  l’angolo  d* un  poligono 

regolare  che  gli  ha  tutti  eguali,  sarà 

n  ' —  100  v  1  ~  —  )ì  tanto  piu  ottuso  0  piv* 

prossimo  a  180’,  quanto  n  è  più  grande  (268). 

448.  I  supplementi  degli  angoli  salienti  son  36°’ 


Pn-,..  .  .  )(‘7S)(  st_ 

s  ..  e,  1  saBentl  coi  Jor  supplementi  son  i8o*xt?  #»  ; 

£  1  sa* 

;  ?  as:  ài  pZi^MiTz k^fi  ~n;-  3» 

».e  la  somma  di  tutti  S  =  ( f  -4- r  —  o  ,  yr  nosrot- , 
h'Chè  un  «entrante  interno  abe  equivale  ?2*-CdÈuoÌ)* 

tr-CDE  *  Si,™"*™  -  di  ZiVt 

S  hHi  ec  >  PeiCl°  la  somma  dei  soli  salienti  £•— 

Zr-  -*).*~  a»r -f- CDE ■+  FHI  cc. ,  e  la  differe^ 

a  tia  i  salienti  e  ì  rientranti  D  —  Z  — -  CDE  —  FHI  e<-  ~ 
U--r  — 2jir. 

Onde  i°.  se  $  >.  r  -+-  2  ovvero  s<r-4-o  Ja  cnmm*  •« 
gradi  dei  salienti  supererà  quella  dei  rientranti  o  ne  sarà 
operata  :  2  .  ses  =  r-+2  e  perciò  iH-rr/i-a  ( r -f- 1  ì  U 
•Imma  aegh  uni  eguaglierà  quella  dogli  altri  c  ilari  «Ln 

potifir!iT-rràiD-urar  pari=  k-  «  *=- 

"7 

Somma  J  _  2t  —  sic  —  Z  dei  supplementi  (448)  si  aggiun- 

2in0  gli  angoli  rientranti,  sarà  f-+  CDE FHI  ec.  s=  sic  — 
CDE-+FHI  ec.  ■=  ,v7T -D^(rH-2))r, 


Poligoni  simmetrici . 

VCnf14^°*  1  Iati  d’ un  poligono  simmetrico  do¬ 

do  esser  paralleli  ed  eguali,  è  chiaro  i*.  che  il  nu- 
ei°  01  questi  lati  è  sempre  pari;  2\  che  ogni  poligo- 
c  regolare  di  numero  pari  di  lati  è  simmetrico.  Onde 
ondotte  da  ogn  angolo  d’ un  poligono  simmetrico  le 
agonali  agli  angoli  opposti,  i  triangoli  opposti  al  ver- 
V,  come  AFB ,  DFC ,  sono  eguali.  Poiché  a  hi»  AB 

e  parallelo  all' omobgo  DC;  dunque  l’angolo  34' 
•on  -  t  hA  ’  m°?D  ~  FAB  ’  eA  i  trian^li  AFB ,  DFC  ® 
^ua‘Ìiim  1  :  ma  °  OU10  °"°  AB==:DG>  dui^e  sono  35‘ 

^na'f5(r°rm  AF™FG  iBF==FD ec*’ctutte  le 
I  **  n,‘  taSha,n0  111  due  Parti  e-uali  in 

]  un.o  stesso  I*  che  può  chiamarsi  il  centro  del  poli- 


‘  )(  !?6  K  .  . 

gono:  perciò  qualunque  diagonale  AG  lo  divide 
due  parti  eguali  e  simili:  e  in  generale  ogni  retta  II* 
che  passa  per  il  centro  F ,  è  divisa  in  mezzo  in  F  e  di 
vide  il  poligono  in  due  parti  eguali  e  simili  ?  attesa  1  ^ 
guaglianza  e  similitudine  dei  triangoli  FIB,DFL,  ea 
AIF°,LCF. 

452.  Quindi  per  descrivere  un  poligono  simmetri¬ 
co  di  un  numero  dato  di  lati,  per  esempio  di  sei,  con- 
dotte  comunque  per  un  punto  F  tre  rette  EFG,DFB> 
AFC  ,  prendo  FB  =  DF ,  AF  =  FC  ,EF  =  GF  e  pef 
i  punti  A,B,G,C,D,E  indaco  AB  ,BG  ec. ,  lat 
del  poligono:  perchè  i  triangoli  AFB,DFC  con  di^ 
lati  eguali  intorno  ad  angoli  eguali,  sono  eguali  e  si¬ 
mili;  onde  AB  è  eguale  e  parallela  a  DG  ec» 


Poligoni  regolari . 

453  Divisi  in  mezzo  con  le  rette  BG ,  DC  gl1 
angoli  eguali  ABD ,  BDF  d’ un  poligono  regolare,  6 
congiunte  FC,GC  ec.,  i  triangoli  CBD ,  GDF  ec.  s(r 
no  isosceli  (428)  ed  eguali  (438)’>  dunque  il  circol 
del  raggio  CB  passa  per  tutti  i  vertici  del  poligona 
che  perciò  vi  resta  iscritto  .  E  poiché  nei  triangO* 
AGB,  BCD  isosceli  ,  le  normali  GK,GL  dividono  & 
mezzo  i  lati  AB,BD  (431),  e  l’angolo  GBK=CBB> 
saranno  eguali  e  simili  i  triangoli  rettangoli  CBK ,  CBh> 
dunque  CK  =  LG:  così  si  proverà  CL=CM  ec.;  dujj' 
que  il  circolo  del  raggio  GK  tocca  tutti  i  lati  del  po 
gono,  che  perciò  gli  è  circoscritto . 

454.  Quindi  il  lato  di  un  poligono  regolare  isoli 

to  è  la  corda  d’  un  arco  di  — .  360° ,  posto  n  il  ^ 

mero  de’  lati  :  così  il  lato  di  un  triangolo  equilateri 

iscritto  è  la  corda  d’  un  arco  di  —  .  360°=  120°  • 

3  .  10 

455.  I.  Iscrivere  in  un  dato  circolo  un  tnang0 
equilatero .  Col  punto  B  della  circonferenza  come  c6 
sro ,  e  col  raggio  BG ,  descrivo  1’  arco  AGD  che  1  ; 
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glia  in  A ,  D  la  circonferenza  :  per  A  .  D  conduco 
AD,  e  presa  AG  =  AD,  il  triangolo  ADG  sarà  e* 
tpii Intero  .  Poiché  condotte  AB,BD,  i  triangoli  ACB, 

.  D  sono  equilateri:  dunque  gli  archi  AB, BD  soa 
di  60",  e  r  arco  totale  ABD  di  120°,  la  cui  corda 
e  il  lato  del  triangolo  equilatero  (454). 

456.  Poiché  1  arco  ARB  è  di  óo°  ,  la  sua  cor¬ 
da  AB  è  il  lato  dell’ esagono  regolare:  ma  AB  =  CB; 
dunque  il  lato  dell'  esagono  regolare  iscritto  è  eguale 
al  raggio .  Se  1’  arco  AB  si  divida  in  mezzo  ,  la  cor¬ 
da  di  questa  metà  sarà  il  lato  del  dodecagono;  il  che 
può  dirsi  di  tutti  gli  altri  poligoni . 

457-  Nel  triangolo  isoscele  BAC  la  normale  AQ  divide 
in  mezzo  il  raggio  CB  =  r;  dunque  CQ=ir  e  V(AC*  — 

CQ*)  =  AQ=:i-rV'3i  dunque  2A Q=/V3,  lato  del  trian. 
golo  equilatero. 

45 II.  Iscrivere  un  quadrato  in  un  dato  circo¬ 
lo  .  Condotti  i  diametri  AD , BF  normali  l’uno  all  al-  3 
tro ,  e>si  taglieranno  la  circonferenza  nei  punti  A,  B, 
D,F,  e  le  corde  AB,BD,DF,  FA  daranno  il  qua¬ 
drato  ,  per  esser  gli  archi  AB=BD  =  DF  =  AF=  no* . 

459*  Onde  fatto  il  raggio  AC  —  r,  si  avrà  il  lato  del 
quadiato  AFza  y''  (  CA*h-  CF*  ;  ~  •  ^2 .  Del  resto  anche  ap¬ 
plicando  nel  circolo  i  lati  AK  dell’esagono  e  KF  del  dode- 
Cagono  (456)  si  avrebbe  il  lato  AF  del  quadrato;  poiché 
essendo  l’arco  AK=6o°  e  l’arco  KF^r^o0  (454),  sarebbe 
AKF  zr  6o°  -t-  30°=  90° . 

460.  III.  Iscrivere  in  un  circolo  dato  un  decagono  re¬ 
golare.  Sia  AB  il  lato  richiesto,  e  si  conducano  i  raggi  AC  3* 
BC  e  la  retta  BE  che  divida  in  mezzo  l'angolo  ABC.  Ora 
"  angolo  ACB  =  36°;  dunque  1’  angolo  ABC  =:  BAC  zr  720  : 
toa  BE  divide  in  mezzodì’ angolo  ABC;  dunque  ABÉ^ts 
36°  =  ACB;  dunque  i  triangoli  AB?i,ACB  son  simili;  dun¬ 
que  AE:  AB  ::  AB  :  AC;  ma  l’angolo  EBC  36°  =  ACB  ; 
dunque  il  triangolo  CEB  è  isoscele,  e  perciò  LB  o  AB 
,  ^  AE  :  EC  :  :  EC  :  AC  :  se  dunque  di  divida  il  raggio 

*C  in  media  ed  estrema  rag'one  nel  punto  E  (494),  il 
Maggior  segmento  EC  sarà  il  lato  Ali  del  decagono  rego- 

Fatta  AC  ~  r  ,  EG  ì:  AB  ~  x ,  sarà  AE  zz  r  —  e  si  a* 


FIG.  )(  I?8  )( 

3**'  yrà  r—  x:x::x;r:  onde  xx-t-rx  —  rr ,  e  *  =  —  (  _  ,  ^ 
V5  )>  lato  del  decagono. 

461.  IV.  Iscrivere  in  un  circolo  un  pentadecagono  re- 
Q0  golare.  Presa  AB  aguale  al  raggio  e  condotta  AD  eguale 
OV*  al  laro  del  decagono,  la  corda  BD  saia  il  lato  del  pentade- 

cagmo.  In  fatti  l’arco  ADBz=6o°,  l’arco  AD  ^30°,  e 
60—  36  =  24,  arco  del  pentadecagono  (4.S4).  Potrà  dunque 
aversi  anche  un  arco  di  12°,  e  di  6°,  e  di  3°  (407),  e  u- 
na  circonferenza  sarà.  divisibile  in  120  parti  ,  ciascuna  di  3% 

462.  Colla  Geometria  Elementare  isc^rivonsi  dunque  in 
un  circolo  i  poligoni  regolari  di  3,6,12  lati  ec.  (456),  di 
4,8,16  ec.  (  4.S8  ) ,  di  5,  jo,2.o  ec.  (460),  di  15  ,30,00  ec. 
(461  ).  Ma  gli  altri  non  posson  iscriversi  senza  risolver  delP 
equazioni  tanto  più  alte,  quanto  è  maggiore  il  numero  dei 
lati,  come  vedremo. 

MQ  4^3-  Per  circoscrivere  a  un  cérchio  dato  un  po- 
’  iigono  regolare,  v>  si  iscriva;  e  dal  centro  C  abbas-. 
sata  sopra  AD  la  normale  GB  ,  si  'faccia  passar  per 
B  la  tangente  EJ5F  che  incontrerà  in  E  ed  F  i  ra^- 
gi  CA,CD  prolungati;  quindi  da  F  si  conduca  la 
tangente  FMG  fino  al  raggio  CT  prolungato,  e  così 
successivamente  ;  saranno  ÉF,FG  ec.  i  lati  del  poli¬ 
gono  cercato  .  Poiché  condotto  il  raggio  CM,  i  trian¬ 
goli  rettangoli  (410)  FGB,FG3J  colla  base  comune 
CF  e  col  lato  GB  =  CM ,  avranno  anche  FJ3  =  FM 
(4 19. 40)  e  perciò  gli  angoli  BFC  =  CFM  f  aio  ì . 
BGF  —  FCM  •==  MGG ,  onde  FM  =  MG  ed  EF  == 
FG  =  ec.;  dunque  ciascun  lato  del  poligono  EFGII 
ec.  tocca  il  circolo  JD1N  ec.  ed  c  perciò  circoscritto, 

464.  Se  CA  —  1*  e  AD  —  b ,  lato  del  poligono  iscritto 

d’uno  stesso  numero  di  lati,  si  avrà  AQ  =  —  b ,  QC  —  . . . . 


Vir'-  ' 


e  per  i  triangoli  CAQ,CEB  simili,  QC  (  =2 


^  ^  1  4  ^  i  ^  *  AQ  (  —  ~  :  CB  (  —  r):  EB;  dunque 

B _ Cj?rb _ w 

2  ~y/{^rr  —  bb  )  ^ato  del  poligono  circoscritto* 

Onde  il  lato  del  quadrato  ^circoscritto  è  2r,  quello  del  tri- 
angolo  equilatero  è  2>a/3,  doppio  del  lato  dell’iscritto  ec- 
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Tinse  rette  proporzionali . 

4<%-  Se  una  prima  retta  sta  ad  una  seconda ,  co* 
ftc  lina  ^rza  ad  una  quarta ,  queste  rette  son  propor- 
zzonn/z  fra  loro  direttamente  j  ma  se  là  prima  sta  alla 
seconda  come  la  quarta  alla  terza  ,  le  due  prime  son 
proporzionali  reciproca, tiente  alle  seconde  .  Si  la  pii- 
|:ina  sta  alla  seconda!  come  la  seconda  alla  terza  ,  la 
f  proporzione  è  continua  ,  e  diverrà  una  progressione  se 
la  prima  sta  alla  seconda  come  la  seconda  alla  terga 
Come  la  terza  alla  quarta  ,  ec.  In  generale  tutte  le 
proprietà  dimostrate  delle  quantità,  convengono  anche 
alle  linee  rette  proporzionali .  Del  resto ,  qui  si  trat¬ 
ta  di  proporzioni  e  progressioni  geometriche 
T  4 66.  Prese  sulla  retta  AB  le  parti  AD=DG=s 
GI  ec-  %  con.lntte  le  parallele  DF.GH.IK  ec.  sulla  41- 
Zetta  AC  ,  saranno  le  parti  AF  =  FU  =  HK  ec  Poi- 

-hr  ’ IS  Para*'ele  ad  AC ,  i  trian- 

A:%DGE’ GIR  saranno  eguali;  dunque  AF  = 
h  GB  ~  FH  —  HK  —  ec.  ;  dunque  AD  :  AF  :  : 

DG  .  FH  . .  Gl .  HK  ,  e  perciò  AP  somma  di  tutti  ^li 
Antecedenti,  sta  ad  AQ  somma  di  tutti  i  conseguenti , 
Come  un  antecedente  AD  al  suo  conseguente  AF',  o 
come  un  nùmero  di  parti  di  AB  al  numero  stesso  di 
parti  simili  di  AC ,  per  esempio  AG  :  AH  :  •  AI  •  AK  •  • 

DI  :  FK  ec-  (212). 

467.  Dunqùe  i*.  Se  due  rette  AH,  AD  son  ta¬ 
riate  da  due  o  più  parallele  ED  ,  CB  ,  le  loro  parti  42’ 
CE  ,BD  sori  proporzionali  alle  rette  inter  cWaD; 

468.  2  .  Se  due  triangoli  ABC  ,  abe  son  simili , 
tutti  i  loro  lati  omologhi  son  proporzionali .  Poiché  se 

l'  angolo  B  =  />,  presa  sopra  AB  la  parte  DB  eguale  43’ 
a]  lato  omologo  ab,  e  condotta  DF  parallela  ad  ÀC,  e 
1  triangoli  BDF,n6c  saranno  eguali  ma  Aii-^44- 

Se  :  ;  lìti  :  BF  ;  dunque  AB  :  BC  :iab  :  Ivi  Si  prore-! 
ra  egualmente  che  AB:  AC  ab: ac,  che  AC  Cli- 
«c  :  eh . 


FIG.  )(  180  )( 

43.  469-  Reciprocamente,  due  triangoli  ABC,abc  sott 
e  simili  se  hanno  tutti  i  loro  lati  omologhi  proporziona - 

44.  li.  Per  la  costruzione  passata,  i  triangoli  DBF, ABC 
son  simili;  dunque  AB:BD::  AC:DF::CB:BF;  ma 
per  ipotesi  AB  :  ah  (  =  DB  )  :  :  AG  :  ac  :  :  BG  :  he  ;  dun¬ 
que  DF  =  ac  e  BF  —  bc  ;  dunque  i  triangoli  BDF  » 
abe  sono  eguali  e  simili;  e  poiché  il1  primo  è  simil© 
ad  ABC ,  lo  sarà  anche  il  secondo  . 

4~o.  Due  triangoli  ABC ,  abe  son  simili  se  han-% 
no  un  angolo  eguale  B  e  b,  ed  i  lati  intorno  a  quest** 
angolo  proporzionali .  Fatta  la  solita  costruzione,  AB: 
BG  :  :  ah  :  he  :  :  BD  (  =  ah  )  :  BF  :  dunque  BF  =  bc,  on¬ 
de  DF  =s  ac  ;  dunque  il  triangolo  abe  è  eguale  e  si¬ 
mile  a  BDF  e  perciò  ad  ABC  . 

46  .  47  Di™°  un  angolo  A  d*  un  triangolo  ABC 

4  '  in  mezzo  con  la  retta  AD  ,  i  lati  BA  ,  AG  saranno 
proporzionali  ai  segmenti  BD ,  DG  .  Poiché  se  BF  pa¬ 
rallela  ad  AD  incontri  in  F  il  lato  AG  prolungato  , 
ai  avrà  BD  :  DG  •  :  FA  :  AG  :  ma  V  angolo  DAG 
DAB  =  ABF  =  BFG;  dunque  il  triangolo  FAB  è  i- 
soscele,  onde  FA=AB,  e  BD:DGrBA:AG. 

472.  E  le  parti  di  due  rette  che  si  tagliano  tra 
^  le  parallele ,  son  proporzionali  alle  rette  intere . 
oc.  4*13*  Se  dal  vertice  dell *  angolo  retto  A  si  abhas • 
'7%'  si  sull' ipotenusa  BG  la  normale  AD,  i°.  i  triangoli 
BAD ,  ADG  saranno  simili  tra  loro  e  al  triangolo" to¬ 
tale  BAG  :  2*.  la  normale  AD  sarà  media  proporzio¬ 
nale  tra  i  segmenti  BD,DC:  30.  ciascun  lato  AB  o 
AG  sarà  medio  proporzionale  tra  t  ipotenusa  BG  e 
il  segmento  adiacente  a  questo  lato  ,  cioè  BG  :  AB  :: 
AB  :  BD ,  e  BG:  AG::  AG  :  DC.  1°.  I  triangoli  ret¬ 
tangoli  BAD  ,  BAG  hanno  1*  angolo  B  comune  ,  e  i 
triangoli  rettangoli  ADG  ,  BAC  hanno  comune  l’ an¬ 
golo  G  ;  dunque  son  simili ,  e  due  triangoli  simili  ad 
uno  stesso  triangolo  ,  lo  sono  anche  tra  loro  .  II0.  J 
triangoli  simili  BAD  ,  ADG  danno  BD  :  AD  :  :  AD  : 
DG,  e  però  ADl  =  BDxDG.  111°.  i  triangoli  simi¬ 
li  BAD ,  BAC  danno  BD  ;  BA  :  ; BA : BC , e  i  triaa- 
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goli  simili  15 AC  ,  A DC  danno  DC  :  AC  ::  AC  :  BC.  .■? ’ 

474  Dunque  BA*  =  CB.BD,CA*=BC.CD, 

«  BA-  -+  CA"  =  CB  (  BD  ■+  CD  )  =  CB* ,  cioè  nel 
I  triangolo  rettangolo  il  quadrato  dell  ipotenusa  eguaglia 
la  somma  de  quadrati  dei  lati . 

4*75.  Sia  AB  =  u,  AG  =  6,  BC  =  c,  e  sarà  c*  = 
a*  -+  b2  ;  onde  dati  due  lati  d  un  triangolo  rettango-  4°* 

10  ,  si  ha  il  terzo  t  così  c  =  V (a1  -+  bz  ) ,  b  =r.  V (  cz  - 
a2  ) ,  a  =  V  (  c*  —  Z>*  ) .  Se  a  —  b ,  sarà  c  =  aV 2  :  ma 
c  è  la  diagonale  del  quadrato  AD;  dunque  la  diago¬ 
nale  è  Incommensurabile  col  lato  del  quadrato . 

476.  Se  dal  vertice  A  cV  un  triangolo  qualunque 
ABC  si  abbassi  sulla  base  BC  la  normale  AD ,  e  sia  49- 
BC  =  a  ,  AB  =  b ,  AG  —  d  e  b  <Ld,  avremo  b 2  — • 
t)B2  =  AD2  =  da  —  DG’  —  d1  —  (  a  +=  DB)4,  preso 

11  segno  di  sopra  se  la  normale  è  dentro:  dunque  DB  — 

e  DC  =  — . 

±2  a  2  a 

Dunque  dz  —  b*  —  DB2  •+  (a  +=■  DB  )l  =  Z>*  -+• 
na  3=  2 a  .  DB ,  cioè  nei  triangoli  acuziangolo  e  ottu- 
siangolo  il  quadrato  della  base  AC  eguaglia  i  quadrar 
ti  dei  lati  AB ,  BC  meno  o  più  il  doppiò  rettangolo 
del  lato  BG  sii  cui  cade  la  normale,  nella  retta  DB 
compresa  tra  la  normale  e  1’  altro  laro  AB  . 

Proporzionali  nel  Circolo . 

477.  La  normale  o  ordinata  MP  condotta  da  un 
punto  qualunque  M  della  circonferenza  AMB  sul  dia - 
metro  AB,  è  media  proporzionale  tra  i  segmenti  0  a- 
scisse  AP , PB ,  e  dà  PMa  =  APxPB.  Condotte  AM, 

MB ,  il  triangolo  AMB  è  rettangolo ,  onde  MPa  = 

AP  x  PB . 

478.  Sia  il  diametro  AB  =  2 r,  Y  ascissa  AP  = 
a*,  onde  1’  altra  ascissa  BP  =  2r  —  x ,  e  l’  ordinata 
PM=jv;  avremo  generalmente  y*  =  (  or  — -  x)  x  == 

£rx  —  x1  ,  equazione  fondamentale  che  esprime  la 
proprietà  del  circolo  d’aver  sempre  il  quadrato  d’ ogni 
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^o.  sua  pr(^iuafa  eguale  al  prodotto  dell’ ascisse  corrispon* 
denti .  Perciò  si  chiama  questa  l'equazione  al  circolo f 
dal  cui  punto  M  conducendo  la  tangente  MT  fino 
all  incontro  dell’  asse  AB ,  si  avfebbe  la  nomidle  GM=a 
r  >  subnormale  CP  —  r  —  x ,  la  suttan&ente  fT  = 

y  2  rx  —  x1 

atteso  il  triangolo  rettangolo  CMT  ♦ 

ec.  ec. 

4.9  Se  sia  CP=±*,  posta  nel  dentro  C  l’ origine  dell’ a-* 
Scissegli  triangolo  rettangolo  CPM  darà  1*  equazione  y*  =z 
r*  —  xxi  che  esprime  la  stessa  proprietà  del  circolo  \  ma  la 

guttangente  diverrà  PT  —  —  ~ ,  e  PT  -+  CP  =1  CT  =: 

x 

di  qui  la  proporzione  Cp:  CA  ::  CA:  CT ,  ónde  è  facile 

conoscere  il  punto  T  e  condurre  al  dato  punto  M  la  tangente 
TM ,  la  cui  espressione  si  ha  dal  triangolo  rettangolo  TMC  che 

dk  TM  2=  AS  (418)  ==fcV(CT*—  CM*>=dfcV{^  — 

r‘  j-*7V(r<-**). 


4  4S0  Da  questa  doppia  espressione  della  tangente  AS 

si  raccoglie  l°.  che  come  il  negativo  si  oppone  al  positivo,' 
cosi  la  tangente  negativa  dee  opporsi  alla  positiva  ;  onde  se 
AS  presa  al  di  sopra  di  AB  sia  la  positiva,  AS'  presa  al  di 
Sotto  sarà.  la  negativa;  e  ordinariamente  (  iob)  il  valor  ne* 
prativo  d ’  una  linea  dee  prendersi  in  un  senso  contrario  a 
quello  in  cui  si  prese  il  positivo:  2°.  che  fatta  per  esem¬ 


pio. 


— 


CP  —  X  — 


^  ,  verrà  AS  —  tir  ^  ;  e  fatta  et  —  o,  verrà. 
AS— ±  oc:  ma  presa  x  negativa,  cioè  da  C  verso  B,  e  fat¬ 


ta  CP'  —  —  x  —  — verrà.  AS  =  4;  ^r-. 


fatta  —  x  —  ■ 


5.  \  ^  4  ' 

r,  verrà  AS=o:  cioè  la  tangente  AS  ha  successivamente 

i  valori  -4-  °  - , 

4.  ,  '  4' 


,H- c., 
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minciando  positiva,  passa  per  l’infinito  e  divieti  negativa, 
pas^a  per  zero  e  torna  positiva,  ripassa  per  l’infinito  e  ritorna 
negativa  ec.  :  quindi  in  generale  le  quantità  che  continuamene 
tc  vanando  y  passano  per  V infinito'  o  per  zero,  si  cangiano  di 
positive  in  negati  Ve  e  di  negative  in  positive:  onde°giacchè 
le  linee  variabili  posson  passare  per  l’ infinito  0  per  zero 


prender  sempre  un’opposta  situazione,  fa  contrarie- 
a  de,  segni  non  gara  sempre  un  inizio  delia  diametrale 
°Pposizion  delle  linee . 

481.  le  parti  di  due  CQrde  che  si  tagliano  in  un 
Cì™ol°  son  reciprocamente  proporzionali ,  e  si  ha  CF:  51* 
AF;;FB:FD,  ovvero  CF  x  FD  =  AF  x  FB  .  Poiché 
condotte  AC  ,  BD,  1  triangoli  ACF  ,  FBI)  in  cui  1’ 
angolo  CFA  =  DFB ,  e  CDB  =v  CAB  (419)  SOn  si¬ 
culi  ,  onde  CF  :  AF  :  :  FB  :  FI) . 

Con  ciò  posson  risolversi  i  due  seguenti  problemi. 

1°.  Condurre  per  il  dato  punto  A  la  corda  BAD  tale  cn 
Che  sia  AD  :  AB  :  :  m  :n  .  Conduco  per  A  il  diametro  i*G,  ed  ^ 
essendo  dato  il  punto  A,  è  nota  la  sua  distanza  AC  dal 
Centro  C.  Sia  dunque  AC  =  b ,  CF  =  r ,  AD  —  or,  e  sarà  AB  =: 


-,  BA  X  AD  : 


—  FAx  AG  — j  onde  AD  —  *  ; 


•  AB  = 

IIJ.  Condurre  per  un  punto  À  una  corda  BAD  eguale 
alla  data  retta  c.  Ritenute  le  denominazioni  di  sopra ,  sarà 
AB  =  c-  *  e  AB  X  AD  — co;  —  a;*  —  r*  —  onde  AD - 
•=s£Zf’.^(JL£t4SLz:4^J  c  AB _  c^J>/(£ 

4^-  u  parti  esteriori  AD ,  AE  di" due  secanti 
AB,  AG  condotte  da  un  punto  A  fuori  d'  una  circon-  S3- 
gerenza  ,  son  reciprocamente  proporzionali  alle  intere 
lycand,  e  si  ha  AD  :  AE  :  :  AG  :  AB .  Poiché  condotte 
«E,DC,  1  triangoli  simili  ABE ,  ADG ,  che  oltre 
1  angolo  comune  A  hanno  eguali  gli  angoli  B,C, 
danno  AD  :  AE  :  :  AC  :  AB ,  onde  AD  x  AB  ~  AE  x  AC . 

483  Se  una  delle  secanti  divien  la  tangente  AM 
questa  sarà  inedia  proporzionale  tra  la  secante  intera  54* 
AB  e  la  sua  parte  esteriore  AD .  Condotte  MD ,  MB , 

I  triangoli  simili  AMD, 4MP,  che  oltre  1  angolo  co¬ 
mune  A  hanno  eguali  gli  angoli  AMD,ABM(4i8. 

419),  danno  AD  AM:  AB,  e  AM*  =  ADxAb! 

484.  Nel  quadrilatero  formato  da  quattro  corde,* 

II  prodotto  BDxAC  delle  diagonali  eguaglia  i  prò-  $5* 
otti  BA  xDC  -fBC  x  DA  dei  lati  opposti.  Poiché 

indotta  DF  onde  sia  l’angolo  ADF  =  BDC ,  i  tri- 
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55.  angoli  AFD ,  BCD  in  cui  ADF  =  BDC  e  DAF  = 
DBG ,  danno  DB  :  BG  :  :  DA  :  AF ,  e  i  triangoli  BAD  > 
FDG  in  cui  ABD  —  FGD  e  ADB = ADF  —  BDF  = 
BDG  —  BDF  =  FDG ,  danno  DB  :  BA  :  :  DG  :  CF  . 

Dunque  CF  •+  FA  =  AC  =  e  DB  x 

<6.  ~  x  x  F^A  •  Quindi  se  sia  AG  =  m  » 

ò  GB  =  n ,  BA  =  d,  e  un  diametro  CD  =  2r ,  condotte 
le  corde  BD ,  DA ,  avremo  2 rd  =  m  .  BD  -+  n .  AD  : 
ma  BD  =  V  (  4 rx  — n*  )  e  AD  =  V  (  4ra- — m*  );  dun¬ 
que  2 rd  =  m  V  (  \rx  — n*  )  -+•  n\J  (  4;  *  —  m*) ,  equazio¬ 
ne  che  scioglie  i  seguenti  problemi. 

485.  I.  Date  le  corde  AG  =  m ,  CB  =  rc  di  due 
archi ,  trovar  'la  corda  AB  =  d  della  loro  somma .  Si 

avfà  J  =  £V(4r*_n’)-l.Ay(4r*_m«). 

Onde  se  AC ,  CB  sieno  i  lati  del  dodecagono  e  dell’  e- 
sagono ,  sarà.  AB  quello  del  quadrato  (459),  c  fatto  AC  s 

m  =  r  (  V~  —  V  ~  )  come  troveremo  or  ora ,  BC  —  »  —  r 
(45^)  e  \/ ( 2 -4- y;3 )  —  V  “  ~  ~  (l2l)>  verrà  AB  —  d=z 

2rV  ~^  =  rV 2  (459). 

486.  IL  Date  le  corde  AB  =  d ,  BG  =  n  di  due 
archi ,  trovar  la  corda  CA  =  m  della  lor  differenza . 

Si  avrà  m  =  -  V(4r*~  ua)~ ^  —  d*). 

Onde  se  AB,BC  sieno  i  lati  dell*  esagono  e  del  deca¬ 
gono,  sarà  CA  quello  del  pentadecagono  (4ÓI),  e  fatto  ABr^ 

<£  =  r,BC  =  n  =  —  (  —  1  -4-  ^5  )  (  460  ),  verta  CA 

^[V(lo^2V5)-fV3-Vl5j. 

a  ^ata  la  corda  AC  d’  un  arco ,  trovar  la  cord® 

AB_d  del  suo  doppio.  Sarà  dunque  AC  = /»  =  CB  =  »,  <? 

perciò  d  ~  ~V(4»*—  m*). 

Onde  se  AC,CB  sieno  i  lati  del  decagono,  sarà  BA 


)(  i8s  X 


‘Mio  del  pentagono,  e  fatto  AC~  CB  ~ (—14. 

V6)(4<S o),  verrà  DA  =  d  =  '^lUZj^AÌ  (,46). 

488.  IV.  Data  la  corda  AB  zz  d  d’ un  arco,  trovar  la 
corda  AG  della  sua  metà.  Sark  dunque  AC  =  wj  =  CB=n,  e 
Perciò  di —my/{atr*  —  m*  )  ed  mzz</[2r*-~  ^(4^  —  <£*)]. 

Onde  fatto  il  lato  dell’esagono  AJB=:<i=r r  ( 456),  qtfql- 

*°  del  dodecagono  sarà.  AC  zr  ,72  =  ?V( 2  — •  ^3 )  =  r  ( V  ~  — 

V'  — )  (l?4):  fatto  AB  zi  d— r*/ ( 2 — V^)»  il  lato  del  po- 
..  2 

hgono  di  24  lati  sarà.  AC  =  m  =:  r*/  [  2  —  <x/(2-+  V3  )  ] 
ee.  Parimente  fatto  il  lato  del  quadrato  AB  =zd=  it/z^Ssjt 
quello  dell’ottagono  sarà.  AC  ==  m  zz  r</  (  2.  —  tj2  )  :  fatto 
AB  rr  cZ  rr  r>^/C  2  */2)y  il  laro  del  poligono  di  ló  lati  sarà 

AC  zzmzi  r>sj  [2  V  (  2  -4-  /</  2  J  J  ec.  Così  fatto  il  lato  del 

decagono  AB  =  <£=-•  (~I  -*V5 )(45o),  quello  del  poligo¬ 
no  di  20  lati  sarà.  AC  =/7z  ==  t\y/[  2 — IO  4- 2\/5)  IeC- 

489.  V.  Trovare  il  raggio  del  circolo,  che  passa  per 

tre  punti  A  ,  B  ,  C .  Si  avrà  r  zz . 

dmn 

Se  1  triangoI°  ABC  è  Iet‘ 
tangolo,  si  ha  rzz~dt  dunque  il  centro  del  circolo  cade 
allora  nel  mezzo  di  AB,  ciò  che  è  evidente  per  altra  parte. 


FIG, 

5«. 


Problemi  sulle  proporzionali . 


490.  I.  Date  tre  rette  a,b,c,  trovare  una  quar¬ 
ta  proporzionale  Condotte  due  rette  AD,AE  in 

angolo,  prendo  sopra  AD  le  parti  AB  =  a,AD  =  c, 
e  sopra  AE  la  parte  AG  =  fc;  condotte  CB,  e  DE 
parallela  a  CB ,  sarà  AE  la  quarta  proporzionale  cer¬ 
cata  .  Poiché  i  triangoli  simili  ACB ,  AED  danno 

AB  ;  AG  :  :  AD  :  AE  =  —  •  Si  ha  lo  stesso  colf  inter- 
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sezione  di  due  rette  fra  due  parallele  (4*7*2).  Che  se 
si  voglia  una  terza  proporzionale  a  due  date  a,b,  U 
costruzione  sarà  la  stessa,  e  solo  bisognerà  prende* 
re  AD  =  AC. 

491.  II.  Trovar  tra  due  rette  a ,  b  una  media 
proporzionale  Vab.  Condotta  l'indefinita  APB,  pren- 
do  in  essa  le  parti  AP  =  a  >  BP  =  b ,  e  descritto  un 

semicircolo  del  raggio  AG  =  -^AB,  la  perpendicoli 

re  PM  condotta  dal  punto  di  divisione  P  »  sarà  la 
media  proporzionale;  poiché  PM4  =  AP  X  PB  (  47'?  )» 

492.  Ili  Dividere  una  data  retta  a  nella  ragù* 
ne  in  cui  è  divisa  un’  altra  AB  .  Da  A  conduco 
eguale  alla  data  a,  che  faccia  con  AB  un  angolo  • 
Unisco  i  punti  C,B,  e  dai  punti  di  divisione  I,F,D 
di  AB  conduco  parallele  a  CB  le  rette  DE ,  FG ,  iB 
che  divideranno  AC  nella  stessa  maniera  in  cui  è  di¬ 
visa  AB.  In  fatti  (467)  AB:  AC::  AI:  AH::IF:HG:» 
FD  :  GE  :  :  DB  :  EC . 

(  493.  IV.  Dividere  una  retta  AB  in  un  numero 

'  n  di  parti  eguali .  Da  A  conduco  1’  indefinita  AC ,  « 
preso  sopra  di  essa  un  numero  n  di  parti  eguali  AE» 
EG  ec. ,  conduco  CB  e  le*  rette  LK  ,  IH  ecc  paralle¬ 
le  a  CB  :  dunque  AB  :  AC  ;  :  AD  :  AE  :  :  DF  :  EG  :  I 

FII  :  Gl  ec.  Ora  AE  =  EG  =  G1  ec.  =  j  dunque 
AD  =  DF  =  FIicc  =  AB  . 

n 

494.  V.  Dividere  una  retta  data  AB  in  medi* 
f  Cii  estrema  ragione,  cioè  in  modo  che  il  maggior  seg¬ 
mento  FB  sia  medio  proporzionale  tra  1  intera  AB  0 
il  minor  segmento  AF  Si  alzi  da  A  la  normale  AG  =** 

2  AB,  e  condotta  CB ,  prendasi  FB^CB  —  Ad* 
Avremo  dunque  CB4  =  (  FP,  +  AC  )2  =  AC*  -4-  AB* 
cioè  FB1  =  AB-  —  2 AG  x  FB  =  AB2  —  AB  x  FB  ^ 
AB  x  AF  ;  dunque  AB  :  FB  ;  :  FB  ;  AF . 
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(jostruzion  geometrica  deli  Espiazioni  determinate* 
del  primo  e  secondo  grado . 

•  Costruire  geometricamente  un’equazione  è  un  trovar© 
*n  linee  i  valori  dell* incognita.  Se  1  equazione  è  del  primo 
grado  ,  i!  valor  dell*  incognita  ai  determina  sempre  colli  in» 
resezione  di  linee,  rette:  se  è  del  secondo  grado,  i  due  va* 
Jori  d  II’ incognita  si  trovano  coli’  intersezioni  della  cixcon* 
Gerenza  del  circolo  e  d’una  retta:  ma  se  l’equazione  è  più 
*’ta,  bisogna  servirsi  di  differenti  curve  la  cui  descrizione 

*  sì  difficile,  che  i  risultati  danno  radici  assai  meno  appros- 
Uniate  di  quelle  de’metodi  puramente  algebrici. 

495.  Se  si  ha  °IJ  =X*  si  prenderà  (4-70)  una  quarta  pro¬ 
porzionale  dopo  b,a,c  *  si  avrà  il  valore  di  * .  Se  a  sz 
•  j  v  ab  . .  cm 

S1  prenderà  — ,  e  dipoi  n  =  ~-,  c  si  avtà*=jc: 

é  nel  modo  stesso  si  costruirà  ec.  Ma  se  il  nu* 

nierator  della  frazione  sia  complesso ,  come . 

e&o-f-ccd  -+-  mnp  .  ai)C 

* - r - »  si  prenderà  collie  sopra ,  h  -r  .  i  — 

rH  10 

Ccd  mnp  % 

^  ed  /=  ed  unendo  insieme  k ,  i  si  avia  una 

retta  eguale  alla  frazione  proposta.  Se  poi  sieno  complessi 

il  numeratore  e  il  denominatore,  come  si pyen* 

mk-+-  nh  r 

derà  le=.k- +*  e  la  frazione  diventerà  — che  si 
•ostruirà  come  sopra  .  Parimente  avendo  da  costruire  x  zz 
tìj>c.c<+qi7i-+nrtqk — mdp  .  ,  *  ~  kl 

<fi—kln-+qmd  *  r  *  9 

cmd  .  abcc  oh  okn  m^p 

ir-  ' 81  avril  x~7ìì "¥T*fì~  'fìì che  si  sa  co- 

•truire  . 

Talora  la  costruzione  è  pii  facile.  Sia,*=:— — una 

c  -h  d 

Quarta  proporzionale  dopo  c^dra*+Ctb  dà  il  valor  di  x. 

<s  a*~b*  , 

via  *  zz  - - :  una  quarta  proporzionale  dopo  c  ,  a  •+  b , 


no.  .  *  iss  ,X 

a  -•  b  dk  j?.  Sia  anche  x  zz  —  , - 


;aò4  ,  ab 

■  j — ,  prendo  m  zz  » 


€d  ho  *  zz  quarta  proporzionale  dopo m4c,c- 

77!  ,  772 .  . 

406.  Passiamo  al  secondo  grado.  Se  sia  xx*  ==  am,  cioè 
xzzy/amt  prendo  una  media  proporzionale  tra  a  ed  m ,  © 
questa  da  x .  Se  x  =:  V (aò  òc  ),  prendo  una  media  pro¬ 
porzionale  tra  b  c  a-¥  c\  se  x  =:  y/  (  a*  -+•  £c  ) >  fatto  »i  — 

—  ,  sara.  x  =  \/a(<z-t*m  )  c^e  si  sa  costruire. 

CL 

497.  Sia  ora  xzz  y/ (a*  —b*  )i  Una  media  proporziona¬ 
le  tra  a-t-ò  ed  a  —  b  dark  x .  Si  può  anche  costruirla  descri¬ 
vendo  col  diametro  AB  =  a  un  semicircolo  ACB  ;  applica* 

•  tavi  la  corda  AC=:&  ed  unita  CB,  questa  sara.v/(<22 — £*)» 
per  esser  rettangolo  il  triangolo  ACB  .  Dovendo  costruite 
bz 

aJ (  a?  -+  bx  )  si  prenda  mzz — ,  e  poi  una  media  proporzio* 

naie  tra  acda-fm:  ma  è  più  semplice  il  valersi  d’un  triango¬ 
lo  rettangolo  ACB ,  i  cui  lati  AC,  CB  sieno  a  e  b  ;  1’  ipotenusa 
AB  sarà  Essendovi  più  termini  sotto  il  radica¬ 

le  proposto ,  come  y/  (  ab  -+  bc  -+■  df) ,  si  prenderà  (  495  ) 

m  zz  ~r  -+-7  e  il  «dicale  diventerà  y/dm.  Se  *  S 

dd 

fg  ma 

y/  (  «c  ■—  fg  -4-  mg  rd),  si  prenderà  n;c—’-*+  ■+ 

—  ,  e  si  avrk  xzz^/an. 
a 

498.  Per  costruir  ^{à1  -4*òaH-c*-4-cZ2  -+  ec.  )  si  pren- 
’  da  AB  =  «,  e  condotta  BCzzb  normale  ad  AB ,  saia  C A1 

ca-4-&a;  condotta  pure  CD  =  c  normale  a  CA,  saia  AD2 
c2-i-6a -+-ca;  condotta  DE  =  t£  normale  a  DA,  sara  AE2 
o2-+ò*-t-c2-i-ci2  ec.  ec.  ;  onde  l’ultima  ipotenusa  AF 
y/{  az  -t-òa-t-ca  ec  ).  Se  alcuni  dei  quadrati  sieno  nega¬ 
vi,  si  prenda  un  sol  quadrato  ms  eguale  ai  positivi,  e  un 
altro  n*  eguale  ai  negativi,  e  si  avra  y/ Im* — n*). 

499.  Posson  ridursi  a  queste  tutte  1*  altre  quantitk  ra¬ 
dicali  .  Sia  y/ (bc  -+  am  H-  dn  —  c<j):  si  farà  bc  zz  iz  ,  am  ZZ 

,  dn  =  l* ,  cq  —  p*  f  e  dovrà  costruirsi  y/  (  ia  -+  &2  -+  Za  —* 
pa).  Se  il  radicai  proposto  ha  dei  rotti,  è  facile  di  liberar¬ 
«ne.  Data  V (—")•  «  **  =  4(4+7)  " 

n,  e  si  avik  \/b  (  Tra  -d-  n).  Se  si  abbia  .  .  •  . . 


n  w  \\\\h 
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^ ^  a%  —  ^ara  Q* d.* zz in1 ,  aJ (ab cd)z=. 

e  si  avrà  \/ {ax  —  —fr')  ~  V [ &1  ~~ P*  )  ^tto'—zzp. 

500.  Av'endo  più  radicali  come  V[/l*i-5v/(^ — A*;]» 
si  fa  y/{kx  —  bx)zzc,  quindi  V  (/l*+oc  )  =/z*  Per  costruì- 

4  4  ^  4 

re  y/aìc)  farei  ac zzm%,  e  avrei  y/ai/nì'  zz  y/amzz  y/aìc.  Co- 
4 

sì  y/abcd  si  costruisce  prendendo  ab  zz  m%  cd  zz  n x  onde 
\/abcdzz  y/ rnn  .  Infine  */  (  axfg  -+  bcfk  —  aìf)  >  fatto  m  =; 

diviene  Va3/».  In  generale  ogni  quantità 

<i  a3  ^ 

composta  di  radicali  del  secondo  grado,  del  quarto,  dell* ot¬ 
tavo  ec.,  può  sempre  costruirsi  col  circolo. 

501.  Si  è  supposto  fin  qui  1°.  che  la  quantità  data  fos¬ 
se  omogenea;  non  lo  essendo,  come  -, - ,  si  renderà  ta* 

a'  -4-  c 

le  col  moltiplicarne  i  termini  per  diverse  potenze  di  f zzi, 
ciò  che  non  cangia  il  valor  della  data,  e  si  avrà 

502.  Abbiam  supposto  2°.  che  la  quantità  data  abbia 
Una  sola  dimensione;  se  ne  ha  più,  sarà  facile  di  ridurla  a 
una  sola  quantità  monomia  della  stessa  dimensione .  Sia 

aÒC~^cJg .  pYend"0  (495)  pZZ  —  ~  —  -  <*d  hrt  no  — 


ed  ho  pc  zz  .  .  . 


503  Prima  di  venire  agli  esempi,  si  noti  che  le  quan¬ 
tità  geometriche,  come  linee,  superficie  ec. ,  son  date  odi 
posizione »  o  di  grandezza ,  o  di  posizione  e  di  g’andezza , 
quando  o  la  loro  situazione,  o  la  lor  misura,  ol’una  e  l’al¬ 
tra  sono  invariabilmente  assegnate .  Se  una  quantità  dicasi 
solamente  data ,  s’  intende  di  grandezza  ,*  e  se  dicasi  dato 
un  punto,  s’  intende  data  la  sua  distanza  da  una  quantità 
che  c  data  almeno  di  posizione . 

504.  Debba  dunque  condursi  dal  punto  dato  A  fuor  dellé  , 
parallele  EB,  CD  la  retta  AK  in  modo  che  la  parte  KI  intercetta  °4' 
da  esse  eguagli  una  data  retta  c.  Condotta  AF  normale  sopra  le  pa¬ 
rallele  EB,CD,  pongo  AF  =:  a,FG  2=  ò,FK  =2  *,  e  sarà  AK[V(“*“^ 

*‘)J;  AF  (<x)ì;IK  (e):EG  (6),  onde  j=V(a*-r*‘). 


&I-  ed  x~±  ^  V'C  C4  — ),  il  che  da  questa  costfUZioflf .  (^ol 

centro  G  e  col  raggiò  c  si  descriva  un  arco  che  tagli  in  rf 
la  retta  FB,  ed  AK  parallela  a  Gli  sarà  la  retta  cercata. 
Poiché  FG  (  ò  j  :  AF  (fl)  :  :  FH  (  V  [  c2  —  bx  J  )  i  FK  (*  j  ~ 

CL 

~j~s/ic% — b1).  Quanto  al  valor  negativo  di  x ,  osservo  che 

l’arco  HM  taglia  EB  in  M,H;  onde  aneh*  AK'  parallela 
ad  MG,  serve  come  AK  a  risolvere  il  problema;  e  però 
FK*  eguale  e  direttamente  opposta  ad  Fn  ,  da  a*  ^  — 

•jV(c,->*V(4«o). 

5°5-  Debba  anche  descriversi  un  circolo  che  passi  pe# 
à"  due  punti  dati  A,B,  e  rocchi  la  retta  CF  data  di  posizio¬ 
ne.  Il  problema  si  riduce  a  trovare  il  punto  M  di  contatto  , 
dopo  di  che  basta  far  passare  un  circolo  per  A,B,M.  Con¬ 
dotta  ABF,  che  incontri  in  F  la  data  CF  ,  si  divida  AB  in 
mezzo  in  D  Fatta  FM  =a:,  FD=;a,  AD  =  DB~  b ,  sarà 
**  BF  X  AF  =r  a*  —  b‘  (  482  )  onde  a,  =:  (  ax  —  bx  ) ,  il  che 

da  quesra  costruzione.  Sul  diametro  DF  si  descriva  il  semi* 
circolo  DGF,  e  vi  si  applichi  la  corda  DG  =  DB-,  «ara  FG 
eguale  alla  cercata  FM  ;  poiché  FG~  V(«2—  izj~2M. 

Figure  simili . 

506.  Due  figure  son  simili  quando  con  un  nu- 
111  ero  eguale  di  lati  hanno  tutti  gli  angoli  rispettiva¬ 
mente  eguali,  e  tutti  i  lati  omologhi  proporzionali* 
Onde  i  poligoni  regolari  di  un  egual  numero  di  lati, 
e  perciò  i  circoli  riguardati  come  poligoni  regolari  dj 
/\m  infinità  di  lati ,  son  figure  rimili . 

66  ^  perimetri  di  due  figure  simili  ABCDE , 

abede  son  tra  loro  come  i  lati  omologhi  AB, ab,  o 
some  un  eg  al  numero  di  lati  omologhi  AB  -4-  AE  -F 
IDE  ec. ,  ab  -f  ae  -f  de  ec.  Essendo  ÀB  :  ab  :  :  BG  ;  bc  :  : 
DCL:  de  :  :  DE  ;  de  ec. ,  la  somma  degli  antecedenti  o 
il  perimetro  della  prima  figura ,  è  alla  somma  de’  con¬ 
seguenti  o  al  perimetro  della  seconda  ,  come  AB:j b, 
o  come  AB  -f  AE  -f  DE  ec.  :  ab  -f  ae  -f  de  ec.  (  2 1 2  )  » 
Onde^  i  contorni  di  due  poligoni  regolari  ABDEFG  » 
*  3011  tra  lor°  il  lato  AG  ali’  omologo  cS-.i  13 


porzione  BAQF  all’ omologa  bagf  dei  perìmetri;  e  se  5*r, 
G  è  il  centro  dei  poligoni,  attesi  i  triangoli  isosceli  e  6 
simili  flC?,  ACG ,  si  avrà  AG  un»  :  ;  CG  :  Cg  :  :  ABDEFG  * 
abdefg  :  :  B  AGF  :  baffi 

508.  Dunque  le  circonferenze  son  tra  loro  come  s  * 
i  raggi,  o  come  due  archi  qualunque  compresi  tra  due 
rasrrri  CA ,  CM  ;  ma  CM  :  CN  :  :  AM  :  BN  ;  dunque  AMF  * 
£ND::AOM:BJV::AM:BN::CM:CN. 


500.  Gli  angoli  A,B  essendo  canto  più  distanti  tra  loro  ^ 
quanto  AB  è  più  grande,  il  poligono  sark  tanto  men  curvo 
quinto  son  maggiori  i  suoi  lati,  cioè  le  curvature  dei  poli-  >r© 
g  ni  simili  e  perciò  anche  dei  circoli,  sono  in  ragione  m- 
Versa  dei  lati  o  dei  raggi  (5°?-5°K). 


510.  Se  dunque  il  raggio  sia  infinito,  la  curvatura  sarà 
«ero:  ma  un  circolo  di  raggio  infinito  ha  il  centro  ad  infi¬ 
nita  distanza  dalla  circonferenza;  dunque  (430)  i  ra"^i  di 
un  tal  circolo  son  paralleli  tra  loro  e  perciò  tutti  no?mali 
alla  tangente  (410),  che  si  confonde  in  tal  caso  con  la  cir¬ 
conferenza  . 


5 T  t .  In  dite  figure  simili  ABGDE,abc<le  le  dia -  ** 
gona  i  AD  ,  AG  ,  ad  ,  ac  ,  son  proporzionali  tra  lo¬ 
ro  e  a  Urti  omologhi  AE  ,  ae  .  I  triangoli  ADE  ,  ade 
son  simili  avendo  un  angolo  E  =  e  ,  e  intorno  ad 
esso  i  lati  proporzionali  ;  dunque  AD  :  ad  :  *  AE  :  ae  ; 
così  si  troverà  AG  :  ac  :  :  BG  :  bc  :  :  DE  :  de  :  :  AD  :  ad 
ec.  In  generale  le  figure  simili  hanno  proporzionali  tut- 
le  le  lor  dimensioni  omologhe  Onde  per  descriver  so- 
pra  un  lato  omologo  ad  AB  un  poligono  simile  al  dato 
ABGDEF ,  si  prenderà  in  AB ,  prolungata  se  occorra , 
la  retta  Ab  eguale  al  dato  lato,  e  condotte  dal  punj;o 
A  le  diagonali  AC,  AD,AE,  le  parallele  bc  a  BG , od 
a  CD, de  a  DE,ef  ad  EF  formeranno  il  poligono  cer¬ 
cato:  poiché  le  figure  ABCDEF  ,Abcdef  hanno  gli  an¬ 
goli  respetti  vamente  eguali  e  i  lati  proporzionali ,  atte¬ 
si  i  triangoli' ‘simili  ABC,  Afa»  e  AGO,  Acd  ec. 


)(  19*  )( 

SECONDA  PARTE 

DECLI  ELEMENTI  DI  GEOMETRÌA 


5 13.  chiama  Superficie ,  o  Area  tutto  ciò  clic 
si  concepisce  con  la  sola  lunghezza  e  larghezza-  Se 
si  supponga  questo  Libro  diviso  in  due  parti,  e  ognu¬ 
na  in  altre  due  ec. ,  si  giungerà  a  dividerlo  in  ogni  fo¬ 
glio  ,  e  se  l' arte  non  possa  più  suddividere ,  si  concepiran¬ 
no  però  possibili  altre  divisioni  senza  fine ,  per  cui  il  fo¬ 
glio  diverrebbe  sempre  più  sottile,  benché  sempre  egua¬ 
le  al  primo  in  lunghezza  e  in  larghezza .  Ma  le  molte 
suddivisioni  confondon  l’ idee  e  non  si  comprende  be¬ 
ne  ciò  che  chiamasi  infinitamente  grande  e  infinita¬ 
mente  piccolo  .  È  però  assai  chiaro  i  °  che  col  sud¬ 
dividere ,  uno  si  accosta  sempre  al  termine  ove  quel 
foglio  non  avrebbe  più  grossezza  alcuna:  2*.  che  per 
giungere  a  questo  termine  vi  vorrebbe  un  numero 
veramente  infinito  di  divisioni:  30.  che  questo  nume¬ 
ro  è  impossibile  e  che  non  •  si  arriverà  mai  al  termi¬ 
ne  per  quanto  uno  vi  si  accosti  sempre.  Ora  diconsi 
Limili  della  divisione  quelle  quantità  verso  cui  altre 
tendono  senza  potervi  mai  giungere  :  così  la  superfi¬ 
cie  è  il  limite  del  corpo ,  la  linea  è  il  limite  della  su¬ 
perficie,  e  il  punto  è  il  limite  della  linea  .  Può  dirsi 
ancora  che  la  superfìcie  d’  un  corpo  è  T  inviluppo  e- 
steriore  che  lo  ricuopre ,  e  su  cui  cadono  i  nostri 
«guardi .  Per  determinarne  la  grandezza ,  cerchiamo 
la  misura  naturale  delle  superficie  . 

Bisogna  ie.  che  sia  essa  medesima  una  superfì¬ 
cie  a  cui  possano  riferirsi  1’  altre  ,  e  serva  in  certo 
modo  di  base  a  tutte  le  valutazioni ,  come  V  unità  è 
la  base  di  tutti  i  calcoli  :  2°.  che  sia  la  più  sempli" 
ce  di  tutte  ed  abbia  perciò  lunghezza  e  larghezza  fi¬ 
gliali  ;  or  la  larghezza  si  misura  prendendo  fa  distan¬ 
za  dell  estremità  parallele ,  che  è  la  perpendicolare 

(404); 
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(404);  dunque  la  misura  della  superficie  è  un  qua¬ 
drato  più  o  inen  grande ,  che  sempre  si  prende  per  uni¬ 
tà  di  superficie:  così  la  superficie  di  un  pollice  in  lun¬ 
go  e  in  largo  è  la  misura  delle  superficie  valutate  a 
pollici  quadri,  e  la  superficie  di  un  piede  quadro  ha 
I44  pollici  quadri.  Di  qui  è  che  si  nomina  Quadra¬ 
tica  la  valutazion  d’  una  superficie  qualunque ,  ed  il 
problema  sì  celebre  della  quadratura  del  circolo  con¬ 
tiate  in  trovare  un  quadrato  eguale  in  superficie  ad 
Un  dato  circolo  -  In  generale  quando  vuol  misurarsi 
una  superficie  ,  si  dee  cercar  quante  volte  essa  con¬ 
tiene  il  quadrato  unità  . 

513.  Misurare  il  quadrato  AECD  ,  diverso  da 
abed  che  è  il  quadrato  unità .  Presa  BF  =  bc  e  con-  ?°' 
dotta  a  BA  la  parallela  FÉ,  il  rettangolo  BE  contie¬ 
ne  tante  volte  il  quadrato  abed ,  quante  la  base  AB 
contiene  la  base  ab  .  Dunque  se  ebed  —  s,  sarà  BE: 
s::AB:i,  e  BE  =  ABxs:  ma  la  superficie  del  qua¬ 
drato  totale  AG  contien  tante  volte  il  rettangolo  BE, 
quante  la  linea  AD  o  AB  contiene  AE  o  ad  ;  dun¬ 
que  AC  :  BE  (  =  AB  x  s  )  :  :  AB  :  1 ,  e  però  AG  =c 
AB2xs,  e  poiché  arai,  sarà  AC  =  AB*  :  cioè  il 
quadrato  è  il  prodotto  del  quadrato  unità  per  il  qua¬ 
drato  delle  unità  di  un  de  suoi  Lati .  Non  eguaglia 
dunque  il  quadrato  d'  un  de  suoi  lati ,  mentre  non  si 
moltiplica  mai  una  linea  per  un’  altra  :  ma  poiché 
quest'  espressione  è  usata ,  noi  pure  1  adopreremo  . 

514.  Posto  ciò,  il  rettangolo  AD  è  il  prodotto  7 
della  sua  base  AB  per  la  sua  altezza  AG  ;  poiché  il  ^ 
quadrato  AE  descritto  sul  lato  maggiore  AB,  conter¬ 
rà  tante  volte  il  rettangolo  AD ,  quante  AF  contie¬ 
ne  AC  ;  dunque  AE  :  AD  :  :  AF  :  AG ,  ed  AD  =  .  .  . 

AExAC  AB*x AC  *  r>  ap  n  s  .  „ 

—  =  AB  x  AG .  Cosi  se  AB  =  2 

pollici,  AG  =  3  poli.,  sarà  AD  =  21  pollici  quadri . 

515.  Onde  i\  il  triangolo  rettangolo  ABC  è  il 
prodotto  della  sua  semialtezza  per  la  base,  perchè  il 
angolo  EDCjssAJBC  (450);  a\  un  triangolo  qua* 

B  b 


FIG.  x  )(  !94  X 

UiTique  ABC  e  il  prodotto  d  un  de  suoi  lati  AC  per 
TP'  la  seminormale  BD  condotta  dall ’  angolo  opposto  B 
su  questo  lato  prolungato  ,  se  è  necessario  ;  perchè 

ABD  =:  -  BD  x  AD ,  e  CDB  =  ^BDxDC;  dunque 

2  w 

CDB  r±  ABD  =  ABC  =  j  BD  (  DC  =t  AD  )  = 
— BDxAC, 

3 

51 6.  Dunque  un  parallelogrammo  AD  è  ilprodotr 
i3*  to  della  base  AE  per  la  distanza  BG  dei  lati  paralleli 
AE  ,  BD  .  Infatti  condotta  la  diagonale  BE  ,  si  ha 
AD  =  sAEB  (451)  =  AE  x BC 
^  51?.  IL  trapezio  ABCD  è  il  prodotto  della  semi- 

24*  somma  de'le  sue  basi  parallele  AD,BC  per  la  lor  di¬ 
stanza  GF;  poiché  condotta  la  diagonale  AG,  si  a- 

▼rà  ABC  =  ~  AE  x  BG  =  ~  BG  x  CF  ,  e  AGD  = 

—  ADxCF;  dunque  ABC-hACD  =  ~CF  (  BC  -+ 
AD ) = ABCD , 

518.  Il  poligono  regolare  è  11  prodotto  del  suo  pe* 
rimetro  per  la  seminormale  condotta  dal  centro  sopra 
un  de  lati;  poiché  i  raggi  dal  centro  agli  angoli  divi¬ 
dono  il  poligono  in  tanti  triangoli  eguali  e  simili 
quanti  sono  i  lati:  ma  ciascun  di  questi  triangoli  ò 
il  prodotto  del  lato  del  poligono  per  la  seminormale } 
dunque  il  poligono  è  il  prodotto  del  perimetro  per  la 

*  seminormaìe  stessa .  Onde  una  porzione  BGG  del  pò- 
ligono,  compresa  tra  due  raggi  GB,CG  e  i  lati  BA, 
AG,  è  il  prodotto  di  BA-4-AG  per  la  seminormale. 

5 1 9.  Dunque  il  circolo  è  il  prodotto  della  circon¬ 
ferenza  per  il  semiraggio ,  e  il  settore  è  il  prodotto  del 
semiraggio  per  l'arco  che  lo  termina  .  Perciò  per  aver 
la  quadratura  del  circolo  bisognerebbe  conoscer  la  ra¬ 
gione  del  raggio  alla  circonferenza ,  la  quale  non  si 
è  potuta  determinare  che  per  approssimazione  ;  e  si  e 
trovato  che  il  diametro  d’  un  circolo  sta  alia  sua  cir- 
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Conferenza  presto  a  poco  come  2  a  22 ,  o  come  113 
a;  355  >  0  più  esattamente  come  1  a  3,14159265358 
9293238462Ó433832795o28^4I97l69399375 10582092 
494459230281640628620899862803482534211206798 
21480865132223066420938446  »  approssimazione  qua¬ 
si  infinita  . 

Poiché  l’uso  di  questo  numero  è  frequentissimo, 
ne  aggiunghiamo  il  logaritmo,  cioè 

/3 , 1415  ec.  =  o ,  492*4  98Z20  94*33  854S5 

520.  Sia  7T  =3  ,14159  ec.;  sarà  1  :  a-  la  ragion 
del  diametro  alla  circonferenza .  Sia  r  il  raggio  d’  un 
circolo  qualunque ,  e  si  avrà  1  :  7r  :  :  2r  :  2/  tt  »  sua  cir¬ 
conferenza  .  La  superficie  e  7rr  (  5*9)* 

521.  Come  per  il  diametro  I  si  ha  la  circonferenza  7r  ~ 
3,1415926,  così  per  il  raggio  1  si  avrà  una  semicirconfe¬ 
renza  espressa  parimente  per  vr .  Chiamato  dunque  y  il  nu¬ 
mero  dei  gradi  o  minuti  o  secondi  ec.  della  semicirconfe¬ 
renza,  g  il  numero  dei  gradi  ec.  di  un  arco  dato,  ed  x  l’ar¬ 
co  stesso  in  parti  di  raggio,  sarà  y  :  7r  ::  g:  x—**.  Perciò 
fatto  y~ ri 80 ,  1 0800 ,  648000 ,  secondochè  g sarà  espres¬ 
so  in  gradi  o  minuti  o  secondi,  avremo  —  =r  are.  1°,  ~ 

are.  1' y  —  are.  i" ,  in  parti  del  raggio  I,  ed  x  zzg  are.  1°.  ec. 
La  Tavola  degli  archi  ridotti  in  parti  di  raggio  si  troverà 
Sul  fine  di  questo  Libro,  pag.  XXXVI.  Osservisi  però,  che 
se  il  raggio  è  "a,  si  ha  xzz.ag.arc.  1°.  ec.  Così  troveremo 
360°  =  360  a.arc.  1°.  ec. 

522.  All’incontro  se  dato  l’arco  *  in  parti  di  raggio, 

r* 

si  cerchi  l’arco  stesso  in  gradi  e  minuti,  si  avra^ — —— . 

Chiamando  r°yr(,r"  il  raggio  1  espresso  in  gradi  o  mi¬ 
nuti  cc.  ed  essendo  tt :  I  y° :  r°  ::y' i  :y'  ;  r",  ovvero  ge¬ 
neralmente  /=r^r=— —  (521)»  si  avrà  gzzxr°>  —  x/  ec. 
*  a/c. 

xr  _ xr 

oppure  se  il  raggio  è  a ,  §  ~  ec.  come  e  chiaro. 

Per  facilitar  questi  calcoli ,  ecco  1  logaritmi  degli  archi  ri¬ 
dotti  in  parti  di  raggio,  e  del  r&ggio  ridotto  in  archi 


X  196  x 

tara.  I*  =  8,24187 736'?$  9*827  784551?  r9zZcol.  are.  i°zr  I,7<8r2 
£  are.  I  =  6^46372  6i  I Z3  07 1 84 1 5204  Z  /  =  coZ.  arC.  |'  ~  3,  <362^  3383? 

Zarc  I  =4:63557  486682354o5i953!Zr"=coZ.arc.i^=5,3?44Ì5i33l 

Di  qui  si  trova,  fatto  »sr,  che  il  raggio  1  diventa 
2~  ST°  »  296  =  570 , 1  44", 8 =306265". 

523.  Un  poligono  irregolare  divìde  in  triango¬ 
li,  e  la  loro  somma  è  il  poligono  proposto  &  ciò  è  e* 
vidente .  Ma  se  si  voglia  un  triangolo  eguale  al  dato 
^ poligono  ABGDE,  condotta  la  diagonale  CE>  la  pa¬ 
rallela  CE  a  DG  che  incontri  in  G  il  lato  AE  pro¬ 
lungato,  e  poi  CG,  sarà  il  triangolo  CGE  =t  CDE 
per  la  base  ed  altezza  eguali  ;  dunque  ABCDE  = 
ABCG .  Condotta  ora  la  diagonale  CA  ,  la  parallela 

e  congiunta  CF ,  si  proverà  egualmente  il  trian¬ 
golo  FCG  =  BCGA ,  e  perciò  eguale  al  pentagono 
dato  :  e  poiché  con  questo  metodo  si  può  ridurre  qualsi¬ 
voglia  pongono  in  un  triangolo,  ed  è  facile  di  far  d’ un 
triangolo  un  parallelogrammo,  d’ un  parallelogrammo  un 
rettangolo,  e  d’un  rettangolo  un  quadrato,  può  sempre 
trovarsi  la  quadratura  esatta  di  tutte  le  figure  rettilinee . 
Ecco  ora  alcuni  evidenti  teoremi ,  molto  utili  nella  Sintesi . 

I.  Se  la  retta  FE  sia  divisa  comunque  in  A,  il  ret • 

tangolo  FExEA  sarà  eguale  al  rettangolo  FAxAE  col 
quadrato  di  AE  ;  cioè  fatta  FA  =  a  ,  AE  =  b ,  sarà  (  a 
b  )  b  =  ab  ■+  b  .  v 

II.  Poste  le  stesse  cose,  il  quadrato  di  FE  sarà 
eguale  ai  quadrati  di  FA  ,  AE  col  doppio  rettangolo 
I A  x  AE  ;  cioè  (  a-t-b)*  =  a*-+-  2ab~h  b* . 

% _ Onde  s?  «ia  b  =  a,  verrà  (u-+-n)i  =  n*-+-2n*-4. 

a  7?  »  ci°è  se  FE  sia  divisa  in  mezzo ,  il  quadra - 

to  di  FE  sarà  quadruplo  del  quadrato  di  FA ,  e  i  qud- 

FA X  1eFA  *  Saranno  eouaLi  al  doppio  rettangolo 

«  «>&,  fatto  a  —  b  =  c,  si  avrà  ax  — 

ff"  t  f  *  onde  <za —  2ab-+bx  >0,  e  quindi  ax-+ 

P  >^mCl0iVe  FE  non  6lCL  divisa  in  mezzo ,  i  qua- 
lo  FAxAE  Saran*o  maggiori  del  doppio  rcttango- 


__  _  ,  X  *97  )( 

IH.  roste  le  stesse  cose,  il  quadrato  di  FE  sarà 
*2:;  ale  ai  rettangoli  FE  x  E  A  ed  EFxFA:  cioè  (  a  -+ 
£)*==(  a-rb)a-+(a-+h)b' 

IV.  Poste  le  stesse  cose ,  i  quadrati  di  FE ,  AE 

•saranno  eguali  al  doppio  rettangolo  FExEA,  e  al  qua¬ 
drato  di  FA  :  cioè  (a-+b  )*4  ò*s=  zb  (a  a* . 

V.  Se  la  retta  DA  sia  divisa  in  mezze  in  G  e  co¬ 
munque  in  F ,  il  rettangolo  AF  x  FD  col  quadrato  di  FG 
sarà  eguale  al  quadrato  della  metà  DG  :  cioè  fatto 
AG  —  a  ,  GF  =  b ,  saia  (a-hb)(a —  b)-±bz=  a*. 

VI.  Poste  le  stesse  cose,  i  quadrati  di  AF,FD 
saranno  doppi  dei  quadrati  di  AG  ,  GF  ;  cioè  ( <z -+£>)*  -+. 
(a~b)*  =  2(***-bz)> 

VII.  E  la  differenza  dei  quadrati  di  AF ,  FD  sa¬ 
rà  quadrupla  del  rettangolo  di  AG  X  FG  :  cioè  (<z-4- 

Vili.  Se  alla  retta  FE  divisa  in  mezzo  in  A  si 
Unisca  la  retta  EG  ,  i  quadrati  di  FG ,  GE  saranno 
doppj  dei  quadrati  di  FA,  AG:  cioè  fatta  FA --a, 
ÌG  =  &,  sarà  (  aa-4-t)z-t-òt=:2(aa-+-(<z-+-£>)i). 

IX.  Poste  le  stesse  cose  ,  il  rettangolo  FG  x  GE 
Col  quadrato  di  AE  sarà  eguale  al  quadrato  di  AG: 
fcioè  (s = 


FIG. 
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Paragone  delie  superficie . 

524.  S>e  B ,  b  sono  le  basì ,  ed  A ,  a  1’  altezze  di 
due  triangoli ,  la  loro  superficie  sarà  S  =  —  ,  $  == 

dunque  S  :  s  BA  :  ha.  Onde  1°.  le  superficie  di 

due  triangoli  sono  in  ragion  composta  delle  basi  e 
delle  altezze  :  Il°.  due  triangoli  con  ia  stessa  base  o 
basi  eguali  son  come  f  altezze  ;  poiché  B  =  b  dà  S  : 
*  :  :  A  :  a.  Ili0,  due  triangoli  con  altezze  eguali  son 
come  le  basì;  poiché  A  =  <*  dà  S>$::B :b.  IV*.  duo 
triangoli  sono  eguali  in  superficie  i°.  §e  tra  due  lati 
eguali  a  due  lati  abbian  1  angolo  supplemento  1’  un. 


fig.  J11-  u  .  , ,  K.  ,98  )( 

dah  altro,  poiché  uniti  i  due  angoli  insieme <  sarà 
on“e  S  =  5:  2°,  se  le  lor  basi  e  le  loro 
altezze  sono  in  ragione  inversa;  poiché  B  :  b  ::  a  :  A 
dà  2>cZ  =  BA  ed  S  =  s.  V°.  due  triangoli  simili  stari¬ 
no,  come  i  quadrati  delle  lor  dimensioni  omologhe  ;  poi- 
cue  in  questo  caso  B  :  b  :  :  A  :  a  ;  dunque  8  :  s  :  :  B2  : 
b2::A2ia2. 

52^-  Onde  i°.  il  triangolo  equilatero  circoscritto  è 
quadruplo  dell  iscritto,  poiché  il  lato  dell’uno  è  doppio  del 
j  n >  •  •  a  tr°  ^4^4) :  2°.  il  quadrato  circoscritto  è  doppio' 

dell  iscritto,  perchè  chiamato  r  il  raggio  del  circolo,  i  lor 
lati  sono  2r,r>y/2( 459 .464)  ;  ora  (2r/  c  doppio  di  (ry/2)*. 

520.  Se  due  triangoli  BAC,£ac  hanno  un  angolo  egtla- 
le  A,  a,  saranno  tra  loro  come  i  prodotti  de*  lati  intorno 
all  angolo  eguale.  Poiché  condotte  le  normali  BD ,bd  sui 
frì  AC’ac>  sara  ®AC  :bac  BD  x  AC  :  bdx  ac  :  :  AC  :  ac  X 

BD  ’  ma  1  trianSoli  simili  ABD ,  abd  danno  ~  =  ~;dun- 

UD  Ali 

que  BAC:  bac  :  :  AC  :  :  :  AC X  AB  :  ac  X  ab . 

Per  farne  un’applicazione,  debba  condursi  dal  dato  pun- 
to  B  la  retta  BF  in  modo  che  il  triangolo  ACD  resti  divi- 
AEF»EFDC  nella  ragione  di  »:n.  Poiché 
AEF  .  EFDC  :  :  m  :  n,  saia  AEF  h-  EFDC  (  —  ACD  )  :  AEF  :  : 
m  -4-  «  ;  m:  :  AC  x  AD  :  AE  x  AF .  Condotta  ora:  BI  parallela  ad 
AC,  e  fatte  .f.BI=-«vAl  =±o,  AC  =  6,  AD=:d  e  AFt=*,  i 
triangoli  simili  AEF,BIF  daranno  FI  (  x  -+  c  )  :  IB  (  a  )  :  : 


là- 


FA  (x):  AE  _  onde  m~bnim::bd: - 

,  _ bdmx  bdcm 

x  -.(»*— *  dun<lue  *  =• 


però 


bdm  ±  ^/[  b*dz‘ 


2  a(  i 


H  4 abdmc  (m- 


•»)] 


.  Di  questi  due  valori 


troS0^„^3ÌtìvOSCÌOglie  11  ProMema-  Per  saper  ciò  che!' at¬ 
tive  ,  dòè  di’v“ni0sferÓVAC'e  AD,AE ‘AD  < ^ " *'■ > 
zione  trovata-  nnj  iiAC  * AD  ’  nor]  S1  cangierebbe  l’ equa- 
«oB  la  rettasi  t”*  J,.nse/na  anche  3  Condurre  dal  pun¬ 
tone  di  chc  dlvlda  U  tlianEol°  A'D'C'  nella  xa- 

g  '  nnque  il  valor  negativo  significa  AF'  di- 

^  AeC  comeP°io  P  AF  (*»»•  Sa  11  P“"»  B  foVse  Voi 
laro  AC  come  ,n  E,  sarebbe  AI  (c)  =  o,  e  AF  —  x  s 


M.  K  '»  K 

e  se  9ue3t0  punto  fosse  dentro  al  triangolo ,  si  fa¬ 
rebbe  c  negativa . 

52Z-  -fi?  figure  simili  /’  aree  sorz  proporzio¬ 
ni  ai  quadrati  delle  loro  dimensioni  omologhe .  Poiché 
se  A,B  ed  a ,  b  sieno  le  due  dimensioni  omologhe  il 
cui  prodotto  dà  1’  aree  fi ,  s  delie  ligure  ,  sarà  S  :  s  :  : 
AB:a/>:  ma  per  la  natura  delle  figure  simili.  A: a:: 

B  :  b  ;  dunque  S  :  5  :  :  A 2  :  a' z  :  :  B 1  :  b2 . 

528.  Onde  1°.  I  circoli  sono  come  i  quadrati  de'  rag¬ 
gi  >  de  diametri ,  delle  cir conferenze,  in  generale  delle  [oro 

dimensioni  omologhe  :  20.  Una  figura  qualunque  ALMNC 
(a)  costruita  sull’ ipotenusa  AC  d’un  triangolo  rettango-  , 
lo  ,  eguaglia  la  somma  delle  due  figure  simili  ÀDFGB  * 
( h ) ,  BHIKC  (c)  costruite  sui  lati .  Poiché  a  :  ACZ  :  :  b  : 
AB*  :  :  e  :  BGa  ;  dunque  a:h-+c :  :  AC1  :  AB"  -+  BC  :  ma 
AG1— ABz-t-  BGZ;  dùnque  a=  h  -+  c  Onde  il  semicirco  „ 
lo  AGB  sull’  ipotenusa  AB  eguaglierà  i  semicircoli  AGD;  i 
BGF  sui  lati  AG  ,  CB,  e  tolte  le  parti  comuni  AEG^, 
CGBG ,  gli  spazj  curvilinei  ADGEA  -b  GFBGG  son‘ò 
-Òguali  al  triangolo  ABC  .  Questi  spazj  si  chiamano  le 
Lunule  di  Tppocrate  .  Ecco  altri  teoremi  . 

I.  Di  due  poligoni  regolari  2mCZX,2nCZF  circo  soni¬ 

ti  ad  un  circolo ,  il  maggiore  è  2mCZX  che  ha  il  minor  ntir  3 
sincro  m  di  lati.  Chiamo  i  triangoli  CZX,CZF, 

CFX,  ed  Systs'  i  settori  CZrtCZftCfry  onde  'T  —  t-bt', 

S  —  s-b  s':  e  poiché  t'  >  CFR  c  CTF  >  t ,  sarà  (180;  t'  : 
f>-^FR:CTF;  ma  CFR  :  CTF  :  :  $  :s  (528);  dunque  t':t> 
s'  :  S  e  t'  -b  t  ;  t  >  S  -bs  :s  ,  cioè  T:  t  >S  :  s  ovvero  2mT  i 
2nt  >  2mS  :  2ns  ;  ed  essendo  2mS  =  2ns  perchè  i  poligoni  son 
circoscritti  allo  stesso  circolo ,  avremo  2mT>2nt. 

II.  Il  .circolo  è  medio  proporzionale  tra  due  poligoni 
regolari  simili,  V  uno  circoscritto  ,  V  altro  isoperimetro  .  Po» 

..sto  r  il  raggio  del  circolo  e  2 q  il  perimetro  del  poligono 
circoscritto,  saranno  rx7c,qr  le  lor  superfìcie.  Sia  p  l’ isope¬ 
rimetro  al  circolo ,  ,e  chiamata  /  la  sua  normale  dal  centro , 


q/3, 

sarà  p=  ~r  (527) 


zrr’i r  (£i8)f  onde  r'zz —  e  p  s  ,  . . 

,  ...  '  2  -  ' 


■ - ;  ora  ~~  ar  ;  r  : - .  Onde  come  or  > 

2  2 


FIG.  )(  2  CO  )( 

rV>“>  cIoè  circolo  è  il  massimo  di  tuiti  i  poligoni 

isoperimetri  . 

-Eh  dwe  poligoni  regolari  isoperimetri  quello  che  ha 
piu  luti  è  maggiore.  Sieno  p>p'  due  isoperimetri  d’uno  stes- 
è0  c.‘fc°lo  ***  j  e  PjP'  due  a  lui  circoscritti  relativamente 
Simili  agli  isoperimetri  :  avremo  (  II  )  (•tjrb Pp  =  ?rp'  e  sup¬ 
posti  i  più  Iati  in  p,P,  sarà  (I)  P'>-P*,  dunque  P  :Py  >- 
cioè  \:p/>l:p  f  D’onde  pur  si  deduce 

che  il  -  circolo  avendo  infiniti  lati ,  è  il  massimo  de’  suoi 
isoperimetri.  , 

539-  Sciogliamo  ora  alcuni  problemi.  I.  Trova- 
*  '  re  una  figura  ALMNC  .simile  a  due  date  ABFGB , 
BIIIKC  e  loro  somma  •  Posti  in  angolo  retto  i  lati  o- 
moìoglii  AB ,  BG ,  sarà  AG  il  lato  omologo  della  fi¬ 
gura  cercata ,  che  con  ciò  si  descriverà  facilmente 
(  5 1 1  )  •  Onde  un  circolo  è  eguale  a  due  dati  se  es¬ 
sendo  AB ,  BG  i  lor  diametri ,  V  ipotenusa  AG  sia  il 
suo . 


II.  Trovare  una  figura  slmile  a  due  date  e  loro 
differenza  .  Sul  lato  AG  della  maggiore  si  descriva 
un  semicirCoìo ,  in  cui  si  applichi  il  lato  omologo  BG 
della  minore,  e  sarà  AB  1  omologo  della  cercata; 
poiché  AB1  — AC*  —  BG* .  Onde  può  aversi  un  cir¬ 
colo  eguale  alla  differenza  di  due  dati . 

11 1  Trovare  una  figura  simile  a  molte  date  e  loro  som¬ 
ma  o  differenza.  Sieno  A ,  E  ,  D  cc.  Unti  delle  figure  da  som¬ 
marsi  ,  omologhi  ad  aybyd  cc.  di  quelle  d;i  sottrarsi,  ed  x 
Pomologo  della  richiesta;  sarà  x*=z Aa-f  IP-f D1  ec.  —  a'1 — 
i'  —  d*  ec.  quantità  facile  a  costruire  (498;.  Può  dunque 
farsi  un  circolo  che  sia  somma  o  differenza  di  quanti  circo¬ 
li  si  vorrà  . 

IV.  Trovare  una  figura  simile  a  una  data  che  sia  a. 
quella  nella  ragione  m:n.  Chiamo  a  un  lato  della  data,  cd 
x  1  omologo  della  cercata:  dunque  à1  :xx  wm-.n .  ed  ar  tz 
■  /c  a 

**  rn  Onde  possono  aversi  due  circoli  in  una 

ragione  anche  incommensurabile  m:n. 
n  1*.  •.  perimetro  p  e  la  diagonale  a  ri’  un  rettane 

<•  gdo  AD,  trovarne  la  superficie  e  i  lati.  Sia  AB^ra’,BD^ 

y>  e  si  avrà  « «*-+/=:«*,  onde  >  = 

■v/V~ 


X  20 1  )( 


V {u  *  )»  quadrando  c  risolvendo  si  trova  x  —  — 

4 


FIG. 


V(- 


.*  VI.  Dati  i  tre  lati  (V  vn  triangolo  ,  trovarne  la  snner -  o 
.  Sia  AC  ~  a ,  All  —  Z> ,  BC  —  c  la  normale  BD —  a  sa- 

'Jlb*:  e  però  *  =:;^  v/t4«***—(a*-4* 

— e*/]>  e  fe-  superficie  cercata  =  $  —  -£-  [  <^atb'1 _ 

(«*-f^—^)»]=(39o.XXXI.)  ^[(Hc-fl)(«+c^ 

~*C  ^a~hb~i'c  )1’  Sia  la  dcniisomma  dei  tre  lati 

^1“^'=**»  e^ark  ‘2-l-,2a-ò^.c-^a12rj~2b  =  a^ 

(a-t-Orfc)  . . 

- - - - ;  dunque  C  N  —  —  — 

v/[(^~g)(g —  &)(g  — c)f 

v  J  ,  e  poiché  se  1  angolo  A  è 

mto,  CN^s-c  (445)>  s„S 

■  V  j'  r?  ?  Vot"“‘sa  <*  “*  triangolo  rettangolo  e  la 
ragion  dei  du?  lati ,  trovarne  V  area.  Sia  AC  —  a  ,  BC  :  AB  :  • 

min,  AB  =  *,  sarà  BC  =  —  e  si  avrà  **  .+  _  a» 

=  3  71  Tl*  ’ 

ende  *a  =  -?~5,  e  l’area  richiesta 

™  -+»  2/2  Xn^n»)* 

Vili.  Data  la  ragione  e  la  somma  dei  tre  lofi  fi  un 
triangolo  ,  trovar  V  area.  Sia  AC  ~  si  ,  AB  —  y  ]>£  _  -, 

perimetro  pzzx-+ y-*- * ,  la  ragione  dei  lati  x  :y  •  a:  *a.I’  80. 

saia  x-+y-+  %  (=p);  a  H-Uc  ;  :  *  ;  a  :  :y:  b ,1  :  *  :  c,  c  perciò 

*  _  _ fP _  _  _ bp_ _  1 

a-+£-Hc’  ^  ~  a-pb-Pc’ 

I  area  (  VI  ) . 


8r. 


'-■aJb'ìTc’  e  di  1UÌ 


•  P'„Paf0  ll  Pm'”ttro  d-  un  triangolo  rettangolo  e  la  ra¬ 
ion  dell  ipotermia  alla  somma  dei  lati ,  trovar* V  area.  Sia 
il  perimetro,  AC-.  :.v,  ÀB=: V  ,  BC  =  z  ;  sar  a  m-.y mi  „ 

,  e  pero  *  -+  r  z(—p)ix:;  ,n  „  .  m  <  ^ide  x  _  8l. 

C  c 


X  202  )( 


77?p  np 

— r—  ,^-fzrr  —  -ìyi-h2yz~ 
vi  -+n  772  -f  n  J  J 


2  n P 

■*  -TTnJu^^y^ 


2 _  m  P  ,  ,,  yz  p'/n  —  m\ 

x  — —  - — dunque  r  area  cercata - i 

(/n-H«)a  2  4V/7ZH-7Z/ 


Superficie  Piane . 


530.  Hit  superficie  piane  o  il  Piano  è  quello  in 
cui  posson  condursi  per  ogni  verso  delle  linee  rette: 
onde  il  piano  è  tra  le  superficie  ciò  che  la  retta  c 
tra  le  linee.  Ma  per  farne  un’idea  distinta,  conoe- 
pisco  il  triangolo  rettangolo  sublime  ABF  che  giri  in- 
°2’  torno  ad  AB  :  se  nella  sua  rivoluziono  la  retta  BF 
lasci  le  vestigia  del  suo  passaggio ,  queste  saranno 
tutte  in  un  piano  circolare ,  mentre  quelle  dell*  obli¬ 
qua  AF  formeranno  una  superficie  convessa. 

53  T*  Da  questa  descrizione  risulta  i°.  che  se  u- 
na  retta  ha  due  punti  comuni  con  un  piano ,  tutti  gli 
altri  angora  son  nel  medesimo  piano ,  e  che  perciò 
la  retta  e  il  piano  prolungati  son  sempre  confusi:  a** 
che  una  retta  AB  nonnaie  a  un  piano,  lo  è  a  tutte  le 
rette  FB ,  GB ,  DB ,  HB ,  LB  che  sono  in  esso  e  passa¬ 
no  per  l’estremità  B  delia  retta;  onde  da  un  punto  A 
fuori  del  piano  una  sola  normale  AB  può  condursi 
sul  piano  stesso ,  altrimenti  si  potrebbero  dal  mede¬ 
simo  punto  A  condurre  due  normali  AB ,  AF  sulla 
medesima  retta  FB ,  il  che  è  assurdo  :  si  proverà  e- 
gaal mente  che  da  un  punto  B  del  piano  una  sola 
normale  può  alzarsi  sopra  di  esso:  30.  che  la  distan¬ 
za  da  un  punto  a  un  piano  si  misura  dalla  normale 
condotta  da  questo  punto  sul  piano:  40.  che  due  ret¬ 
te  AB,MN  inclinate  egualmente  dalla  medesima  par¬ 
te  sul  piano  PQ ,  son  parallele  ,  perchè  gli  angoli 
ABC  ,  3VINC1  sono  eguali . 

532*  Se  due  piani  si  tagliano,  la  loro,  inter  se  zio* 
ne  comune  è  una  linea  retta:  è  una  linea,  perchè  * 
0  ^  due  piani  -son  superficie  e  non  hanno  grossezza  ;  ed 
1  3'  è  retta,  perchè  se  per  due  punti  A,B  comuni  ai  pia* 


•  .  X  203  )(  pig 

tii  si  conduca  la  retta  AB,  questa  dovrà  essere  nell’ u-  g-. 
no  e  nell’  altro  piano  j  dunque  è  la  loro  intersezione  ° 
comune . 

533.  Dunque  tre  punti  B,A,C  non  posti  in  li - 
uca  retta  determinano  la  posizione  d'  un  piano  BC  ^ 
poiché  può  esservi  un'  infinità  di  piani  diversi  HA, 
BC,  coi  due  punti  comuni  A,B,  ma  un  solo  di  que¬ 
sti  piani  può  passar  per  il  punto  determinato  G.  On¬ 
de  i°.  tre  punti  non  posson  esser  comuni  a  più  d  ua 
piano,  se  non  sieno  in  linea  retta:  2°.  due  rette  GA , 

AD  che  si  tagliano,  sono  in  un  medesimo  piano  PQ- 
poiché  i  tre  punti  G ,  A ,  D  determinano  la  posiziona 
delle  due  rette  GA  ,  AD  ;  onde  un  angolo  CAD  de¬ 
termina  la  posizione  d  un  piano  :  3".  una  retta  AB 
normale  a  due  rette  FB ,  GB  nel  loro  punto  d’ inter-  gx 
sezione  ,  è  normale  al  piano  PQ  che  esse  determi¬ 


nano  . 

534.  Suppongo  ora  che  due  piani  si  seghino  nel¬ 
la  retta  AB ,  e  condotte  GA ,  DA  normali  ad  AB  nei 
piani  GG , DH ,  1  angolo  CAD  misurerà  1  inclinazio¬ 
ne  dei  due  piani  DlI,CG>  là  q uale  perciò  sì  misu¬ 
ra  come  quella  delle  rette  ;  onde  i°.  un  piano  che 
ne  incontra  un  altro,  fa  con  esso  due  angoli,  la  cui- 
somma  è  i8oe:  2*.  nell'  intersezioii  tii  due  piani  gii 
angoli  ai  vertice  son  eguali  :  30.  se  più  piani  si  ta¬ 
glino  sulla  stessa  retta  ,  la  somma  di  tutti  gli  angoli 
sopra  è  sotto  l’ intersezione  è  di  360°  :  40.  un  piano 
che  me  taglia  due  o  più  paralleli ,  fa  con  essi  gli  an¬ 
goli  alterni  eguali  ec. 

533.  Se  un  piano  tagli  due  0  più  piani  paralle¬ 
li  ,  le  rette  d’ intersezione  sàran  tutte  parallele  ,  al¬ 
trimenti  prolungate  s  incontrerebbero ,  e  i  loro  piatii 
aioli  sarebbero  più  paralleli . 

536.  Se  il  piano  CG  è  normale  al  pianò  PQ  , 
e  da  un  punto  B  di  CG  ai  conduca  la  normale  BA 
sull’  intersezione  comune  PC ,  sarà  BA  normale  al 
piano  PQ  i  poiché  se  nel  piano  PO  si  conduca /la  A 
la  DA  normale  a  CÀ  ,  1’  angolo  BAD  sarà  retto  . a 
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83.  cagione  dei  piani  normali  :  dunque  BA  sarà  normale 
alle  due  rette  CA , AD ,  e  perciò  (533)  al  loro  pia¬ 
no  PQ  . 

53T*  Se  due  piani  DH ,  CG  son  normali  ad  un 
terzo  PQ ,  lo  sarà  anche  la  loro  intersezione  BA;  poi¬ 
ché  in  tal  caso  BA  è  normale  alle  due  rette  CA,  AD  ; 
dunque  anche  al  piano  PQ. 

Linee  rette  tagliate  da  Piani  paralleli . 

g ,  5 Se  da  un  punto  A  si  conducano  a  traverso 

di  due  piani  paralleli  PQ \pq  quante  rette  si  voglia 
AdD  ,  AfV  ec. ,  saranno  tutte  tagliate  proporzional¬ 
mente  ;  e  le  figure  DFGEH  ,  dfgeh  saranno  simili  ; 
poufiè  i°.  fatto  passare  un  piano  per  i  tre  punti  A, 
D,F,  le  sue  intersezioni  coi  piani  paralleli  VQypq 
saranno  le  rette  parallele  DF  ,  df  (  )  j  dunque  i 

triangoli  ADF  ,  Adf  saranno  simili ,  Lo  stesso  si  pro¬ 
verà  de’ triangoli  AFG ,  Afg,  AEG ,  Aeg*  ec.  ;  onde 
AD  :  Ad  :  :  DF  :  df :  :  AF  :  A/:  :  FG  :fg:  :  AG  :  Ag  ec.  :  : 
le  perpendicolari  AB ,  Ab  condotte  da  A  sui  piani 
TQ,pq;  2°.  essendo  DF  :  df:  :  AF  :  A/:  :  FG  :fg  :  :  co. , 
si  ha  DF  :  df::  FG  :fg::  EG  :  eg ,  ec.  Ora  se  si  con¬ 
ducano  DG ,  dg,  si  proverà  (  470  )  che  i  triangoli 
ADG  ,  Adg  son  simili ,  e  perciò  AD  :  Ad  :  :  DG  :  dg  :  : 
DF:  df::  YGifg;  dunque  i  triangoli  DFG ,  dfg  hanno 
tutti  i  lati  omologhi  proporzionali,  e  perciò  son  si¬ 
mili  ,  onde  T  angolo  F  =f,  si  proverà  lo  stesso  de¬ 
gli  angoli  G,g,  ed  E, e,  ec. ;  dunque  tutti  gli  an¬ 
goli  della  figura  DFGEH  son  respettivamente  eguali 
a  quelli  della  figura  dfgeh  :  ma  per  altra  parte  tutti  i 
loro  lati  omologhi  son  proporzionali;  dunque  esse  son 
simili . 

539*  P^ulV  esser  Y  angolo  F  ==f  si  deduce  che 
se  due  angoli  DFG, dfg'  hanno  i  loro  lati  respettiva¬ 
mente  paralleli ,  saranno  eguali  benché  situati  in  di¬ 
versi  piani  .  h  dall’  esser  simili  le  figure  DFGEH , 
dfgeh  segue  che  le  lor  superficie  stanno  fra  loro  :  : 


)(  305  )( 

3DF*  :df*  :  :  AD*  :  Ad*  ::  il  quadrato  BA*  della  distan¬ 
za  del  punto  A  dal  piano  PQ,  al  quadrato  bAz  del¬ 
la  distanza  del  medesimo  punto  A  dal  piano  e 
perchè  la  ragione  di  AB1:  Aè1  è  costante  per  lo  stes¬ 
so  punto  A  qualunque  sia  il  numero  delle  rette  AD, 
AF  ec.,  le  superficie  delle  figure  DFGEH ,  djgeh  sa¬ 
ranno  sempre  fra  loro  nella  ragione  costante  di  AIP  : 
A bz ,  e  i  loro  perimetri  nella  ragione  parimente  co¬ 
stante  di  AB  :  Ab .  Che  se  le  rette  At/D  ,  A J'J?  ec. 
in  vece  di  partir  dal  punto  A  sieno  parallele  ,  tutte 
le  rette  dD9fE,gG  ec.  saranno  eguali,  e  le  figure 
diverranno  eguali  e  simili . 


FIG. 
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degli  elementi  di  geometrìa  . 


540.  £^1  chiama  Solido  ciò  che  ha  le  tre  dimen¬ 
sioni  dell’  estensione .  Un  solido  può  formarsi  con  va- 
rj  piani  talmente  uniti  ne’ loro  angoli,  da  chiuder  per 
ogni  parte  uno  spazio;  allora  si  avrà  un  Poliedro  le 
cu ì  ficaie  saranno  i  piani  che  concorrono  a  formarlo, 
e  i  cui  angoli  solidi  risulteranno  dal  concorso  degli 
angoli  piani.  Se  il  poliedro  ha  quattro  faccie,  si  no¬ 
mina  Tetraedro,  se  ne  ha  sei.  Esaedro  ec.  Quando 
tutti  gli  angoli  cV  un  poliedro  son  eguali ,  e  tutte  le 
sue  faccie  son  piani  eguali  e  simili ,  il  poliedro  è  re¬ 
golare  . 

541.  Si  misurano  gli  angoli  solidi  col  prender  la 
somma  degli  angoli  piani  che  gli  formano .  L’  angolo 
solido  B  per  esempio,  ha  per  misura  la  somma  dei  0 
gradi  degli  angoli  piani  ABC ,  CBD ,  DBE ,  EBA .  Bi- 
sognano  per  lo  meno  tre  angoli  piani  per  formarne 
un  solido  G  ,  e  la  somma  di  due  di  questi  angoli 
ACBh-BCD  è  sempre  maggiore  del  terzo  AGD,  poi¬ 
ché  i  due  piani  ABC ,  CBÌ)  unendosi  nella  retta  su- 
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85.  »  necessariamente  si  soprapporranno  se  si 

•  abbassino  sull’  angolo  o  sul  piano  ACD . 

542-  Dunque  un  angolo  solido  è  minore  di  360"  i 

•  poiché  sei  solido  quadrangolare  BACDE  i  due  angoli 
AEB-i-DEBson  maggiori  dell’angolo  AED  con  cui  for¬ 
mano  I  angolo  solido  E  (54T);  dunque  il  lor  supplemen¬ 
to  e  minore  di  quello  dell  angolo  AED  .  Lo  stesso  è 
del  supplemento  di  EAB-+ GAB  relativamente  a  quel¬ 
lo  dell  angolo  CAE  ec.  Dunque  la  somma  de'  sup¬ 
plementi  degli  otto  angoli  inferiori  delle  faccie  del  so-' 
lido  (  somma  eguale  all’  angolo  solido  B  )  è  minore 
della  somma  de’ supplementi  dei  quattro  angoli  della 
base  che  è  360°  i  dunque  f  angolo  solido  è  minor 
di  360° . 

543-  Onde  cinque  soli  iono  i  Poliedri  regolari  ,  cioè 
t,  e  1°  cin  faccia  son  triangoli  equilateri ,  uno  le  cui  faccio 
son  quadrati  y  ed  uno  lo  cui  faccio  son  pentagoni .  Poiché 
bisognando  almeno  tre  angoli*  per  fare  un  angolo  solido,  che 
intanto  non  può  esser  di  360° ,  in  cinque  soli  casi  può  far* 
si  un  angolo  solido  con  piani  di  poligoni  regolari:  i°.  l’an* 
golo  d’ un  triangolo  equilatero  essendo  di  óq°  ,  tre  de1  suoi 
angoli  fanno  un  angolo  solido  di  180°,  e  quattro  di  questi 
triangoli  posson  fare  un  Tetraedro  :  2°.  quattro  triangoli  c- 
quilateri  fanno  un  angolo  solido  di  240%  e  formano  un  cor¬ 
po  regolare  d’otto  faccie  detto  Ottaedro :  30.  cinque  trian¬ 
goli  equilateri  fanno  un  angolo  solido  di  300° ,  e  può  com¬ 
porsene  un  corpo  regolare  di  20  faccio  chiamato  Icosaedro} 
ma  sei  farebbero  360.  ,  e  questo  non  può  essere  un  angolo 
solido:  40.  l’angolo  del  quadrato  essendo  90°,  tre  faranno 
un  angolo  solido  di  270* ,  e  potrà  comporsene  un  corpo  re* 
golare  di  sei  faccie  che  si  Chiama  Esaedro ;  ma  quattro  fa¬ 
rebbero  360'’’,  ì  quali  non  posson  formare  un  angolo  solido: 
5°-  l’angolo  del  pentagono  regolare  valendo  I080,  tre  for* 
meranno  un  angolo  solido  di  324°  >  e  potrà  farsene  un  cof* 
po  regolare  di  12  faccie  nominato  Dodecaedro)  ma  quat* 
tro  farebbero  432®,  angolo  solido  impossibile.  In  fine  Pun¬ 
golo  dell’  esagono  essendo  i2o°,  tre  fanno  360°,  che  non 
può  essere  un  angolo  solido  :  molto  meno  tre  Ettagoni ,  tre 
Ottagoni  ec. -,  dunque  i  corpi  regolari  non  son  più  di  cinque. 

£44.  Occorrendo  almen  tre  angoli  per  fare  ni* 
angolo  solido,  e  lasciando  essi  un  vuoto  nella  base? 
vi  vuole  un  altro  piano  per  chiuderli.  Perciò  il  più 
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semplice  de  poliedri  è  la  piramide  triangolare  o  il  te¬ 
traedro  .  Se  ella  abbia  per  base  un  poligono  d’  un 
maggior  numero  d:  lati ,  le  faccie  cresceranno ,  fin¬ 
ché  la  base  divenuta  mj  circolo,  la  piramide  diventa 
lin  Cono  .  La  piramide  ed  il  cono  son  retti  quando 
una  perpendicolare  partendo  dal  Vertice  passa  per  il 
centro  della  base ,  e  sono  obliqui  se  non  vi  passa . 

545-  Altro  modo  di  formare  i  solidi .  Se  la  ba¬ 
se  DGKH  salga  parallelamente  a  se  stessa  lungo  una 
linea  DA  ,  la  somma  di  tutti  gli  elementi  eguali  a 
questa  base  forma  un  solido  che  si  chiama  Prisma  . 
Egli  è  retto  o  obliquo  secondo  che  DA  e  perpendi¬ 
colare  o  inclinata  sulla  base.  Dunque  il  prisma  è  un 
solido  terminato  da  basi  eguali  e  parallele,  e  da  tac¬ 
ete  che  son  parallelogrammi  :  è  triangolare  quando  il 
poligono  generatore  è  un  triangolo,  quadrangolare  9 
quando  e  un  quadrilatero  ;  e  se  questo  quadrilatero 
e  un  parallelogrammo,  il  prisma  si  chiama  Parallèle -  $ 
pi  pedo  ,  che  sara  rettangolo  quando  la  base  è  rettan¬ 
gola  ,  e  la  linea  lungo  la  quale  si  fa  il  movimento  , 
t  normale  a  questa  '  base  .  Se  la  base  fosse  un  qua¬ 
drato,  il  cui  lato  foise  eguale  alla  linea  d'altezza,  il 
prisma  sarebbe  un  esaedro  regolare ,  che  si  chiama  an- 
che  Cubo  :  onde  il  cubo  è  un  prisma  di  sei  faccie  e- 
guah  e  quadrate.  Ma  se  il  poligono  generatore  è  un 
circolo ,  il  prisma  diteti  rotondo  e  si  chiama  Cilindro ,  8! 
che  e  retto  o  obliquo  secondo  la  posizion  della  linea  e 
di  movimento  riguardo  alla  base  .  8c 

546.  Terzo  modo  di  formare  i  solidi .  Se  intorno 
a  una  linea  immotale  GA  giri  una  figura  qualunque 
AFliG ,  ella  genererà  un  solido  chiamato  solido  di  ri -  pc 
.  soluzione ,  il  cui  asse  è  la  linea  GA  :  onde  un  punto 
|  qualunque  B  di  questa  figura  segna  nel  muoversi  la 
circonferenza  d’  un  circolo,  il  cui  raggio  BP  è  nor- 
|  male  all’  asse  e  il  cui  centro  è  P  ;  perciò  tutte  le  se- 
''ioni  gatte  in  un-  solido  di  rivoluzione  con  piani  nor - 
nuli  al  mo  asse,  son  circoli  ■  Se  il  poligono  genera¬ 
tore  è  un  rettangolo,  il  solido  sarà  un  cilindro"  retto  ; 
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se  è  un  triangolo  rettangolo  ,  sarà  un  cono  retto  ;  se 
«  la  metà  ri’  un  poligono  di  molti  lati ,  sarà  una  Sfe¬ 
roide ;  e  se  ò  la  metà  d’ un  circolo,  sarà  una  Sfera. 

54 7*  £ a  sfora  è  dunque  un  solido,  tutti  i  punti 
della  cui  superficie  sono  egualmente  lontani  da  un  pun¬ 
to  interno,  che  si  chiama  centro.  Onde  ogni  retta  che 
passa  per  il  suo  centro  e  termina  da  ambedue  le  par¬ 
ti  alla  sua  superficie ,  é  eguale  all  asse  .  Può  dunque 
prendersi  per  asse  della  sfera  ogni  retta  che  passan¬ 
do  per  il  centro ,  ha  le  sue  estremità  nella  superfi¬ 
cie  .  Onde  tutte  le  sezioni  fatte  in  una  sfera  con  pia¬ 
ni  che  passano  per  il  centro,  son  circoli  eguali  e  si 
chiamano  circoli  massimi . 

548.  In  generale  ,  la  sezione  cV  una  sfera  taglia¬ 
ta  da  un  piano  sarà  sempre  un  circolo  ;  poiché  un  dia¬ 
metro  normale  al  piano,  segante  può  riguardarsi  co¬ 
me  asse  della  sfera  ,  nel  qual  caso  la  sezione  è  un 
circolo  (546)  Questi  circoli  che  non  passano  per  il 
centro  ,  diconsi  minori,  e  sono  tanto  piu  piccoli  quan¬ 
to  più  son  lontani  dal  centro . 

Misura  delle  superficie  de  Solidi . 

549.  La  superficie  d’ un  solido  senza  le  basi  si 
chiama  semplicemente  superficie ,  e  superficie  totale 
quella  delle  basi  e  delle  faccie. 

550.  La  superficie  d*  un  prisma  è  il  prodotto  deb 
la  lunghezza  BG  nel  contorno  GIHG  della  sezione  fat- 

91*  ta  nel  prisma  da  un  piano  normale  a  BG:  poiché  ella, 
risalta  dai  parallelogrammi  BCED  -+  ABCF  -+  ÀFED  ^ 
BC  x  Gl  -+  BC  x  III  -f  BG  x  GII  ^  BG  x  GIHG  . 

55 T*  Onde  la  superficie  cC  un  prisma  retto ,  c  pt' 
ro  anche  quella  di  un  cilindro  retto,  è  il  prodotto  del 
contorno  della  sua  base  per  la  sua  altezza  . 

80.  8uPerficie  del  cilindro  obliquo  ABCD  è  pure  il  .prò* 

7’  dotto  della  sua  lunghezza  AB  nel  contorno  GM1MG  dell® 
sezione  fatta  da  un  piano  normale  ad  AB,  e  questa  sezioni 
è  un  ellisse;  poiché  se  per  un  punto  P  dell’  asse  Gl  passi 
il  circolo  LMK  parallelo  ad  AD ,  la  sua  intersezione  col  pi®- 

no  GMX 
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no  GMI  sarà  la  retta  MPM  normale  all’asse  Gl.  Sia  dun-  * 
que  GP  ~  xy  P\f ~y ,  LP  ~ 2 ,  Gin  a  ,LKn  BC  n  AD  n  & ,  e  °9* 
per  la  proprietà  del  circolo  si  avrà  y*zzbz —  z*  :  ma  i  tri¬ 
angoli  simili  LPG,PKI  danno  z~  —  )  dunque^1  n  ~  (  ax _ 

**J>  equazione  all’  ellisse .  Vedete  le  Sezioni  Coniche. 

552  La  superficie  della  piramide  regolare  retta 
è  eguale  al  semiperimetro  del  poligono  regolare  che 
le  serve  di  base ,  moltiplicato  per  la  normale  o  apo- 
tema  condotto  dal  vertice  sopra  un  lato  della  base  . 

Ciò  è  manifesto .  Onde  la  superficie  del  cono  retto  è 
il  prodotto  della  semicirconferenza  della  sua  base  per 
1’  apotema  condotto  a  qualunque  punto  della  circon¬ 
ferenza  . 

5^3.  Debba  misurarsi  la  superficie  del  cono  ret¬ 
to  troncato  ACED  il  cui  piano  DE  è  parallelo  alla  92* 
base  AC.  Fatta  AC  =  a ,  DE  =  b ,  EG  (  resto  dell’a- 
potema  BC  )  =  d ,  BE  =  *• ,  sarà  x-+d:a::x:b,  on¬ 
de  x  =  e<l  x-ir  d  =  BC  =  *  il  nu¬ 

mero  3,141  ec.  (520)  e  saranno  b*  ,  aie  le  circonfe¬ 
renze  dalle  basi  DE  ,  AC  ,  e  BG  x  ~ ,  BE  x  le  su¬ 
perficie  de’ coni  retti  ABC ,  BDE  (552);  perciò  la  lor 
differenza  o  la  superficie  del  cono  troncato  — 

_  ad  ax  bd  bic 7vd  a 2  —  b 1  I 

«  —  Z>  *  2  a  —  a  2  *  a  —  b  ^^2  *  ^  a 

b  )  ;  ma  è  la  circonferenza  del  circolo 

medio  tra  le  basi  DE ,  AC  ;  dunque  la  superficie  del 
cono  troncato  è  eguale  al  prodotto  del  resto  dell’  apo - 
tema  per  la  circonferenza  media  proporzionai -aritmeti¬ 
ca  tra  quelle  delle  basi  . 

554.  Giri  il  semipoligono  regolare  SAN  intorno 
all’  asse  SN  e  cerchiamo  la  superficie  della  sferoide  93 
da  lui  generata .  Condotte  sull’  asse  SN  le  normali 
BQ,  AR,EK,IL,  è  chiaro  che  i  due  lati  BS,IN  del 
poligono  descrivono  dei  coni  retti  (  54 6  ) ,  il  lato  AE 
descrive  un  cilindro ,  e  gli  altri  BA  »  IE  descrivon 
T)  d 
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93-  tronchl  dl  cono  rett0:  onde  se  dal  centro  C  si  con¬ 
ducano  surlati  SB , BA , AE  le  normali  GV,CM,CZ 
che  gli  dividono  in  mezzo  e  son  tutte  eguali  (453), 
i  triangoli  rettangoli  CVS,BQ3  con  V  angolo  in  S 
connine ,  saranno  simili  e  si .  avrà  VS  :  QS  :  :  GV  :  BQ  ;  ; 
2CV*:aBQ*  (520),  e  però  VSxaBQ»  (  cioè  la  su¬ 
perficie  del  cono  descritto  da  BS  (552)  )  —  QS  x  2CV* . 
Di  nuovo  condotte  da  B,M  sopra  AR ,  SG  le  nor¬ 
mali  BD ,  MP ,  i  triangoli  GMP ,  ABD  con  tutti  i  la¬ 
ti  omologhi  normali,  son  simili.  (435),  e  però  AB: 
BD  (  =  QR  )  :  :  CM  (  =  GV  )  :  MP  :  :  2C  V*  :  2MP* ,  ed 
ABx2MP7t  (  cioè  la  superficie  dei  cono  troncato  de¬ 
scritto  da  AB  (  553)  )  “-  QR  x  2C W.  Infine  il  cilindro  * 
descritto  da  AE  =  RK  e  da  EK  =  GV  ,  ha  per  su¬ 
perficie  RKxsGVt  Perciò  la  s  uperficie  della  steroi- 
<  s9  "\QB  ■+  RK  -+  KL  -t-  LN  )  2C V*  =  SNx 

2L.V*  ,  cioè  e  eguale  al  prodotto  del  suo  asse  per  la 
cir conferenza  del  circolo  al  quale  è  circoscritta.  Or  la 
sfera  è  una  sferoide  d’infiniti  lati;  dunque  la  super¬ 
ficie  della  sfera  e  4ra*r,  prodotto  dell ’  asse  ar  per  la 
cir conferenza  2r7r  d  un  suo  circolo  massimo .  E  la  superfi¬ 
cie  d  un  segmento  sferico  nato  dalla  rivoluzione  del 
90.  semisegmento  circolare  BCP,  è  2r7rx,  prodotto  dell'  al¬ 
tezza  CP  =  x  de'  segmento  per  la  circonferenza  2r*r  del 
circolo  massimo  della  sfera  . 

555;  Dunque  la  superficie  della  sfera  i\  è  qua¬ 
drupla  di  quella  del  suo  circolo  massimo  ;  poiché  ua 
circolo  massimo  del  diametro  2r  è  r*ir  (520):  2*.  è 
94.  e5uiuc  alta  superficie  del  cilindro  circoscritto;  perchè 
questa  è  FA  xaAKw  =  2r.2rir  =  4r*»r  :  30.  sta  alla  su¬ 
perficie  totale  del  cilindro  circoscritto  :  :  2  : 3  ;  poiché 
le  due  basi  del  cilindro  sono  ciascuna 


556*  La  superficie  totale  del  cono  equilatero  DIL  cir¬ 
coscritto  alla  sfera,  sta  a  quella  della  sfera  :  :  o  :  4.  ;  poiché 
"eL7In",aVtnd0S'  Oi-lK  =  trV3  4),  la  sua  base  .ari 
°r  Ip0”  |a  sua  superficie  ór8*  (5*2),  c  la  totale  orVj 
ora  9r  ir:  4r  ir::  9:4.  Perciò  le  superficie  totali  della  sfe¬ 
ra,  del  cilindro  e  del  cono  equilatero  circoscritti  sono  4: 
o:p-  Si  proverebbe  nel  modo  stesso  che  le  superficie  totali 


ileUfl  sfera  e  del  cilindro  e  cono  equilateri  iscritti  stanno  •*-  0 . 
16:12:9.  E  se  concepito  il  cono  ACB  e  il  solido  scavato 
HAkBMKH,  si  conduca  una  retta  qualunque  NT  parallela 
ad  AB,  saia  NQV  =  ra7r ,  OQV  nx  —  x*)*  (4^3»  ed 
NQ»*  —  OQa?r  =  (r  —  x)*ir  =  CQ'x  =  PQ V ,  cioè  la  base 
uel  solido  generato  dalla  nvoluzion  del  curvilineo  HNO , 
eguaglierà  la  base  del  cono  corrispondente  PCR  . 

55T-  Il  paragone  delle  superficie  di  due  solidi  è 
facile.  Poiché  chiamando  S,s  queste  superficie,  A, 

B  i  fattori  della  prima,  a,b  quelli  della  seconda,  si 
avrà  sempre  S  :  s  :  :  AB  :  ab.  Onde  i°.  se  A  =  a  ,  si 
avrà.  S:s::B:b;  20.  se  A-a::b:B,  avremo  S—s; 

3°.  se  A:a::B:b,  sarà  S:sz  :  A1  :  a*  :  :B*  :b* .  Quest* 
ultimo  caso  ha  luogo  nei  solidi  simili,  le  cui  dimen¬ 
sioni  omologhe  son  proporzionali:  per  esempio  le  su¬ 
perficie  delle  sfere,  che  son  solidi  simili,  stanno  tra 
loro  come  i  quadrati  dei  raggi  o  delle  circonferenze 
o  in  generale  delle  dimensioni  omologhe  dei  loro  cir¬ 
coli  massimi . 

Misura  dei  Solidi . 

558.  La  solidità  d’  un  corpo  è  la  porzìon  d’  e- 
stensione  compresa  tra  le  sue  faccie  .  Così  due  cilin¬ 
dri  della  grossezza  ed  altezza  medesima,  hanno  una 
stessa  solidità,  qualunque  sia  la  materia  di  cui  son 
fatti ,  come  per  esempio ,  1’  uno  di  piombo  e  1’  altro 
di  sughero  Non  bisogna  dunque  confonder  la  mas¬ 
sa  ne  il  peso  d  un  corpo  colla  wia  solidità. 

559-  Per  misurar  la  solidità  bisogna  prender  per 
unità  di  misura  il  solido  più  semplice  ,  quello  cioè  le 
cui  tre  dimensioni  sono  eguali  all*  unità  di  lunghez¬ 
za:  il  cubo  perciò  è  la  misura  naturale  della  solidità. 
Quindi  si  dice  indifferentemente  o  la  cubatura  o  la 
solidità  d’  un  corpo,  la  cui  determinazione  perciò  si 
riduce  a  trovar  quante  volte  il  cubo  unità  si  conten¬ 
ga  nel  dato  corpo  :  così  per  valutare  un  solido  in  pie¬ 
di  cubi ,  basta  determinar  quante  volte  egli  contenga  9.5* 
il  piede  cubo  unità  .  e 

$60.  Misurare  il  cubo  ABCDF ,  diverso  da  àbcdfcz.  96* 
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5  die  prendo  per  cubo  unità.  Tagliato  nel  cubo  UQ 
e  parallelepipedo  P  eguale  in  base  ad  ac,  è  chiaro  che 
96.  egli  contien  tante  volte  il  cubo  s ,  quante  1’  altezza 
DI  o  AD  contiene  l’altezza  di  0  ai;  dunque  ad:s :: 

AD  :  P = ~ai(~  *•  ma  il  cubo  AG  contien  tante  volte 
il  parallelepipedo  P ,  quante  la  base  AG  contiene  la 

)  :  :  AG  : 

AD}  6- 

ac  :  :  AD*  :  ad2 ,  onde  AG  —  — — jj’—  >  e  poiché  s  = 

I  =  ad1 ,  sarà  AG  =  AD3 ,  cioè  il  cubo  è  il  prodot¬ 
to  del  cubo  unità  per  il  cubo  delle  unità  di  un  de ’  suoi 
lati.  Così  un  piede  cubo  ==  17*28  pollici  cubi;  una 
tesa  cuba  =  2ió  piedi  cubi  =  2i(Sx  1728  pollici  cu¬ 
bi  ec- 

06  Dunque  il  parallelepipedo  rettangolo  è  il  prodot- 
“  to  della  sua  base  per  la  sua  altezza .  Poiché  il  cubo 
AG  descritto  sul  maggior  lato  DI  contien  tante  vol¬ 
te  il  parallelepipedo  HN,  quante  AG  contiene  IDI; 
dunque  AG  (  =  DI}  )  :  1IN  :  :  AG  (  =  DI4  )  :  IDI  (  = 

DII. DM),  cd  HN  =  =DIx DII x DM . 

561.  Onde  un  prisma  retto  o  obliquo' è  il  prodot¬ 
to  della  sua  base  per  La  normale  abbassata  dalla  base 
superiore  sull *  inferiore  ,  prolungata  se  bisogni .  Infatti 
ridotta  la  base  del  prisma  ABCDEF  retto  o  obliquo 
ad  un  rettangolo  abed,  sul  quale  si  formi  un  paralle¬ 
lepipedo  rettangolo  abedf  dell’  altezza  GO  del  prisma , 
posson  dividersi  due  solidi  con  piani  paralleli  alle  ba¬ 
ci  per  aver  delle  sezioni  IKLMNI,  itili  eguali  alle  ba¬ 
si  e  fra  loro  .  Ma  la  somma  di  queste  sezioni  è  egua¬ 
le  iu  ambedue  i  solidi;  dunque  il  prisma  è  eguale  al 
parallelepipedo,  e  si  misura  come  lui.  Dunque  anche 
il  cilindro  la  cui  base  è  un  circolo,  è  il  prodotto  deh 
la  sua  altezza  per  questo  circolo  . 

Onde  poste  a,  a’  l’ altezze  di  due  cilindri,  r ,  r  i  ragg  t 
delle  lor  basi,  saranno  2arv ,2a,'r'n  le  lor  superficie,  ar*«r. 


base  IDI  o  ac 


dunque  AG  :  P  ^ 


‘?'*a  le  Ior  ÌVA  ]Lr *r  =  a'r»„  onjé  r'=  FK 

>V  a> ,  avremo  a«r*  :  2aVsr  :  V*  :  yV  ;  a».  se  sor*  =  2a'/t 

onde  >  —  avremo  ar'i  :  aV*»::o':  a,  cioè  due  cilindri 
t»®1”'1  “|S"lld'|k’  hanno  ’e  ™perKcie  come  le  radici  dell’ al. 

inveL;  deKezze.SUPerfiC‘e>  ham'°  le  S°1UÌtk  in 

5^>2.  Due  piramidi  SABCDE ,  sabc  d’altezze  e- 
guah  stanno  fra  loro  come  le  basi  ABCDE,uhc.  In-  9  8- 
fatti  tagliandole  in  egual  distanza  dai  vertici  paralle¬ 
lamente  alle  basi,  .si  avrà  (  oo  )  SF*-Sp2..  \  T\nrkT> 

™  :  :f : \abc •  ABC S  : 

1KL3T1\  :  ini  e  pero  la  somma  di  h,th  i  . 

™  :  Lai prima  famide’ sta  re 

base  afte  *  Seconda>  come  la  base  ABCDE  alia 

S<S3.  Date  ora  due  piramidi  d’ una  stessa  altezza 
a,  sieno  X,x  le  Jor  solidità,  B,b  le  lor  basi;  ed  a- 

vremo  X:*  ::  B  :  b,  e  però  X  =  *  ,  onde  conosciuta 

la  solidità  d’  una  sola  piramide,  si  avrà  subito  duel¬ 
la  di  tutte  1  altre  egualmente  alte.  Ora  un  cubo  è 
1  aggregato  di  sei  piramidi  eguali  che  col  vertice  si 
umscono  „e  centro  del  cubo,  ed  hanno  ciascuna  per 
base  mia  delle  sue  faccie .  I,a  loro  altezza  sarà  dua- 
q^ue  la  meta  di  quella  del  cubo,  che  supposta  2 a,  dà 

per  la  solidità  del  cubo,  e  perciò  per  ja 

solidità  .v  di  ciascuna  piramide:  e  poiché  la  base  b=: 

4 |a  fornmIa  X~~f  diviene  X  =  cioè  u 

piramide,  e  perciò  anche  il  cono,  è  il  terzo  del  prodot 
to  della  sua  base  per  la  sua  altezza.  Onde  la  pirami- 

baCs0en0ed0dtezza  ,rZ°  ^  I>rÌSma  °  * 

5<S 4-  Per  misurare  il  cono  troncato  ADEG,  con- 
dntta  la  nomale  BF  sulle  sue  basi,  e  fatta  AC  =  a,  92- 
UL=i,UF=i,  la  ragion  del  diametro  alla  circoli- 
Dda 


FTG. 

92. 


)(  214  )( 


j  db  ad 

onde  x  =  - — - ,  x  -bd  —  BF  — - r ,  e  1  circoli  del- 

a  —  b  a  —  b 


le  basi  DE,  AG  saranno  (520)  ;  dunque  i  co¬ 
ni  ABC ,  BDE  sono  x  a~-  e  — ^  x  ,  onde  la 

a—b  3.4  a  —  b  3.4’ 

lor  differenza  o  il  cono  troncato  AGDÈ  = . 


dir  f  a*  —  b*  \  irci  t 

( - —  )  — - (  a-bh-b  ab) . 

3.4V  a  —  b  J  3.4  v  ' 

565.  Un  Poliedro  si  divide-  in  piramidi ,  che  si  cal¬ 
colano  separatamente ,  e  la  somma  di  esse  è  la  solidità 
del  poliedro .  Se  egli  è  regolare ,  condotte  dal  centro 
a  tutti  gli  angoli  del  poliedro  delle  rette  che  lo  divida¬ 
no  in  tante  piramidi  eguali  quante  ha  faccie,  una  di 
queste  piramidi  è  il  prodotto  del  terzo  della  sua  base 
(  che  e  una  faccia  dei  poliedro  )  per  la  normale  con¬ 
dotta  dal  centro  su  questa  faccia-,  onde  il  poliedro  è  il 
prodotto  dei  raggio  delia  sfera  iscritta  per  il  terzo 
della  sua  superficie. 

566.  Dunque  anche  la  sfera  ,  poliedro  regolare 
d’  infinite  faccie ,  è  il  prodotto  del  terzo  della  sua  su¬ 
perficie  per  il  suo  raggio . 

567.  Fatto  r  il  raggio  della  sfera  ,  sarà.  r*ic  il  suo  cir¬ 
colo  massimo  (520)  e  —rz7r  la  sua  solidità:  ma  quelle  del 
3 

cilindro  c  cono  equilatero  circoscritti  sono  2rJ?r  (561)  e 
3'  (  464 . 563)  ;  dunque  le  tre  solidità  son  tra  loro  :  :  — rJ7r  : 


:3"5?r  :;4 '6  :9,  appunto  come  le  superficie.  Se  il  cono 
ai*bi;i  l’altezza  c  base  stessa  del  cilindro,  sarà  il  terzo  di  es- 
80  (.**63)»  e  il  cilindro,  la  sfera  e  il  cono  staranno  ::  2 r3»: 
4  ?  2 

V ;  *  :  ~rìv  :  :6:  4  :  2  :  :  3 :  2  :  I  ;  onde  il  cilindro  AM  meno 

!’  emisfero  HKM,  cioè  il  soiido  scavato  HAKBMKH,  eguaglia 
94'  U  cono  ACB .  D  0 

56 8.  Un  settore  .sferico  è  dunque  il  prodotto  della 
^  superficie  descritta  da  BC  nel  terzo  del  raggioBD(5Ó6). 
Onde  fatta  BD  =  r,CP=r=*  altezza  del  segmento 'sferi¬ 
co  BCM  >  ed  1  :  t  la  ragione  dei  diametro  alla  circoli- 


)(  2IS  )(  4  FIG. 

ferenza,  sarà  2r«w  la  superficie  descrìtta  da  BC  (554); 

dunque  il  settore  sferico  BCDM  =  — — .  Perciò  in  u- 

3  , 

na  stessa  sfera,  i  settori  son  tra  loro  come  1  altezze  de* 
segmenti  su  cui  posano. 

569.  Onde  essendo  PD==r  —  x  e  BP=Vf  (2rx — 

#*),  sarà  il  cono  retto  BDM  =  ~(zrx — x*)(r- x)9 
e  BCMD —  BDM,  cioè  il  segmento  sferico  BPMC  =t= 

|  ( '■li'z x  ■ —  (  2 rx  —  x*)  (r  —  x))  =  TX2  (r  — 

57 o .  Dunque  fatta  DP  —  z,  altezza  del  trapezio  DPBF , 

o rì¬ 
si  ha  CP zzx  —  r  —  s,  c  sottraendo  dall’emisfero- - il  sce- 

3 

mento,  viene  7rz  (  r~  —  —  ),  solidità  della  porzione  sferica 

generata  dal  trapezio  DPBF.  Così  si  trova  che  fatta  l’altezza 
DQ  =  k,  la  porzione  sferica  descritta  dal  trapezio  DQNF  ha 

per  espressione  itu  (r*  —  —  ).  Onde  la  solidità  della  zona  ge- 

i~u  2 ^ 

nerata  dal  trapezio  QPBNT  è  *  (  »*  (  z  —  «  )  H - - - ),  e  fatta 


la  sua  altezza  PQ  =  or,  il  suo  maggior  raggio  QN  =; y  ,  il  mi¬ 
nore  PB  =/,  si  ha  z  —  u^rgy  il  che  dà  la  sua  solidità  vg(rz — 

u1  —  gii  — *§-  ) .  Si  ha  poi  yz  —  rz —  ux  ,  e  però  y*  -3ruz  —  r*  = 
y'y' -i-  u1  -+  2gu  ri- «■*;  onde  gnzz  - - - —  ,  e  però  una 

zona  qualunque  —  *g  - ^  =  -~( 3>#“**3,/y*+ 

gz):  onde  la  zona  può  conoscersi  benché  sia  ignoto  il  raggio 
della  sua  sfera .  Del  resto ,  poiché  il  trapezio  HOQC  genera  la 

porzione  wz  (  rz —  —  ),  ed  è  il  cilindro  NMrrrzSr,  il  cilindro 
meno  la  porzione,  cioè  la  parte  NHO  del  solido  scavato 
HAKBMKH,  sarà  eguale  al  cono  corrispondente  PCR, 

o 

come  le  loro  basi  (556). 

5Zr-  Ora  per  paragonar  due  solidi  insieme,  chia¬ 
mo  S , s  le  lor  solidità ,  e  A  >  B ,  C  >  a ,  b ,  c  i  loro  fatto- 


FIG. 
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S:-:ABC;^  onJe  '*•  »  A  =  a ,  S  :  j  :  : 

j  f;  r°  ^  «*  "  Ì-%.SSS: 

/e  /oro  dimensioni  omologhe . 

Ecco  alcuni  Problemi  per  esercizio  dei  Principiar,- 
anno  i  l  e  ^ipglrerli  o  nel  primo  o  nel  secondo 

or  ned'  ^  I  °r  P"  SÌIUesi  or  P“  “alisi  ed 

or  nell  una  e  nell  altra  maniera  . 

DCA5— 3a  CAD -f'Vnr  —  Concl8ui  e  contrariamente  posti 

sark  oì°t  „  .  a®  j  l”0oio  e  uno,  1  espressione  cercata 
S  e  ec  .t .  due  ’  S>°  *  *  ±  *  i  se  son  tre ,  po°  *  a  ±  b 
sotto  per  nii,- ‘rr“Ia  S°"  Ptr  J '‘"S010  quei  di 

e  si  jfcjg  -  PifjU  1"  V  per  VP 

per  P Q  e  si  scosti  do  PR  normale  sopra  AD  Ho?  P'egh! 

a  scostarsi  per  un  numero  qualunque  d'anodi  drYm"'""" 

in  qual  caso  sarà  PQ  sopra  o  sotto  la  normale  PR  e  1’ inscio 

«éoHaT,  'rac  ;°le  due  MN’PQ:  si  o-K*i  Che  oltreS£U 
angoli  a, b,  c  ec.  dati  come  nel  nuccarr,  _  •  h 


nntrni;  ^  ’Y  *’ia,r^:  si  osservi  che  oltre  eli 

angoli  s,4,c  «  dati  come  nel  passato  problema,  si  suppon- 
anche  gir  angoli  PVO=  r',  QPR  =  ec.  Ris  Se  i 
>h  son  due  e  si  ahhia  h  ^  7.  _  \  1 


Si. 


con  dati 

V  .  7. - &**  «"geni  i  V  \J  —  1 

datiaogol^^Jue  esi  abbia  L  >.  calare  tra  PQ  »*  s7tto‘ 

MN  ,  PQ ,  sarà  nei  due  c’asi  fa  lor,°  >«  due 

*t  enrr 3  ‘Y’  ’l  “A  la  nÒrmale“^‘o^  ” 

sara  «uro,  e  1  angolo  cercato  sarà  nei  due  casi  b~a~^ 

•  £on  ■J»POft*  che  questi  angoli  si  trovino  negativi.  ' 

norm^H  di°"'  SUV,atl  CA  >  CB  d’un  “gol»  C  =  o  le 

nordab  FI,DI  c  la  retta  FD  che  fa  con  esse  gli  angoli  DPI  = 

é  ’^^T,7ZoT\gU  a,".goH  *  ■ r  '  "0''a"  '  «5 

r  edP FI?  '  d  ,  angoI°  *  •  Ri  e.  Vi  sono  cinque  casi  :  i  °  se  « 

FDVsDo^o8F;rasatànr=olIF’,?r'a  «»  “  * 

rh.  con  IF  e  saia  ;  —  ,0  r  •  3  •  se  r  o ,  FD  si  confonde- 

vrà  i  =  o-,  f  *  ‘Z-V  én  ?  =  '■’  PP  3arb  «ot™  IF  c  si  a- 
C7«  IV  rv,  J  <  ’  F{?,saril  sotto  IF  e  si  avrà  i=r  —  a 

mali  I'F' ,  I'D^con°urd  alrra  «&’ f  =  °  dl!'  altre  n01" 
goli  DFI=p,  D'F'I'— „  FOT-  Fmn°r"de  f  abb,ano  gb 
«  dalla  parte  medesima  delle l7rf  norm  r  ’  suPponendo  P’ 
assai  grande, p-u  „„ 

nare 


A 
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narc  1  casi  in  cui  saia  g  maggiore  o  minore  di  fi,  c  la  ra-  gj 
gion  degli  angoli  p —  a  e  ±h+g.  Bis.  Di  fi  combinazio¬ 
ni,  t, 'sole  non  si  oppongono  alle  condizioni  del  problema: 

Ia.  quando  FD,F'D'  son  di  la  dalle  loro  normali  FI,F'I', 
si  avrà  gzz  a-+p  ìh~a^\-u  e  gt>h:  2  .  quando  sono  al  di 
quìi ,  se  ^  r:  a  —  p  ed  h  —  a  —  n,  sarà  g  •<  h  '  3*  se  £'—■  o 
cd  /rana  —  uy  snvk  g<Zh:  4  .  se  g  -=z.p  —  a  ed  h~  o,  sarà 
g>-li:  51.  se  g—p — <1  ed  h  —  u • — a,  sarà.  g>h.  In  ge¬ 
nerale  si  avra  sempre  p — irzz-±hzp.g. 

576.  V.  Condotte  da  un  punto  qualunque  d’  un  trian¬ 
golo  equilatero  tre  normali  ai  tre  lati ,  assegnar  la  ragione 
della  lor  somma  alla  normale  che  dal  vertice  del  triangolo 
Va  alla  base.  Bis.  La  ragione  è  d’egualità. 

t^7.  VI.  Descritti  tre  quadrati  sui  lati  d  un  triangolo 
qualunque  e  congiunte  le  loro  estremità  con  linee  rette  ,  e 
di  nuovo  sopra  queste  descritti  tre  altri  quadrati ,  e  unite 
ton  tre  rette  le  quattro  estremità  corrispondenti  di  ciascu¬ 
na  lor  coppia ,  assegnar  la  ragione  del  dato  triangolo  a  cia¬ 
scun  dei  nove  che  ne  risulteranno.  Bis.  Ciascun  dei  nove 
triangoli  eguaglia  il  dato. 

578.  VII.  Data  la  media  m  di  tre  proporzionali  e  la  dif¬ 
ferenza  d  dell’ estreme,  trovar  T estreme.  Bis.  La  più  piccola 


6Z9-  Vili  Data  1’  altezza  a  d’ un  triangolo  e  le  differen¬ 
te  6  ,  c  dei  lati  e  dei  segmenti  dalla  base,  trovare  il  trian¬ 
golo.  Bis.  Chiamato  x  il  segmento  minore,  sarà  x  =  — 

580.  IX.  Dato  un  lato  a  intorno  all*  angolo  retto  cTim 
triangolo  rettangolo' e  1’  aggregato  b  degli  altri  due,  trovar 

.  .  (1*  ■+  i* 

questi  lati .  Bis.  L  ipotenusa  a:  :=  — * 

581.  X.  Determinar  la  figura  contenuta  dalle  quattro 
rette  che  partono  dal  mezzo  di  ciascun  lato  d’  un  quadrila-  '  ’ 
tero ,  e  la  sua  ragione,  al  quadrilatero.  Bis.  La  figura  è  un 
parallelogrammo  che  è  metà  del  quadrilatero. 

582.  XI.  I  quadrati  dei  lati  d’  un  parallelogrammo  qual 
ragione  hanno  ai  quadrati  delle  diagonali.  Bis.  D’egualità. 

583.  XII.  In  un  parallelogrammo  ABDE  trovare  un  pun-  -- 
to  P  tale,  che  unite  agli  angoli  le  rette  PA,PD,PB,PE  sia  ^ 
PA1 -4-PD1  —  PBa-+PE*  .  Ri^  Se  il  parallegrammo  è  rettan¬ 
golo  ,  ogni  punto  sodisi à  al  problema;  «e  non  è  rettangolo,  il 
problema  è  impo*sibile. 


FI G.  )(  S1^  )( 

27.  ,,  Cotl<Jotte  da  un  punto  E  delift  diagonale  A7> 

d  un  parallelogrammo  BC  le  normali  EF,EI  sui  lati  AB,  AC, 
assegnar  la  ragione  del  rettangolo  DA  X'AE  ai  rettangoli 
CA  x  AF  -+  B A  x  AI .  Ris.  La  ragione  è  d’  egualità . 

23*  585-  XIV.  Per  un  punto  P  preso  dentro  un  angolo  BAE 

condurre  una  ietta  BPL  tale,  che  l’area  BAE  eguagli  una 
data  superficie  mx .  Bis.  Condotte  PM,PN  parallela  e  n<*- 

male  ad  AE  e  chiamandole  a,b ,  #i  avrà  AL=a;^: . 

mz  ±m  (  m1  —  2 ab) 

—  . 

fi.  5SÓ.  XV.  Prolungati  i  Iati  KI,IG  d’  un  parallelogram- 
DI»  c  da  un  punto  qualunque  come  vertice  descritti  tre 
triangoli  sui  lati  KI ,  !G  e  sulla  diagonale  HI  condotta  per 
l’angolo  contenuto  dai  lari  KI, IG,  assegnar  la  ragione  di 
quelli  a  questo  i°.  quando  il  vertice  è  dentro  l’angolo  CIA 
o  DlK;  2J.  quando  è  dentro  1’  angolo  KJG  o  DIA:  30.  quan¬ 
do  è  in  uno  dei  due  lati,  o  nella  diagonale,  o  nel  prolun¬ 
gamento  degli  uni  o  dell’altra,  flij.  i°.  il  triangolo  sulla 
diagonale  eguaglia  la  somma  di  quelli  sui  lati:  2  .  ne  egua¬ 
glia  la  differenza:  30.  i  tre  triangoli  divengon  due  e  sono 

587-  XVI.  Iscrivere  In  un  dato  triangolo  un  rettangolo 
che  eguagli  un  poligono  dato.  Ris.  Fatto  ac  il  poligono,  a 
la  base  del  triangolo,  d  la  sua  normale  dal  vertice,  b  un 
ìuo  lato,  la  parte  cercata  di  esso,  presa  dal  vertice,  sarà 


sarà  . 


:a±  y/  - 


_.  XVII  Descrivere  un  quadrato  in  un,  semicircolo. 

Eli.  Chiamato  2ail  diametro,  l’incognita  presa  dal  vertice 


5 8p*  XV  ITI.  Il  quadrato  del  lato  del  trigono  regolare  i- 
scritto  nel  circolo,  qual  ragione  ha  al  quadrato  del  raggio-? 
Ris.  Tripla. 

590.  XIX.  I  quadrati  del  lato  del  pentagono,  dell’ esago- 
^el  ^eca5ono  regolari  iscritti  in  un  circolo  qual  ragio- 
ne  hanno  tra  loro?  Ris.  Il  quadrato  dell’uno  eguaglia  quel-  , 
li  degli  altri  due. 

59 1-  XX.  Qual  ragione  hanno  tra  loro  le  differenze  de- 
gli  esagoni  regolari  circoscritto  ed.  iscritto  ad  un  circolo» 
dell  esagono  e  trigono  iscritti ,  del  trigono  ed  esagono  circo¬ 
scritti,  e  dell  esagono  circoscritto  e  trigono  iscritto?  Ris.  Con¬ 
tinua  aritmetica. 

592-  XXI  Qual  ragione  hanno  tra  loro  tre  poligoni 


)(  219  )( 

Solari  di  lati  m,2m,my  il  primo  circoscritto  e  gli  altri  due 
scritti  al  circolo?  Ris.  Continua  geometrica . 

593-  XXfI.  Qual  ragione  hanno  tra  loro  tre  poligoni 
egolan  di  lati  m ,  2m,2m ,  i  primi  due  circoscritti  e  il  ter- 
0  iscritto  al  circolo?  Rip.  Continua  armonica. 

594-  XXIII.  Iscritto  e  circoscritto  al  circolo  uno  stesso 
Pongono  regolare^  trovare  il  raggio  dei  circolo  a  cui  circo- 
^-ivendo  o  iscrivendo  un  poligono  simile  ,  il  nuovo  poligo- 
n°  e»uagU  differenza  dei  dati .  Ria.  11  raggio  cercato  è 

primo  caso  la  meta  del  lato  del  dato  poligono  iscritto, 
nel  secondo  la  meta  del  lato  del  circoscritto . 

595*  XXIV.  Alzata  nel  semicircolo  A  MB  l’ordinata  PM  Q 
Per  cui  passi  una  corda  NI>  condotta  dall’ estremità  del  dia-  5°. 
metro,  trovar  la  ragione  dei  rettangoli  AB  x  EP  cd  NB  x 

.  Rù.  La  ragione  è  d’  egualità. 

5 yó.  XXV.  Condotte  da  un  punto  M  della  circonferenza 
U  cui  centro  è  C,  la  tangente  MT  e  l’ordinata  MP  i  asse-  5°* 
Saar  la  ragione  delle  quattro  linee  TA,TP,TC  TB  prese 
*ul  diametro  dall’ origine  della  tangente.  Ria.  La  ragione  è 
geometrica .  ® 

i^at  uvro’  ^aca  1’  arca  AN ara  ed  il  solo  contorno  la- 
j  13  e  ALmVINC  —  c  d’  una  figura,  trovare  un  rettangolo  che  <*°* 
p.  eguagli  in  area  e  con  tre  de’ suoi  lari  anche  in  contorno. 

*us.  Se  l,p  siano  la  larghezza  e  1’  altezza  del  rettangolo 

Cercato ,  si  avrà,  p  rr  C.  ^  j  __  4a _ 

5p3.  XXVII.  Da  un  dato  punto  in  un  lato  dividere  un 
triangolo  in  qualunque  numero  n  di  parti  eguali.  Rii.  La 
«eduzione  dipende  dal  num°.  526. 

S99-  XXVIII.  Dividere  un  triangolo  in  n  partL  eguali  con 
rette  parallele  ad  un  lato.  Ris.  Fatto  a  questo  Iato,  la  par- 
*e  dell’altro  da  cui  deve  condursi  la  prima  parallela  sarà.*  zr 


600.  XXIX.  Costruir  la  fotmala  a- =  —  -m —  nel  c-»so 

<2  (  tfiH-n) 

^C1  n°.  5 26.  Ris.  Si  trovi  in  un  lato  del  tiianfrolo  -  ^’J1  e 
la  °  m  -+  n 

*  costruzione  è  fatta. 

■  ,  ÓOI.  XXX.  Trovare  un  circolo  eguale  alla  superficie 

solvi*  ddt<?  cilinciro  0  cono  rerto-  Se  a  àia  il  lato  del 
Udo,  ,-  il  raggio  della  sua  base,  x  quello  del  circolqic  r- 
,  si  avrà  x—^/iar  per  il  cilindro,  x—Jar  per  il  cfno. 

fino  Wvr  i\ _  *  _  !•  '  1 _  r 


tì»2.  XXXI.  Data 


cono  retto  CO  con  le  9“* 
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basi  AC, DE  parallele,  farvi  una  sezione  HI  parallela  alle 
9*  basi  in  modo  che  la  circonferenza  di  essa  sia  media  pro¬ 
porzionale  aritmetica  tra  le  circonferenze  delle  basi .  fri* 

Se  sia  EC  —  dy  EI±:or,  si  avrà,  x  ~  . 

603.  XXXII.  Trovare  nn  circolo  eguale  alla  superficie 
d' un  dato  segmento  sferico.  Ris.  Se  sia  a  l’altezza  del  seg¬ 
mento,  r  il  raggio  della  sua  sfera,  quello  del  circolo  cer¬ 
cato  sarà,  x  =  *j2ar  . 

604.  XXXIII.  Trovare  una  sfera  eguale  in  solidità  ad  un 

dato  segmento  sferico.  Ris.  Prese  le  denominazioni  del  pas¬ 
sato  problema  il  raggio  della  sfera  sarà  x  . . 

?  j  9  equazione  che  con  la  seguente  s’insegna 

a  costruire  a  su.o  luogo. 

605.  XXXIV.  Trovare  una  sfera  eguale  alla  somma  d  un 

cono  e  d’  un  tronco  di  cono  retti.  Ris.  S e  a  ,  a  sieno  1’  al¬ 
tezze  del  cono  e  del  tronco,  ed  r,r',r"  i  raggi  delle  lor 
basi,  quello  della  sfera  cercata  sarà  x  . . 

^/|~ara— H  a'  (  r,x r"1 -h  r'r")  j 

606.  XXXV.4  Data  una  sfera  formarne  un  cono  retto 
j*\  della  data  base,  2°.  della  data  altezza,  30.  o  un  tronco 
di  cono  retto  delle  date  basi ,  o  d’  una  base  e  d’  una  altez¬ 
za  date.  Ris.  1°.  Se  r9  r'  sieno  i  raggi  della  sfera  e  del  eo- 

,*»p ,  1’  altezza  di  esso  sarà  x  ==  :  2°.  se  sia  a  1*  altezza 

del  cono,  il  raggio  della  sua  base  sarà  yzz2r^—:  3°.  se 
rtr"  sieno  i  raggi  delle  basi  del  tronco,  la  sua  altezza  sa¬ 
rà  3 


—  - - - r-r-,  4°.  se  sia  /  il  raggio  della  base 

r  1  -+  r  4  rr 

del  tronco,  a  la  sua  altezza,  il  raggio  dell’altra  base  sarà 

u=-£*V(t-t)- 

FINE  DELLA  GEOMETRIA ■ 


TRIGONOMETRIA  RETTILINEA 


607,  T  A  Trigonometrìa  misura  le  partì  dei  tri- 

*  angoli  e  scioglie  quando  è  possibile  ,  fl( 
questo  generai  problema:  date  tre  delle  sei  cose  che 
compongono  un  triangolo  (432) ,  trovar  II  altre  tre .  El¬ 
la  è  rettilinea  se  san  rettilinei  i  triangoli  da  risolver¬ 
si  ,  ed  è  sferica  se  sono  sfèrici . 

<So8.  Condotte  nel  quadrante  CAB  le  tangenti  in 
A  B,  e  dai  var,  raggi  CM ,  CO  ec.  prolungati  fino  99- 
alle  tangenti  m  X,T,  in  S  ec. ,  calate  le  varie  ordi¬ 
nate  MH,OG  ec.  sul  raggio  CA,  ed  MQ ,  OL  ec. 
sul  raggio  CB ,  se  a  sia  un  angolo  qualunque  MCA , 

5  il  suo  arco  MA,  chiamo  MH  il  seno  di  a ,  e  scri¬ 
no  MH  =  sen  a  ;  AX  la  tangente  di  a,  ed  AX=tan°a; 

la  secante  di  a,  e  CX  =  ,seca;  AH  il  seno  verso 
li  a,  ed  AH  =  sen  v.  a  ;  quattro  rette,  che  con  nome  > 
iomune  diconsi  funzioni  d’ un  angolo  o  d’  un  arco. a:.' 

:  poiché  MGB  o  MB  è  il  complemento  di  a  (39$}  ,*. 
e  quattro  funzioni  di  MB  diverranno  co  -funzioni  di 
,  onde  QM  =  CH  sarà  il  coseno  di  a ,  e  GII  — 
os  a  ;  BT  la  cotangente  di  a,  e  BT  =  cofa;  CT  la 


FIG.  )(  222  )( 

99  faremo  sempre  r  —  i  ;  e  se  non  lo  sia ,  le  funzioni  , 
perchè  linee  rette  o  potenze  di  esse  ,  dovranno  mol- 
tiplicarsi  o  partirsi  per  quella  potenza  di  r  che  le  ren¬ 
da  omogenee  (107). 

6 1  o.  Ciò  supposto ,  si  ha  MH  (  =  QC  ='  cos  BM  ) = 

I*.  sen  a  —  cos  (  90°  —  a  )  ...  CH  (  cos  a  )  :  HM  (  sen  a.  )  :  : 
CA  (  1  )  :  AX  =  ' 

fi8*  tlXnè'a=^~  •  •  •  CH  (  cosa  )  :  CA  (  1  )  :  :  CM  (  1  )  + 

cx~°ia 

3S.  scca  =  ~l - AH  =  AC  —  CH  = 

cos  a 

4*-  sen  v.a  —  i  —  cosa  .. .  CH  (  =  QM  =±  sen  BM  )  — 

51.  cos  a  =  sen  (  90°  —  a  ) . . .  MH  (  sai  a  )  :  CH  (  cos  a  )  :  : 
CB(i):BT  = 

6'-cota=~  =  ~  •••  QC  (  sen  a  )  :  BC  (  1  )  :  s 
MC  (  1  )  :  TC  =t 

V-  cosec  a  =  •  •  •  13Q  =  BC  —  CQ  = 

8*.  cos  v.  a  r=  1  —  sen  a  ...  CMl  =MHl-+-HG‘  = 

9».  1  =sen*a-t'Cosxa.  • .  CXa  =  CAi  -+ AX*  — 

*o*.  sec*a  ==  1  h-  tan5aa  . . .  CT1  =  GB1  -4-  BT*  = 
li *■  cosce  a  =  ih-cocXt;  formule  fondamentali  da  cui 
ne  avremo  poi  molt’  altre . 

61 1.  Per  ora  osservo  che  da  A  a  B  i  seni  cresco¬ 
no  e  i  coseni  scemano,  ambedue  positivi;  in  Asili» 
sen  a  —  o  e  cos  a  =  r  ;  in  B  ,  a  90°  da  A ,  sena  =  r  e 
cos  a  =  0 .  Da  B  a  D  i  seni  scemano  e  son  positivi, 
ma  i  coseni  crescono  e  son  negativi;  in  D,  a  i8o°daA 
scna==o  e  cosa  =  —  r.  Da  ì) ad  E  i  seni  crescono  e 
i  coseni  scemano,  ambedue  negativi  ;  in  E,  a  2^0°  da  A, 
sen  a=  re  cos  a  =  —  o .  Da  E  ad  A  i  seni  sce¬ 
mano  e  son  negativi ,  e  i  coseni  crescono  e  son  posi¬ 
tivi:  in  A,  a  360*,  tutto  ricomincia  come  prima 
quando  a  >  360°  ;  «  fatto,  per  esempio,  ^  =  90°,  e 
supposto  n  un  numero  qualunque  ed  ni  il  resto  di 


s  )(  *23  X 

—  >  Sara  seti  na  =  seri  ma ,  cos  na  —  co t  ma  :  così 

SenZ  ‘y°0=ZS*n  3  9°%  14.90"  =  C052.po*  cc. 

•  v  .I2‘  ~.un(Ilie  anche  l’ altre  funzioni,  che  com» 
si  è  visto  (610),  dipentlon  tutte  dal  seno  e  dal  co¬ 
seno,  varieranno  in  valore  ed  in  segno  per  l’intera 
Circonferenza:  così  la  tangente  alternativamente  posi¬ 
tiva  e  negativa  nei  quattro  quadranti  ,  sarà  tartan _ 

seri  a  o  Q  s  - - 

cos  a  T  o  in  A ,  =  -  00  in  B .  =  -  --  —  3 

111  D>  =  Zi  =  MÌnE'  ricominciando  aneli’ essa  col 
primo  ordine  se  n>36o*.  Ecco  in  compendio  i  cali¬ 
si1116™1  delle  quattro  principali  funzioni  . 


«era  O 

co*  -+  ,• 
teing  o 


a  o*  da  o°  a  90° 
a  90° 

o  -+•  4-r 


f  o  a»  o°o  I  a  l8o°|da  l8o°|a2Zo°lda  ; 


61  Osservo  ancora  che  il  seno  MII  d’ un  arco  no 

ìlìy  f  \  !  e31"  C°lda  m  d’  un  *'co  doppio 

0mIe  1  '  come  MZ  è  l'orda  di  MAZ  a 
di  31BDLZ ,  così  MH  è  seno  di  MA  e  del  suo  sup¬ 
plemento  MBD:  20.  come  MAZ  =  6o°  dà  MZ  =0 
I  (  456)  >  così  MA  =  30°  dà  MH  =  scn  30°  = 

U  ’ adora  CH=  cos  30"  =  (  forni.  9*  )  V  (  1  —  se/ia3o0)=: 
^-^3:3°.  come  OAZ'  =  pod  dà  OZ'  ^  Va  (459), 

così  OA  =  45*  dà  OG  =  sen  45°  ==  V-Ì  =  GC  =  cos 
45°  ;  allora  anche  CA  =  AS  —  tangfó"  =  1  —  SB 
Cot  AS°  ■  perciò  gli  archi  equidifferenti  da  450  in  — 
tcl  in  "+»  avranno  reciprocamente  i  seni  eguali  ai  co- 


«fui:  ed  BU, 


*-s*n  (  45*  ; 
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99'  CF  6o‘  ==«w  (  45*  -t  15°  )  >  e  GII  ='v'3  _  PF. 

614.  Dati  ora  i  seni  o  metà  di  corde  '—  —  sena, 

~  =  senb  di  due  archi  a,fc,  se  si  voglia  il  seno-j-  = 
sen  (  a  r±  b  )  della  lor  somma  o  differenza ,  si  avrà 
(  form.  91.  )  cosci  (  r*  —  -^-m3  )  =  -j\/(  4r3-/;t*) , 

e  cos b—v'{rz  —  --  nz  )  =  ~  \J  (  4r3  —  n2  )  ;  dunque 

< 485  •  485  )  X  =  £ . 1V  (  4r*  _  n*  )  *  2. .  -I V(  4r*- 

mz ) ,  cioè,  fatto  r=i, 

1 2a.  sen  (  a  t±  6  )  —  seri  a  cos  b  <±t  seri  b  cos  a  =  hk 
sen(br±a). 

6 i.v  Dunque  cos(  a-=t  t)  =  ( forni.  5*.  )  Jen  (90* — 
(  ar±  h)  )  —  5en((9o°—  a  )  =^fr)  .-=  ^(90°— a  )  cos 
.sen  Z>  cos  (  90°  — a):  ma  (form.  ia.  5*.  )sen  (90°  —  a)=: 
cos  a  e  cos  (90"  —  a)  =  sen  a ;  dunque 
1 3a.  cos  (  a  r±  b  )  =cos  a  cos  b  ^  se/i  ase/i  h  =  cos  (  b  r±  a  )  : 
e  se  la  form.  I2a.  si  divida  per  la  134,  e  il  numera¬ 
tore  e  denominator  del  secondo  membro  per  cosax, 
cosò,  avremo 

,  ,,  f  1  **  tancr aittatinb 

14".  tang  (*il)  =  Piando  fin  d'o- 

ra  di  notare  (  toltone  qualche  caso  )  la  cotangente 
che  si  ha  subito  dalia  tangente  (  forra.  6‘.  ).  Le  for¬ 
mule  dell’  altre  funzioni ,  e  le  varie  espressioni  di  quel¬ 
le  medesime  che  abbiam  trovate ,  si  avrebbero  nel 
modo  stesso:  ma  basta  a  noi  di  dar  le  fondamentali 
da  cui  nascono  tutte  f  altre .  Fermiamoci  a  conside¬ 
rar  la  in*,  e  la  13'.  che  tanto  importano. 

616.  Giacché  (614 . 615 )  sen  (  a  —  b)  =  -sen(b  - 
a  )  e  cos  (  a  -  b  )  =  cos  (  b  —  a),  combinando  le  for¬ 
mule  2%  3%  6a,  2*9  si  troverà  tang  (a  —  h)=  — 
tang (  b  —  a  ) ,  cot  (  a  —  b)  =-^  cot(b-a)  ec. 

617.  Ss  gli  angoli  djb  sieno  piccolissimi  ed  ab- 


f 

X  «5  X 

«ìan  per  seni  $,<r,  sarà  prossimamente  (  forni.  9*.  ) 

fn(a=±b)  =  sV(i-io1)‘^a^(,.is‘y==s(,- 

jc  )±t(l-lJ’)-(S;±,)(  ,  ^islj)=s=tx== 
$e/i  a  r±  sen  b ,  per  esser  s<r  assai  ^piccolo. 

618.  Facendo  a  =  90°,==  180°  ,  =240°  ,  =  360’, 
forni.  iaa,  13S  14^  daranno 


tang 


li 


9 o~  -=±0  =  +zcotb 
8oe  -=±b  —  ^±  tangb 

270°  =±b  =  ^cotb 

36  o°  rfcZ)  — £a/z«  b 


f  9°°  b  =  =£  tangb 
3  1 8o°  r±  Z>  —  rt  C0f  /» 

I  2"o°  r± —  4^  tangb 
\  3^0°  z±b~z±cotb 


ove  si  noti  1'.  che  le  funzioni  negative  — scnZ*,  — 
cos'Z)  ec.  appartengono  ad  archi  che  posson  sempre 
determinarsi  j  infatti 

~scnb  —  scn  (  180°  -+  b)  =  sen  (  360°  —  b  ) 

-  cosb=cos  (  180 °  ±b) 

-  tangb  =  tang(  1 8o°  -b  )  =  tj/zg  (  360*-  b  ) 

cot  b  =  cot  (  180 °-h):  2°.  che  essendo  co-*  (  180*- 
b)  =  cos  b  (  astraendo  dal  segno  )  ,  se  un  arco  b 
ni  sia  medio  tra  b  e  il  suo  supplemento ,  sarà  b-+m 
1 8o°  -  b ,  cos  [b  -t-  /zi  )  •<.  cos  (  1 80*  —  b  )  cioè  cos  (  b 
m)  <icosb  ;  e  quando  pur  si  moltiplichi  cos  (  6  -f  zzz  ) 
per  n  seni  o  coseni  ,  sarà  sempre  (  64  )  n  cos  (  b  -k 
m  )  <C  cos  b:  30.  che  una  stessa  funzione  appartiene 
»  molti  archi ,  come  seri  b  =  ±  sen  (  180°+  b  )  =  ± 
^77(360^/7),  o  in  generale  sen  b  =  ±  Sen(  (271-4-  i  ) 
i8o°  +  t)  =  ±  sen  ( n .  360° ± &  )  >  espressione  chfc  si  ri¬ 
duce  alla  prima  ;  poiché  ±  sen  ((  2zzh- 1  )  i8o°^Z>)2=: 
*  sen  (  n .  360°  -+  (  1 8o°  +  b  )  )  =  ±  sen  (  1 8o°  +  b  )  ;  e  fiuto 
n^zm^r  1  }±jj/i((/n  -*•  1  =5 


+  V  + 


(  3&> ±b  )  )  rr  ±  «n  (  360°  ±  b  )  =  ±  ( ,  8o* H-  (  I 80’* 
/>))-=  +  ,se/z(  180  ±b),  onde  tutti  quei  valori  si  ri¬ 
stringono  a  senb,scn(  1800- è), -je/z(  i8o°-4-è) . 

019.  Sommate  ora  e  sottratte  le  forni.  i2<  e  1** 
verrà  0  * 

I5a*  sen  *  cos  6  =  §  jcn  (ah-/)  ) -+•  f  «tezz  (  2  —  £  ) 

1 6*.  5e/z  b  cos  a  =  £  je/i  (  a -+  Z>  )  —  A  5e/z  (  a  —  b  ) 

IT-  co.*  a  co.*  £  =  jCo,s(a-4'Z>)  -+•  *  co*  (  a  —  b  ) 

I  ^ .  sai  a  sen  />  =  h  co.*  (  «  -  b  )  -  £  cos  (  a  -+■  b  )  ,  formule 
die  trasforman  prodotti  di  seni  in  seni  semplici. 

620.  Se  in  queste  si  faccia  a  -+b=p,  a- 5  =  2, 
onde  a=~(p-irq),b  —  ~(p-q^y  fij  avr^ 

19  .  sei  p  ±  sen  q=  2 sen  ~  (p  ±  q  )  cos  *  (p  ^q) 

2o\  cosp  -4-  co5  q  —  2  cos  k(P -i-q)  cos±  (  P~V  ) 

^che^  ^  ~  cos P==2,sen  *  (P  *+  tf  ) scn  j  (p-q),  ed  an- 

221.  tangp  ±  tang  2  =  (  2a.  12*  )  —LLtJÙ. 

cosp cos q 

zy.cotì*cotp  =  (6'.w.)!?k.Z.Ù,  formule  che 

cangiano  i  seni  semplici  in  prodotti  di  seni. 

621.  Se  nella  fòrm.  19*.  sia  p  =  772,0.—  (  n — 
2)c7,  troveremo  in  generale 

2V.  sen  na  =  2jfc  2  sen  (tz  —  1  )  a  —  sera  (  n —  2)2 
25  .  cos  na  —  —co 5  a  co*  (  tz  —  1  )  a  —  co*  (  „  -  a  )  2 ,  con 
cxie  1  seni  e  coseni  degli  archi  multipli  si  hanno  dai 
loro  inferiori:  così  fatto  in  particolare  tz  =  2,  verrà 
-  >  .  sen  22  =  2  'cn  a  cos  a ,  ove  se  22  =  m ,  viene  sen  m  = 


m  cos 


•  005  -2 -- 2cos  2-1  =  cos  2  —  sen.* a ,  che  divise  1’ 
«na  per  1  altra  e  diviso  pure  il  numeratore  e  deno- 
nnnator  cel  secondo  membro  per  cos'a,  danno 

it\  tangza  —  JL^St 

1  — tang1  a 

„t3>2'eG‘‘,' Se.nella  form'  '9'-  s«P  =  9°',  e  nel- 
ja  -o  .  e  ~i  .  sia  g  =  o,  verrà 

:9’É  lB*  WI  2icn  (  4»°  =t  s  3  )  cm  (  45°+=  §  ì  ) 


X  a*?  )( 

t°  •  i  ■+  cos  p  =  tro^*  I  p 

31'.  i  -  cosp=z”sen’’  -\p,  e  perciò 

|2'.^n-ip=  V—  -*-£) 

33’.co,ÌP  =  vl4^1  f°rml,Ia>  cUe’  div!se  r“* 

na  per  1  altra  e  moltiplicato  al  solito  il  secondo  mem¬ 
bro  per  i  —  cosp  ovvero  per  i  h-  cos p ,  danno 

34  \tanglp=:l-rc°*£  =  =  x/~cSfP. 

strip  i-+cosp  V  I-t- cosp' 

623.  Dividendo  1’  une  per  1’  altre  le  formule  del  n°  6o0 

#1  troverà  facilmente  '  * 

-y  se"P->-  senì  _  (  *_)  _  sm  l  (  P •+ 1  )  cos  L  (p  -  j) 

-2)  _c«vrf  4-,77elt  « 

.  senp±senq  z  *  17  a  ** 

9  ■  ^ipt-Tor? =  tansì(p±- 1) 

senpdzsenq 

3  i  *  —  COt  I(»X  q\ 

COò-j - cosp 

j«<»  £££P“+*co52 _  cot\,{p~^^) 

COS  2  — ■  COSp  ~~  ^vr~p~T)  • 

,  tangp  —  tan £  g  __  iv  —  l) 

tangp  +:  tana-  ?  sen  (p  ) 

A0a  tangP^tangg 

"rJ  •  7 — — - — — tangptanrrcj 

cot  2  rfc  cot p  or  0  * 

^ I  a  tan8P  —  tangq  _  (p  ^2  )  tana- p  fan» y 

cot  </  +  cot  p  ~~  stn  (  p 

624.  Dividendo  anche  I’  une  per  1’  altre  le  form  «na 
3oa,  31» ,  si  ha 

I  4:  sen  2  o  \^D  2  1  ) 

43».  ?f^2=(6  »  ^lUsl^ix) 

I  “4”  cos p  1  7  cos  tp 

44'  —  ^*(45°=fc{-Sr) 

— *— >eoò-p  serr  .*  p 


)(  228  )( 

45" ■  ' — —cot'  lp:  c  se  nella  form.  39’.  si  faccia  nzz 

*  I  —  cos  p  *  1 

45°,  verrà  (613.3°.) 

46».  fa/ig(45°±g).  E  tanto  si  ha  dal  gommare 

I  +tangq 

e  sottrarre  le  formule  I2\  e  13*. 

625.  Se  queste  ora  si  moltiplichino,  c  facile  il  dedurne 
42a.  sen( a-i-b)  sen(a  — b)  —  cos1b —  cos*a—  seri1  a  —  serPk 
4»J-  seri  (  a-±b  )  cos  {a±b)=z  L  seri  2 (  a  ±  b  ) 

49*.  sen(  a±  b)cos(a^ib)—  ‘  (sen2ad:scn2b  ) 

50*.  cos  (a-P-  b  )  cos(  a —  b  )  ~  cos'1  a  —  serp’b  —  cos*b  —  seti1  a  • 
E  se  si  dividano  l’una  pei  l’altra  col  divider  pure  *1  solito 
il  secondo  membro  per  cosacosb ,  avremo 

^  a  seri  (  a  -+b) _ tango.  -4-  tang b 

sen  (a  —  b)  tango  —  tang  b 

seri  (a±b) _  tanga±  tangb 

cos(a^zb)  I  ±  tang  a  tang  b 

53..  =  Tutte  queste  formule 

cos  {a  —  b)  I  -stanga  tangb 

passon  variarsi  all’ infinito  col  sommarle,  sottrarle,  mol- 
plicarle  e  dividerle. 

626.  I  seni ,  i  coseni  e  1*  altre  funzioni  circolari 
di  cui  si  è  parlato  finora ,  furon  calcolate  in  parti  del 
raggio  1  c  di  minuto  in  minuto:  le  più  comode  Tavo¬ 
le,  a  parer  nostro,  son  quelle  di  Gardiner  (  Firenze 
1^96  ),  ove  si  hanno  anche  le  Tavole  dei  Logaritmi 
dei  Seni  t?  Tangenti  di  io'  in  io".  Se  ne  troverà 
qui  sotto  la  costruzione  • 


Calcolo  delle  Tavole  dei  Seni 


627.  Giacché  le  funzioni  dei  primi  450  son  co -funzioni 
dei  4SJ  seguenti  (613. 3°.),  per  aver  la  Tavola  dei  Seni  fin# 
a  90"  bast  i  calcolare  i  seni  fino  a  450  e  dedurne  tutte  T  altre 
funzioni  per  le  formule  9a ,  2‘ ,  61 ,3'*  »  21  •  La  natura  del  circo- 
lo  fa  poi  vederci  che  i  seni  tornano  in  ordine  inverso  da 
90 0  a  lSo°,  e  che  quelli  dei  due  ultimi  quadranti  differisco¬ 
no  nel  *»olo  segno  da  quelli  dei  due  primi.  Tutto  perciò  si 
ridurrebbe  al  calcolo  d’un  semiquadiante  se  la  form.  12*  non 

diminuisse 


....  X  229  X 

iminuisse  ancor  di  150  la  fatica;  da  essa  e  da  sen  jo*  — X 
cos3o  ->  v'a  ( 6, 3 J  si  ricava  «»(3o°±i)  T  >  senbJS  = 

ìnnT  s*',f  S?'-+  i)=*™(3°°- 1)  -irseni^:  s; 

0  "rr^  ^unoHUe  il  calcolo  fino  a  30%  e  posto  poi  b  —  j° 
J5  si  anderk  con  la  formula  fino  a  450. 

625.  Cerchiamo  pertanto  come  possa  giungersi  a3o°.poi* 

.  a*/ — I  — UfJ — 1  2 

chi  (  form.  p» .)  » n’a-+  co s*a  =1=  fe__  _ j  ^ 

W-'-e-V-I  * 

v  2^/^-T’ - /  (J49)»  c  l’arco  a  =  odk 


54*-  co*  u  - 


55».  seri  a  z 


aV/ —  lrri-e — a ^ —  1 


— I _  —  ay/  —  i 


ma  supposto  le  =  i  (308), 


«i  ^  (307)  ea^  V^‘^ÌH-ec.= 

.1  ^  2.3 


1  ^  r3^  ~  (  0  -  2-^ -+ ec- )■/->.  d 


j — dy/~  I  _ 


H - -f  cc. 

2-3-4 


.  a  *  ^ 

cc*)  V— dunque  sostituendo  e  riducendo. 


56*.  se/ja  =  a-r~ - f-— — - “L _ .  Q* _ ec 

2-3  2.34.5  2.3. ..6.2  2.3.^  * 

o*  a4  a5  a8 

52  •  cos  a  —  1  — _ —  — —  — - —  — f-  - —  - QQ' 


**  •  ■* — *  — - 1 - - - -  - - ec. 

2  2.3.4  2.3... 5. 6  2.3...Z.8 

e#,,.  sena  ,  K  q}  2  as  17  a7  6on9 

SS*. tango. - =  (273)  a  -+ - h - h  - (-  __2r5 _ .  ec 

cosa  <•”  3  3.5  3‘.5.f3'.5.i/'t' 

59".  eoe. =“if= (2j3)  1 .  ÌL .  J?1 .  -L3i,_?7 _ ec 

sena  '  a  3  3*-5  3*. 5. 7  3*  5*  7  ec* 

629.  Qui  si  osservi  i°.  che  se  a  sia  un  arco  piccolissimo, 
io  saranno  molto  più  a*,a}  ec.,  che  perciò  spariranno  in 
confronto  di  a,  e  allora  sena  — a~  tango  ,cos  a~  i  ,  cot  a  =z 
♦J  :  2  .  che  se  il  raggio  supposto  1  ,  sia  r,  queste  serie,  ve* 
F  f 


X  aso  )( 

lendole  o  usar  come  sta  ino  o  calcolare ,  dovranno  supplirsi 
con  le  potenze  di  r ,  secondo  la  regola  (óoo),  o  moltiplicarsi 
per  r  nel  final  risultato  (òoy)  :  y.  che  l’arco  a  pCr  cui  son 
dati  il  seno,  il  coseno  ec. ,  supponendosi  ridotto  in  linea  ret¬ 
ta,  non  potranno  aversi  quelle  funzioni  se  non  si  rettifichi 
la  semicirconferenza  o  non  si  sappia  la  ragione  tra  il  raggio 
e  lei.  Ora  applicando  alla  form.  56'*  il  ritorno  delle  serie 
(294),  verrebbe 

60*.  sSi‘lZ  -+  ^  3p±^a 

2 -3  2 -4 -5  2. 4.0.  z  2.4.0. 8.9 

ec.,  e  preso  un  seno  già  noto,  come  0-6(7230=  1  ,  si  avrebbe 
l’arco  di  30°,  che  dk  quello  di  i8o°  =  3o°.6:  ma  per  retti¬ 
ficar®  un  arco  è  più  pronta  e  più  utile  la  tangente. 

• 

630.  Poiché  da  scnazz - cosazz  . 

/  ,  av'  —  i 

«V  —  1  ,  — a-sj — I 

_ ■+ e  .  ±  a  J  —  I 

3  viene  e  =  cos  a  ±  —  1 . 

sena  — cosai  1  ±  y 1  .tango  ),  o  presi  i  logaritmi  (308),  =b 
a  V  1  —  *  cns  a  * (  1  ^  v  • —  I  •  tan^a  ) ,  si  avrà  sottraendo , 
/  „  __  7  1  -+  v/ —  I  •  tarila  , 

W_I=2_7__^>e(303) 

,  _  tarila  tan  >*a 

01  .a— tango - - - 1 - - -  ec. ,  sene  che  rettifica  la 

semicirconferenza  w  .  Infatti  posto  a  zz  450 ,  e  tango  zz 

tang{b-±  c)zz  (613. 3°.  )  1  =(615)  ^?8j>±_tangc_ 

I  — tang  b  tang  c 

.  I  — tari  re  .  I 

cangb  =  ^ta^-;  e  se  su  tang  c=-  e  perciò  tang  b  = 


la  somma  degli  archi  b>c  dara  l’arco  di  450,  ovvero 


62  < 

4 


o,:S*398l<533?:4483  cc.  c  perciò  *  =  3,1 41 592653589-932  ec* 
(  51  0- 

631.  Se  dunque  nelle  serie  di  sopra  (628)  si  faccia  azZ 


$o* 


X  »si  X 


*-»  . 

—  e  sia  ?  il  quadrante  rettificato,  verrà 


a cn  22-°  fe  1 _ .. ?  _  il _ _ _ 

2 -3- 5/»5  2.3  — 6.  zm 


- — 7  «+•  cc. 

7/?i7 


COS 


9 _ _ 

2//*  4 


2-3-4"'*  2...5.Ó;»5 


=  +  =c  >  ».  U.n  nu. 

mero  ad  arbitrio.  Avuti  in  tal  guisa  due  seni  e  i  loro  co¬ 
seni  o  in  secondi  o  in  primi  o  in  gradi,  si  otterrà,  il  seno 
e  coseno  della  lor  somma  con  le  form.  12  e  13  fino  a 


se/1300,  che  dovendo  essere  -L,  servirà,  di  riprova  ai  cal¬ 


coli  antecedenti. 

632.  Hannd  altri  usi  1’ equazioni  1  _  . 

V-1.^.X  (fiso):  poiché  l°.  riducono  a  seni  l7qu°a„t;tl 
immaginarie  a±V~I  «  fatto  ca„s  h ,  onde  l(a± 
b 


h^~l)~la(l±Z^-l)  =  U-+l{l±V--l'tariqh'~ 
(25  )  la  —  l  cos  h  dr  k  V  —  1  ,  si  osservi  che  aosh  (  _  _ 


sen  h  .  a  .  „ 

tanX h  ~  b  (I-"1,r:  Vt^-Ti7]  =  T fltt0  c  = 


y  (l’;'T 42  );  aIlo/a  1 {a *  v - 1  ) =l = ± v- 1  =  (630) 
éa  tl  T  *  y  , 1  •  T h)  f  / c  ( co*  h  ±  v -  >  •  «■«  a3i  ; 

^  1  —  c{cosh± y/ —  I  .se uh):  2°.  riducono  a 

*em  anche  le  quantità  esponenziali  immaginarie  b±x</ml 

che  eguagliate  ad  e  ^  onde  z  —  xlby  divengono 
cos  [  x  1  b  ) -±  y/  1 .  sen  ( xlb ):  3 J.  palesano  immaginari  i 
iogantmr  dei  numeri»  negativi  sol  che  si  ponga  z  —  ±(2,-/ 

I  1  7T,  d’  onde  (  6l8 )  sen  &zz  o  t  coss  “  —  x  e  f —  1  — rb  (  2/2 
1  )  *  V — •  >  sempre  immaginario;  mentre  l’altro  Zi  =r 

I  che  si  ha  da  a=.±a/«r,  è  reale  nel  caso  di  «_ 
0 4"-  danno  perciò  un’  espressione  di  tali  logaritmi  atta 
al  calcolo ,  facendo  Z-  «  =  /«  rit  Z -  I  =  Za  *  (  a„4  j  ■  ” 

633  Ma  l’uso  immediato  di  quelle  equazioni  ( óqoTcon- 
■lste  ”el  cangiare  1  seni  e  1  coseni  d’arem  multipli  in  po- 
tenze  di  seni  e  coseni  d  archi  semplici,  e  reciprocamente. 
Vuanto  al  problema  direte© ,  se  invece  di  «  si  scriva  in  es- 


t  ++!  I 


)(  *3»  )( 

±  ma  si — I 

se  fna ,  avremo  e  =xcosma±y/-l  :senmmzl(emsa± 

V  —  1  •  sena  "1  ;  dunque  sen  ma  =  —  (  (  ccs  a  -+  J  I . 

2-y/ — I  "  V 

sena )" — (cosa — </— I  .sen  a  )*) ,  cioè 

jr  .  ni I  ni  T  722  — -  5  771  »  O 

03  •  sen  ma~m  cos  asena  —  m.~ _ _ -cos  ÓX 

«sen’a-i-m  .  m-=±.  .  ^4  c0/- S asen,a 

3  3  4  5 

ec.  ;  e  cos  ma  —  ~  (  (  cos  a  — i-  \/  —  I  .  sen  a  )*  -4-  (  cos  a  —  /\/ * 
I .  sen  a  )"),  cioè 

64*.  cos  me  ~  cos  a — m  . - 1  cos7”  *,asfnta-+m.- — -  • 

2  2 

m  — -3  772  - —  3  772—  4 

3 cos  *  a  sen4  a  --  ec.  E  quanto  al  proble¬ 
ma  inverso,  fatto  cos  a~b  —  1  .  sen  a~p  ,  cos  a' — y/ — I. 
sena  — q  onde  2  cosa  =  p  H-  ?  ,  2  V  —  I  .sena=zp—q,  c 
perao  f  (2  eco  ,*=(,, n-,r,  fi  (  sV-i 

11  binomio  I,  riuniti  i  termini  a  due  a  due  (158), 

dark  a»  coi-  a  =  />*  -e  9»  -+  m  (  p”  ~  3  •■+  ~ 2  )  Pì  -+■  m . 


ni  —  I.  rn  —  4  ni  —  4 

~-—yp  -+  q  )p  J2  ec. ,  ove  Pm  ±z  cos  ma  -+ 

\/  —  1  .  sen  ma  ,  =  cos  ma  —  —  I  .  sen  mfl  e  p*  o"  =: 

cos  ma  -4-  sen1  xna  ~  1  ;  perciò 

65a.2,?2  Icos«a=rcosma~f-mcos(/»-2)a-f  m  .^Zllcosrm- 

3  ' 

4)a  -f  ec.  presa  la  meta  dei  termini  dovuti  alla  potenza 
m  per  la  riunione  di  essi  a  due  a  due.  Il  binomio  II  data 

2«*(V—  l)"  senM  a—pm  ±  qrn-^ m  (p™"'2  ±qm~‘2  )  pq  -+ 

W—  1/  W  —  772  —4  ,  ,  ^ 

‘  ~2  '-P  *2  )!>  2  —  ec.,  coi  segni  di  so- 

pia  se  77i  è  pari:  in  tal  caso,  fatto  772  =  2n>  si  ha  (  y'  — 

i J  1  fl45):  ma  se  m  —  2n—  1  ,  si  ha 

m'pari  *  °n  *  P°lC^è  Pm  <jf* = 2^-**  I  .  sen  ma,  viene  per 

o6\  2  sen 


a~±cos  2naqF2ncoi2(n~i)€in(2/2 


col 


)(  233  )( 

1  )  e«  2  (  «  -  a  ) .  ^  — y~-— ^  « . ,  (  „  -  3  )  «  * 

cc.  :  e  per  m  impari 
,  ‘li  11  —  I  )  in  —  1 

•  3  4’e72  a  r  +  ie;i(2n — i)<z±  (2/1 — i 

sen  (in  —  3  )  a  +.  (  in  —  1  )  (  n  —  I  )sen(in  —  £)a  ±  .... 
(an  — I  )(»--l)(2#i— 3) 

- - - sen  (  2n  —  Z  )  a  4:  ec. ,  presa  al  so¬ 
lito  la  meta  dei  termini  dovuti  alla  potenza ,  e  i  segni  d* 
sopra  se  n  è  pari. 

634.  La  forni.  63*.  serve  a  dividere  un  dato  arco  ma 
in  un  numero  m  di  parti  eguali:  fatto  sen  mazz  b ,  sen  azz 

x ,  cos  a  =  z  =  \/(i  — **)»  «Uà  diventa  bzzmz™  ~~  1  x  — 

m  .  ___  .  — —  %  xì  -+  ec. ,  e  con  m  =  2 , 3  ,4  ec. 

da  le  seguenti  equazioni  per  dividere  nn  arco 

b  —  2x  y  (  I  a?1  ) . .  in  2  parti 

®=3*“”4*5 . 3 

A  =  (4«—  «»*)V(  I  — . 4 

ec-  ec.  ec. 

635.  Di  qui  la  risoluzione  approssimata  dell’  equazioni 
di  terzo  grado  nel  caso  irriducibile.  Poiché  se  l’equazione 
—  sen  (  JSo0  —  Sa  )  —  —  sen  (  l8o°  H- 
3<z)(6l8),  che  ha  per  radici  xzzsen  a(é34  ),  =  sen  (6o°— 
*)y  —  —  sen  (  6o°-t-a)>  si  riduca  alla  vera  forma  x 3  — 
Sr*x ■  r*ten$a  ,  .  . 

4  4~ ”  ~  0  \6°9)  >  «  si  paragoni  alla  data  x*  — 

JtM?H*g:=:o(  quando  q  è  negativo  si  fa  x  =  — _y),  avremo 


sen  3a  ~ 


3  2  I  ,  ,  .1 

~r  =P>  —  r  senza  — q,  onde  r  =  2//—  P>  e 

;  e  poiché  r  >  sen^a,  sar'a  2^—  />  e£-  >— qs,cìò 

3  p  n  ^ 

che  con  p  negativo  forma  il  caso  irriducibile  (338);  per¬ 
ciò  questo  metodo  risolve  V  equazioni  irriducibili  di  terzo 

Strado.  Si  avrà  pertanto  l°.  j(  =  sen3a)—  r.  sen 33  (tfop), 


)(  *34  )( 


'  Sen3a-^^J'  con  che  s*  conosce  Sa  cj  a.  x  ,  _ 


*ena)=r.5ena=VP  sena.so .X_V£ ,)en{6o._a). 
^  3 

4  •  x  —  —  2  \/~ .  seri  (  6o°  —ha). 

3  1 

Esempj.  I.  Sia  —  3*  -+  l=o,  onde  p  —  3,?-  i, 

sensa=~,  a- lo°  ;  dunque  xz=$  sentono,  347296, 

2  scrino0  -  1  ,  532089,  a?  —  —  2  sta  70°-  —  1 , 879385  .  II.  Sia 

*  *  “**  ~  °  »  °nde  i>  =  1  >  ?  =  ^  ,  se/J  3<z  =  -i>v/3,a=2f0o5 

dunque  «  rr  3_!f' '2  2?1  —  0  2se«4o° 

— °>oy4^oI.»A — — r  —  —  0,742227, 

_ _ —  2  sen  So* 

- V3~  =  _  1  ’  ,3-'58- 111  Si>  *’  -  5*  -+3  =  °, 

onde  P= s .  3 = 3 .  w  ì}°  ±  ±  VjJ , >4'  tfSZ";  dun,u. 


=  ,6è66n,x=&t^£lÉr  1 

Vo  V3 

.  «41* *  =  =-,,49085. 


Risoluzione  dei  Triangoli  Rettilinei . 


636.  Ogni  lato  d  un  triangolo  iscritto  al  circolo  è 
doppio  del  seno  dell’  angolo  opposto  (  418  .  613): 
peri  iò  i  lati  d  un  triangolo  son  come  i  seni  degli 
10V™loli  oPP°sti-  Chiamati  dunque  g,g',g"  i  lati  BC , 
T  *  Ccl  ?>a  ’a"  angoli  opposti,  si  avrà 

g  .  sena  =*  gisena  =  g":sen<L".  Quindi  se  o" 
g ,  sara  anche  a"<a  (428.6°)  ed  /<  90°  (T27): 
perciò  l  angolo  opposto  al  minor  dei  lati ,  è  <  90®, 
«37-  Fatta  nel  triangolo  I3AC  la  costruzione 


)(  s35  )( 

ta'ehiatwalt?Ve  (443)’  ®  condotte  ad  AF  prolunga-  F 
in™?’  ™n°,tmili  1!I’CH>  API)  (  =  K 

?  ]  PFC  (  =  '  DFG  )  -+  GFB  (  =  j  GFE  )  = 

“3<5°  r*  !?,*’.  01,de  GFB  =  HFC;  (  perché  supple- 
” enti  di  AFC  )  e  BFI  =  CFG.  Ora  emndo  ,  U 
raggio ,  :  triangoli  rettangoli  BGF  ,  CHF ,  BJF ,  CGF 
danno  (  <53<3  )  BF  :  BG  :  :  i  :  seri  BFG  :  :  CF  :  CH  e 
EF 1  BI  :  1  ,  :  sen  BFI  :  :  CF  :  CG  ;  dunque  CH  ,  BI  = 

7  X  «  ,T  (  9n  —s"  H  444  )  :  ma  AB  :  BI  .  : 

I  .sen  BAI ,  ed  AC  :  CH  :  :  t  :  CAI  ;  dunque  ,„oI. 

Implicando  le  due  analogìe  ,  AB  X  AC  :  BI  x  CH  •  • 

I  :  sen*  BAI ,  cioè  i\  sen  Z  a '=  \j Ì2SZJ>'jJ ? ~3" ) 

V  SS"' 

c  quindi  2  .  c os  £az=  \/$L ÌITS)  , 

V  ^ g;r~~  >  °nda  tang  §  a  = 

a/ì Zz&lLirg") 

* 

638  Pongasi  ora  il  valor  di  ,=  !(„  .  „/'ì 

nella  r.  equazione,  e  quadrando  avremo  sen' i  afJ 

I £09j2  j  -1- g’ —g"  ) 

-  '  — - - - _  nPlv\ 


i — (  3 1  )  =3  (s^É'jziìls-^s'—g") 

,ÌT  ’ePe™ 

|ir^procamenteg:uf„/%/;e;U^^^ 
*  daW«, 

cos  a  =  2/  *  _ 


lìt'Jf  g *  ,(f  —  g  cosa)  =  g  sena.  Con  oneste 

[  tie  formule  si  risolvono  i  triangoli  obliquandoli1 

°39-  Quanto  ai  rettangoli ,  sia  a  1  am^’ 
to,  e  chiamata  /,  f  ipotenusa  ,,  si  poni £ 
8  c  8  »  ii  ed  a  per  a  ed  a  :  e  poiché 
cosa==0>  ,a  F‘nnaIa  1  d#rt  h^g.sena 


)(  *a6  )( 

640.  Dalla  III  si  avrà  tangà '  =  g'  :g.  E  se  in 
vece  di  a  si  supponga  retto  a ",  sarà  tanga"=z 00,  e 
g  ■ —  h  cosalo. 

641.  Si  son  disposte  queste  Formulo  nelle  se¬ 
guenti  Tavole  :  ma  nei  triangoli  obliquangoli  si  av¬ 
verta  che  dati  due  angoli ,  o  datone  uno  e  trovato¬ 
ne  un  altro,  il  terzo  è  dato  (424)5  nei  rettangoli 
poi  dato  un  angolo  acuto  o  due  lati ,  è  dato  l’ al- 
tr’  angolo  (  427  )  o  1’  altro  lato  (  475  )  -,  e  dati  i  due 
angoli  acuti ,  si  avrà  solo  la  ragion  dei  lati  senza 
conoscerne  alcuno  (432).  Del  resto  i  seni  e  coseni 
molto  grandi  variando  con  gran  lentezza,  non  dan¬ 
no  r  esatto  valor  dell’  angolo  e  convien  trasformarli  ; 
perciò  con  cosa=zg':h  (640)  si  fa  h:g  ::  licosa, 
ed  h — g  ;  h-+  g  ;  :  1  —  cos  a:  1  -t-  cos  a ,  ond®  (624) 
tang  ~  a  (  h  —  g)  :*/  (h  -+g  ) ,  e  l’angolo  a  si  ha. 
con  precisione;  le  tangenti  e  cotangenti  variando  ra-' 
pidamc ntc ,  non  hanno  d’  uopo  di  trasformazione  • 


)(  *3?  )( 

TA7/0LA  I.  per  i  Triangoli  Rettangoli 
I  lati  son  gyg'y  gli  angoli  opposti  a ,  a  ,  l’ ipotenusa  è  h . 
In  generale  IL  significa  1* ipotenusa  e  un  lato,  IA  V  ipotenu¬ 
sa  e  un  angolo  ,  LAo  un  lato  e  V  angolo  opposto ,  LAa  un 
lato  e  1’  angolo  adiacente . 


Dati 

Tro¬ 

vare 

FORMULE 

641». 

IL 

a 

(scn  ai=g-h(  639  )  ovvero 

\tang(qSn  a)  —  y/(  h  -+g) :  V  {  h  ~g)  (641) 

643- 

h,g' 

a 

(cosa=g':h  (640)  ovvero 

a  —  y/  (h  —  g'  ):  y/ (  h  -+g')  (641  ) 

644. 

IA 

g 

g  —  h  sen  a  (  639) 

645- 

h  ,  a 

8 

g  —  li  cos  a  (  640  ) 

646. 

gtg 

a 

tango!— g  :  0  (640) 

64*7. 

La  0 

h 

h  ~g'  :  sen  a  (  639  ) 

643. 

s'  » a' 

g 

g-g'-  tango!  (640  ) 

649. 

LAtz 

g  y  a 

h 

h  —g'  :  cos  a  (  640  ) 

650. 

gy  « 

g 

g—g  tango!  (640). 

TAVOLA  II.  per  i  Triangoli  Obliquangoli. 

I  lati  son  gìg'tg",  gli  angoli  opposti  a, a!, a".  In  ge¬ 
nerale  LAL  significa  due  lati  e  V  angolo  compreso  ,  LL A  due 
lati  e  un  angolo  opposto ,  ALA  due  angoli  e  il  lato  compre- 
so,  AAL  due  angoli  e  un  lato  opposto . 


Dati 

Tro-;  FORMULE 

vare  1 

— '  S  =  .|  (£■+?-+*") 

g’g  >g' 

a  \tang  ^a=z^/{q~g)[q-g"):^/q(q~g)(63Z) 

652. 

LAL 

g  £—  ±  x/ig"1  -+  g”1  —  ‘Ig'g'^cos  a  )  (63S) 

653- 

gyg  »« 

a"  tang  a"  ~g  sen  a  :  (  g  —g"  cosa)  (  6  38  ) 

<554- 

LLA 

g"  g”= g' cos<i± ^/(g*  —  g’*  set i1  a)  (638) 

°ó5- 

8>g'ya 

a!  seti  a  =  g'  sen  a  :  g  (  636  ) 

|  <>5<5. 

AL, A  AAL 

ayo!'  ,g 

a! 

g  g  —gsen  af  :  sen  a  [636) 

i 

L 

.  X  *3*  )( 

Finiremo  con  alcuni  Problemi  per  esercizio  dei 
Principianti . 

65?-  P  Trovare  un  angolo  *  la  cui  tangente  sia  npia  del 

suo  seno.  Ris.  sen  xzz  — — -IILLÌ. 

n 

658.  II.  Dividere  un  dato  angolo  a  in  due  angoli  x^a-tc 
tali  che  i  loro  seni  sieno  nella  ragion  data  di  m:n . 

t,  ■  m  seti  a 

ius.  tangxzz - . 


659.  III.  Data  la  differenza  d  di  due  angoli  x,x-+d  e  la 
ragione  min  dei  loro  seni,  trovare  gli  angoli.  Ris.  tangxzz 
n  seti,  d 


660.  IV.  Date  le  ragioni  n:  I  dei  seni  ed*n:i  delle  tan¬ 
genti  di  due  angoli  x,z,  trovare  gli  angoli.  Ru.tangx=: 

V  (fer)  ’  “»*=£  V  ("ir*  ir’)  *  h  "v-. 

66 1.  V.  Supposti  aritmeticamente  proporzionali  i  seni  di 
tre  angoli  p, m  ,u,  determinare  quali  debbano  essere  gli  an¬ 
goli  estremi  p,u  affinchè  anche  i  coseni  di  tutti  e  tre  sieno 
nelia  medesima  proporzione .  Ris.  Gli  angoli  debbono  esser 
tali  che  p  —  u  sia  piccolissimo. 

662.  VI.  Data  1’  equazione  (  n  -4-  N  )  seti  u~  (n  —  N  )  seti  w 
Ove  ri,  N  son  *ote  e  senm  è  medio  proporzionale  aritmeti¬ 
co  tra  senp  e  senu,  trovar  1’  angolo  p  —  u  che  si  suppone 

piccolissimo .  Ris.  p  —  u  —  —  (  tang  m  ) . 

663.  VII.  Date  l’ equazioni  (  n  -+  N)  seri  h  =r  sen  u '  ed  (  *  — 
N)  sen  g— senp  ove  si  ha  ±h^:g—p^  «,N  è  nota,  e  son 
noti  sen  m  ,  seni',  sen  tu'  medj  proporzionali  aritmetici  tra 
se/zp  e  semi ,  tra  sen  g  e  sen  h ,  e  tra  semi '  e  senp',  tro¬ 
var  r angolo u' — p'che  si  suppone  piccolissimo .  Ris.  u'^-p'TZ. 
SNsenfi'rkro) 

cos  m  cos  m' 

664.  Vili.  Con  la  regola  di  doppia  falsa  posizione  trovare 
un  arco  x  che  sia  meta  della  sua  tangente,  o  calcolar  l’equa¬ 
zione  2 x—tangx.  Ris.x  =  66°  46' 54"  1 4'". 

665.  IX,  Con  la  regola  stessa  ricavare  il  y&Iqm  dell’  an* 


)(  *39  )( 


m. 


i  ,  ...  .  2 sen  x  scn*±x 

golo  *  dall  equazione  sen  16  — - .  JRi's.  a?  Zi 

cos  2x 

II°44/42//  incirca. 

666.  X.  Con  le  formule  del  N°.  628.  sommare  in  ge¬ 
nerale  la  serie  S~  sena  H-4erc(  a  )-** -se”  (  <2^-20 

sen (  a  -4-  nb  ) ,  e  determinar  particolarmente  S  nel  caso  d» 

a-^nbzz(  n-\- 1  )a  rr  90°.  Ri  3.  In  generale  S  — . 

•os  (  a  —  \  b  )  —  cos  [  a  -4-  (  n  -t-  ‘  )  b  ] 

— ■  ■  — — ~ - - - - - -- —  ,  in  particolare  S  r=  ?  (1  -u 

2  sén^b  a  x 

sor|a). 

66 7.  XI.  Risolver  1’  equazioni  della  forma  x11 ±  a1  —  © . 

Ris.  Il  fattor  generale  della  prima  equazione  si  troverà  a?8 _ 

2 ax  cos— —  H-a:,  della  seconda  x2~  2 axcos ——•+ a2, 
m  m 

•ve  nr=o,  =  i,=  2,=  3  ec.  e  tt  =  l8o°. 

668.  XII.  Un  Vascello  si  avanzò  di  50  miglia  verso 
Levante,  e  di  116  verso  Tramontana.  Si  cerca  la  posizic»* 
ne  e  la  lunghezza  del  viaggio  o  della  linea  retta  per  cui 
ha  camminato .  Ris.  Il  vascello  è  andato  per  una  strada 
che  fa  un  angolo  di  230  fj/4"  con  la  direzione  di  tramon¬ 
tana ,  ed  ha  di  lunghezza  126  miglia  in  circa. 

669.  XIII.  Data  T  area  s  e  uno  degli  angoli  acuti  a  A* 

un  triangolo  rettangolo  trovarne  i  lati  x  ,y  e  l’ipotcnusa  z. 
r  ■  _  j2stanga  f2scota  }  rs 

R„.  »•  =  */ — — -a—.j-  ='V - 'S=3V- - • 

v  r  v  r  v  sen  2  a 

6l o.  XIV.  Dati  i  lati  C Ano,  AH  =  ò e  gl:  angoli  ACBrr 
m,  AHB  Zln,  CBHrcr  d’  un  quadrilatero  ,  trovar  l’angolo  CBA  I  ^4. 

...  ,  .  _  _•  •  *  a  sen  m  cos  r~±.b  sen  n 

e  la  diagonale  AB.  Ris.  1  .  cot  CBA  = - 

&  a  sen  m  sen  r  7 


ave  il  segno  —  vale  per  il  quadrilatero  ACBH'i  2*.  AB  rz 
n  seti  m 
ssn  CBA  * 

671.  XV.  Dati  due  circoli  concentrici  NPK,QRF  con 
la  tangente  in  Q  c  la  corda  QR  nel  minore,  c  condotta  dn'  9 
punto  N  la  Nt\,  parallela  a  QR»  la  NE  normale  ad  NP  e  In 
NL  che  formi  1*  angolo  LNE  se  ENK,  trovar  la  ragione  di 
NK-hNL  a  QR.  Ris  La  ragiona  è  dupla. 


FIO.  X  24°  )( 

6v{l.  XVI.  Data  la  retta  AC  comune  sezione  4i  due  pia- 
ni  triangolari  ACB, ACD  tali  che  la  retta  BD  condotta  per 
i  due  vertici  sia  normale  al  piano  ACD ,  e  dati  oltre  al  tri¬ 
angolo  ACB  gli  angoli  d’inclinazione  BCD  =  m ,BAD  =  n , 
determinare  il  triangolo  ACD,  o  sia  trovare  sul  piano  in¬ 
determinato  MAR  il  piano  o  triangolo  di  riduzione  ACD  del 
triangolo  ACB  .  Ris.  Fatti  gli  angoli  CAB  zz  a,  ABC  =  b, 

AC B-c,  si  troverà  cos  ACD  =  ~— ,  cos  CAD  =  — -, 
cos  m  cos  n 

i  /ìsenl(b-hm  —  n).  senMb-+n  —  m.)\ 

sen  l  CDA  =  a  /  (  — - L - *1 - - 1  e  poi- 

v  V  cos  m  cos  n  * 

che  c  data  AC,  si  avrà  di  qui  tutto  il  resto. 


)(  241  )( 


TRIGONOMETRIA  SFERICA 


<S?3.  oiE  il  semicircolo  PA  p  formi  la  sfcl.x  A  Pop  (546), 

&  di  ratte  l’ordinate  il  solo  raggio  AC  descriverà  un  I01' 

circolo  massimo  (547).  «  ‘'altre  *,tri  °‘7°Z‘/r‘"' o  ,f ‘4^ 
to  minori  quanto  più  esse  d.m.naiscono  (548  ) . J^md.  k 
sfera  ha  un’  infinità  di  creoli  e  massimi  e  minori  (547); 
ma  non  usandosi  quest’  ultirm  perche  ineguali  ,  col  nome  di 
circoli  e  d'archi  intenderemo  in  avvenire  1  circoli  massimi 
e  i  loro  archi .  Ora  la  Trigonometrìa  Sferica  risolve  i  Tri¬ 
angoli  Sferici,  come  ANMBA',  formati  sulla  superfìcie  del¬ 
la  °sfera  da  tre  circoli  che  si  segan  tra  loro,  ed  hanno  per 
centro  il  centro  C  della  sfera:  1’  altro  maggior  triangolo 
A^aPA'BMNA  le  cui  parti  son  date  da  quelle  di  ANMBA', 

*on  si  considera. 

674.  Un  diametro  P p  normale  ad  un  circolo  AMa  ,  e 
l'asse  di  questo  circolo,  e  le  sue  estremità  P,p  ne  sono  1 
poli  .  Ogni  altro  circolo  A'Ma'  con  diverso  asse  V ’p  ha  po¬ 
li  diversi  P ',p':  per  altro  il  punto  A'  e  il  polo  P'  si  allon¬ 
tanano  egualmente  P  uno  dal  punto  A ,  1’  altro  dal  polo  P , 
e  perciò  AA'~  PP'. 

675.  Dunque  i’  asse  P p  farà,  sul  circolo  AMa  tanti  an¬ 
goli  retti  quanti  son  raggi  in  esso ,  e  gli  archi  P  A ,  Pa  che 
misuran  quest’ angoli ,  saranno  di  90°  :  onde  1°.  1’  arco  tia 
il  polo  d’ un  circolo  e  ogni  punto  della  sua  circonferenza, 
è  di  oo°:  2°.  gli  archi  PA,Pa  in  un  piano  medesimo^on  la 
normale  PC  son  normali  alla  circonferenza  AMa:  3  .1  due 
punti  A,P  bastando  a  determinar  la  Pitone  d  un  circolo 
che  dee  passar  per  G  ( 533)  *  due  archi  PA,Pa  di  90  ,  due 
archi  normali  ad  AMa,  o  anche  ttn  solo  arco  di9 o  e  nor¬ 
male,  determinano  il  polo  P  di  AMa 

676.  Il  centro  C  comune  ai  circoli  della  sfera  (673)» 
dà.  per  loro  intersezione  un  diametro  A  a  :  perciò  1  .  se  due 
circoli  APa,AOa  si  son  tagliaci  in  A,  non  si  taglieranno 
Piò  che  in  a  a  l8o°  da  A  :  2°.  onde  due  soli  archi  non 
chiudono  spazio  se  non  è  ciascuno  di  180°. 

677.  ^  fWini  ora  i’  angolo  sferico  AMA'  con  P  meon- 


FIG.  *  u  j  ■  i  ,X  *43  )( 

tro  in  M  dei  due  archi  AM  a 'a* ^ 

‘fino  a  90°.  Condotte  nei  piani'  ANMC°£bmC  F  CCCOrfV 
da  «»  punto  scusso  delia  comune  interscsioìfe  rt'  0°'“ 

VantololMN  r^°immarera  ‘’^T10"  dc' due’  tì» 

1  annoio  avlm  (534).  ma  questa  inclinazione  è  anrh»  Ar* 

T  d‘»’“S0.0PC^h0ed  u- 

T&  AM À'  sa  JFPc’o  Creolo” aZ“  f  “  “'«f*  ^ 

differenza  li^duo^  /  '* 

d*un  altro,  ha  gli  angoli  intorno  =  rS? •  0°  “d?  S°p,a 
quest’  arco,  gli  angoli  opposti  sono  eguali,  e  ta‘ somm^d^ 
gli  angoli  sferici  intorno  ad  un  punto  è  •  ™,ma  , 

e&«lrtt'7^<WW'ATSS 

,  ?,  iV1  Plu  lunghe  dei  raggl  AC ,  A'C  fr<i  i  tr» 

•SS^r  crs^ 

«re  angoli  possonoci  SS?  ^  > 

^  due  è  >  po'  se  r  altro  °  ’  e  '»  *>'”«* 

680.  Quanto  poi  ai  lati  d1  un  triangolo 'sferico  „;,c- 
che  d,  quanti  archi  posson  condursi  per  due  punti  P  A  dell 

5^er  U^rim0^“  “d  -colorassimo 
V  509  ) »  gli  archi  dei  circoli  massimi  sulla  superficie  sferica 

~i  ome  ':P 

surano  sulla  superficie  sferica  ^e  disMnie  À  0‘'°  ang°!‘  mi* 
golari:  *•.  nel  triangolo  sferico  la  sommi  T 

ra  ,1  terzo  onde  Ea-bFa>FE;  e  poiché  AE^AsSgS 
Fa — 360  (  626)  e  perciò  AE  -+  AF  -+.  FE  <  "60°  liw 
non  può  giungere  a  180»  (636)  nè  la  somma  dei  tri 

U  .t  ir®0'!,  9fenCÌ  s°n°  cgnali  o  abbian  tre  lati  «uà- 
11  a  tie  lati,  o  due  eguali  a  due  mn  l’  nr 1  coua 

mmmp  m 

“  n>posto  ’*•  "aggio?  ììtoT'"0’  magg‘01'  ango1® 

vilmente  (6?3jJon;att.‘  ‘|CÌreo«  sfera  segarsi  scambi.- 
io.ol,  non  si  danno  in  essa  triangoli  simili  o  con 


)(  44"  )( 

lati  paralleli  :  onde  due  triangoli  sferici  equiangoli  sono  e- 

’  P°!ph,è  se  soprapposti  non  coincidesse™,  avrebbero  le 
badi  parallele. 

682.  Infine  il  triangolo  sferico  è  o  rettangolo  o  obliquan¬ 
golo  .  Quanto  al  primo,  sia  egli  I1[>F,  cioè  sull’  arco  HDNC 
insista  normalmente  l’arco  DFOC .  Si  prolunghi  HF  e  per  I  I02’ 
L,  a  90®  dall,  si  conduca  l’arco  ILMB.  lì’  chiaro  che  gli  an¬ 
goli  retti  in  D,I  danno  M  per  polo  di  DI  (675- 3®.)  ed  MI — 

A1D  _9o°:  perciò  se  DF  divenga  o  DMc=90*  o  DO  >  <,0® 
anche  IL  (  =  H)  diverrà  o  IM  =  90*  o  1B  >  90°,  cioè  nel 
triangolo  rettangolo  V  angolo  obliquo  s  della  stéssa  specie 
dui  fato  opposto  :  onde  DF  <  o  >  90°  dando  H  <  o  >  D 
«  quindi  DF  <  o  >  FH  (677. 5*-)>  sarà  DF  il  più  corto  o 
il  più  lungo  di  quanti  archi  posso n  condursi  daF  a  DH  E’ 
anche  chiaro  che  se  ciascun  de’ lati  HD,DF  è  <  co*  Ì’ i- 

?°rpUri  “rJ^oHI;  =  9C°)  Sar?  ^S00'-  se  ciascun  Je’  la- 
d.Con»  I.a %  ^  ’  'P°tc”usa,,p  che  incontra  i  lati  di  la 

da  90  ,  sera  pur  <90°;  e  «  l’un  de’  lati  CN  È  <«•» 

1  altro  CF  >  90  ,  1  ipotenusa  NF  (  >  NL  -  90*  );  sarà  >■ 

5>o  ,  onde  1  lati  della  stessa  o  di  diversa  specie  hanno 
ipotenusa  •<  o  >  90°.  Perciò  gli  angoli  obliqui  omogenei 
ai  lati  opposti,  indicano  la  specie  dell’ipotcnusa,  e  recipro¬ 
camente  :  così  1  ipotenusa  e  un  lato  di  simile  o  di  diversa 
•pecie  danno  1  altro  lato  <  o  >  90°.  Ma  se  un  lato  intor¬ 
no  all  angolo  retto  è  90°,  anche  P  ipotenusa  sarà  9o® 
\o75-3  •)  e  “  terzo  lato  può  essere  o  >,  o~,o  <90°. 

683.  Quanto  al  triangolo  obliquangolo ,  sia  egli  ACB ,  e 

da  suoi  vertici  come  poli  si  descrivano  e  si  prolunghino  fi-  I03’ 
no  all  incontro  gli  archi  FE,ED,DF.  Poiché  A, C  sono  a 
90  dal  punto  stesso  F,  sarà  F  il  polo  di  AC,  e  D,E  lo 
faranno  di  CB , B A  {625.3°.):  perciò  prolungati  in  G,H  i 
Jati  di  ACB  fino  all’  incontro  di  DF,  sarà  DH  —  FG  zz  90* 

(  ^25)  »  e  OH  *4-  FG  —  DJ*  GH  zz  180%  onde  DF  sarà  il 
supplemento  di  GH  =  C  (677),  come  FE, ED  lo  saranno  di 
A,B.  Essendosi  poi  fatto  AK  =  BM  =  90° , sarà  AK-f  BM zz 
MK-+ABz=  180®,  onde  AB  sarà  il  supplemento  di  MK  = 

F,  come  BC,CA  lo  saranno  di  D,F.  Dunque  il  triangolo 
JJFF  e  supplementano  di  ACB,  ed  avendosi,  per  esempio, 

£  z  180  —DE,  sarà  (618  )  $e/iB=:$enDE,co.yB  zz  —  cosDE, 

*M2B  =  cos-~  DE,  ove  in  generale  se  i.  m  >90%  sarà 
*™-m-~cos±.n(6u)t  posto  n  il  supplemento  di  m. 


FIG. 


102. 


X  244  )( 


Risoluzione  dei  Triangoli  Sferici» 

684.  Da  un  angolo  F  del  triangolo  HGF  si  cali  1’  arco 
normale  FD  ,  e  dal  centro  E  partano  i  raggi  EF,ED,EH: 
se  da  F  scenda  sul  piano  OHE  la  normale  FA  ed  il  pia¬ 
no  FAK  incontri  normalmente  HE  in  K,  i  triangoli  FAE, 
FAK,FKE  saranno  rettangoli  e  fatto  I  il  raggio,  daran¬ 
no  AF  :  FE  :  :  sen  FEA  :  1 ,  AF  :  FK  :  :  sen  FKA  :  I  ,  KF  :  FE  :: 
sen  FEK  :  1  ;  onde  sen  FEK  :  I  :  :  sen  FEA  :  sen  FKA  :  ma 
sen  FEK  re  sen  FH  ,  sen  FEA  zz  sen  FD  (  608  )  ,  e  sen  FKA  re 
seri  H  (67?  )  ;  dunque  sen  FH  :  I  :  :  sen  FD  :  sen  H  ;  dunque 
nell’altro  triangolo,  rettangolo  FDG  Sara  del  pari  sen  FG  : 
I  ::  sen  FD  :  st/zG;  dunque  nel  total  triangolo  HFG  sarà. 
sen  H  :  sen  G  :  :  sen  FG  •  sen  FH .  Chiamati  pertanto  g,g'  >g" 
i  lati  del  triangolo,  ed  a,aya"  gli  angoli  opposti  ad  es¬ 
si  ,  si  avrà. 

I.  seng ;  Sen  a—  senr/ :  sen  a  sr  sengf  isena" . 

685-  Dunque  seri  a  -1-  sen  a  :  seri  a  cn>  seri  a'  :  :  seng  -+ 
,  ,  .  tang^(a-^-a) 

seng  :  seno 00  seng  ,  e  pero  (623 re  .... 

tangi  (a  *0  a) 

• - =■•— - —  :  e  poiché  il  secondo  membro  è  sempre  po- 

tang±{go»g') 

sitivo  (678)  ,  i  due  termini  del  primo  hanno  il  segno  stes¬ 
so  ,  e  le  semisomme  di  due  lati  e  degli  angoli  a  Loro  opm 
posti  son  della  stessa  specie . 

686.  Ora  essendo  1  seni  degli  angoli  come  i  lati  op¬ 
posti  nella  Trigonometrìa  rettilinea  (636),  e  come  i  loro 
seni  nella  sferica  (684),  se  presi  i  seni  dei  lati  in  vece 
dei  lati,  si  applichi  a  questa  il  raziocinio  già.  fatto  in  quel- 

la  (d3:),  verrà  I*. 

2  V  seng  seng 

2\c os^-a  rz  \f  ,  formule  che  il  triàngo- 

2  v  seri  g  sen  g 

lo  supplementario  (683)  (  ratta  m  la  metà,  della  somma 

degli  angoli  )  cangia  in  3*.  cos  igrr . 

cos  {m  csi  g  )  cos  (m  <y> a") 


V 

V—  cos 

-Te 


r  _ 

,  4*-  sen—g~  .  , 
•sen  a  sen  a  *  2 

cos  m  cos  {  m  co  a\ 

- , - 7, - e  divisa  la  la.per  lai 

sen  a  sen  a  * 


e  la  31, 
per 


X  545  X 

f».  U  4'.,  viene  tangla  =  «It £> 

2  Vr  se/z  j  sen  (  j — gj  *- 

_  I  /  cos  (  m  */0  <z' )  <?©$  (  *n  t*  a  '  )  ,.  - 

«Ot  —  £  —  e*/ _„J : - 4—i - ove  il  radicale  no» 

2  »  —  coi-  ro  cos  (  m  ceo  a  ) 

•  Immaginario  perchè  th>-9 o°. 

68?.  Pongasi  ora  il  valor  di  j  =  --  (#  nella. 

la.  equazione  di  sopra,  e  quadrando  avremo  -sen* a  (  ^ 

1  -cosa.  ,  %  v  sedk  (2-+-/'-S')senì  (g  -+-g'.—  g"  )' 

— - - (  622  )  )  - - - * - -, - 7, - =2 

2  '  '  '  seri  g  seri  g 

{6.M)^L^llhz^ii  = . 

'  *  '  2  seri  g  seri  g 


,  s .  \  cos  g  cosg1  -4-  seri  g  seng"  —r  cos  <r 

(614) — r - - /  — - —,  onde 

2  seri  g  seri  g 

ÌI.  cos  a  seng'  seng"  —  cosg  cosg'  cosg" ,  che  il  triangcl» 
supplementario  trasforma  in 

MI.  cos g  sen  a'sen  a!' —  cos  a -*r  cosa  cos  a" .  Onde  giacché 
cosa  e  cos  g  hanno  lo  stesso  segno  o  danno  a ,  g  della 
stessa  specie  finché  cos  g>  cosg' cosg"  e  cos  a>  cos  a  cos  a  ' % 
cioè  finché  g'  o  g"  ovvero  a  o  a"  hanno  .il  noto  valore 
intermedio  (6)8),  si  conchiuderìi  che  un  angolo  o .  lato  è 
della  stessa  specie  del  lato  o  angolo  opposto  se  V  un  de * 
lati  o  angoli  adjape/iti  sia  medio  tra  quel'  lato  o  angolo, 
opposto  cd  il  suo  supplemento.  La  regola  inversa  non  ha 
luogo . 

688.  Fatto  nella  II  tangg''  cos  a-^  tang<p  ,  verrà  seri  g' X 

iang  ©  —  C~ò  £,■  — cosg',  e  riducendo  ,  cosgzz.  cosg"  cos  {g'<y>. 
cosg 

P  )  :  co.s  p  . 

68p.  E  fatto  nella  III.  tang  a''  cos  g  cot  p  ,  verrà 

sena'  cotfr.z:  C3--^r  -+cos  a',  e  riduccndo,  cosa  —  cosa'X 
cos  a 

&en  (  a '  — p  )  :  se n  p . 

690.  Che  se  nella  II  si  ponga  reciprocamente  g",a" 
Pcr  g,a,  onde  si  abbia  cosa"  seng'  seng  =z  cos g?  —  cosg'X 
cosg,  sostituiti  nella  II.  i  valori  di  cosg"  preso  da  questa 

II  11 


c  di  seng 'preso  dalla  I,  si  troverà  cot  asena*'zz—~  (  l  -*> 

seng' 

cos*g')  —  cosg'  cos  a " ,  c  oè 

IV.  cot  a  sena' zz  cot g  seri g'  —  cos  gr  cosa"  y  ove  fatto  cot  g- 
cosa"  —  cet  p  y  verrà  cot  a  tango!'  ~  cot  p  seng' —  cosg'  e  ri- 
ducendo,  cot  azzcot  a"  sen  (  g —  ©):  senp.  Fatto  pure  cot  a: 
cosg'zztang  p  ,  verrà  tango  se.n  a'zz  cot  g  tangg' —  cosa", 
e  riducendo,  cotg  —  cotg' cos(a"oo  p  )  :  cos  p  .  Con  queste 
formule  si  risolvono  i  triangoli  obliquangoli . 

691.  Quanto  ai  rettangoli,  sia  a  1’  angolo  retto,  e 
chiamata  h  1’ ipotenusa  gt  si  prendano  g,  g' ,  a  ,  a  per 
g'fg"ya,a"y  e  poiché  sen  azz  l  f  cos  a~  cot  azzo  y  la  For* 
mula  I  dark  senhzz  sen g:  sena.  D’onde  s’impara  che  co¬ 
me  l  >  sen  a  ,  così  sen  h  >  seng,  e  V  ipotcnusa  eccederà 
o  sarà  ecceduta  dal  lato  ,  secondo  che  egli  sarà  *<.  o  >■ 
90°  (Oli).  Del  resto  se  i  seni  o  coseni  di  queste  e  del¬ 
le  seguenti  formule  sieno  molto  grandi,  il  loro  esatto  va¬ 
lore  si  avrà  o  dalla  solita  trasformazione  (64!  ),  o  da  qual¬ 
che  altra  formula  che  indicheremo  nella  seguente  Tavo¬ 
la  :  così  da  I  :  sai  h  :  :  sena  :  sen g ,  viene  ~^~7- ^  .  . 


Cioè 


(a  -4 -  g)  cot  —  (a — g):  e  nel  modo  stesso  sena 


seng:  sen  h  diventa  tang  (  450  •+  —  a  )  =z  rfc  J  tang  —  (  7a  -+- 
2  0  2  v 

g)cot  —  (h-g) ,  ove  il  doppio  segno  è  determinato  dalla  pro¬ 
prietà  del  lato  (682). 

692.  La  formula  II  dà  coshzz  cosg cosg' ,  che  si  tra¬ 
sforma  (691  )  in  tang—  gzz*J  tang  —  {h~hg)  tang  —  (  7i„— 


ove  il  doppio  segno  è  inutile  perchè  —g<.  90 0  (<58o), 
693.  La  Formula  III  dà  coshzz  cot  a  cot  a' ,  che  ridot' 


tango, 
cot  a' 


tang  a 


diviene 


)(  *4?  )( 

e  quindi  (  625.623.  )  t&ng  -L  hzz  y/  -cos(a  *Ht  )  :  y/cos  (  a'<*  a  ) . 

6  .4.  La  Formula  IV.  dà  cos  a' =  tanggcoth,  che  si 
trasforma  al  solito  (69I). 

605.  Ma  se  in  vece  di  a  si  supponga  retto  a  ,  la  For¬ 
mula  III  darà  cosg=  cosa:  sena',  che  al  solito  può  ndur- 

^  6)6.  Supposto  sempre  a"  retto ,  la  Formula  IV  dà  cot  a 
«ot  g  sen  g> ,  da  cui  s’  impara  che  come  l  >  sen  g' ,  così 
cotg>cota  o  ta.nga>  tang  g:  onde  V  angolo  abituo  < 
o  >  90°  eccedeva  o  sarà  ecceduto  dal  lato  opposto  (  6  II  ) . 

Tutte  queste  formule  si  son  disposte  pei  maggior 
comode  nelle  dae  Tavole  seguenti. 


)(  548  )( 

TAVOLA  1. 

Per  I  TRIANGOLI  SFERICI  RETTANGOLI 

Tiitfo  e  qui  coine  nei  rettangoli  rettilinei .  Il  se- 
gno  indie  ti  gli  archi  della  stessa  specie  (68 2),  « 
il  segno  **  i  casi  dubbj  di  'cui  nell ’  Applicazioni . 


700. 

701. 

702. 

£03. 

7°4- 

*Z°S- 

706. 

707. 

70S. 

709. 

710. 

71 1. 

7*2. 


Dati 

Tro 

vare 

FORMULE 

.  IL 

•  di,g 

3 

a 

a* 

feos g'  —  cos  h:  cosgy  ovvero  \ 

Ktan8  W  =  V  tang  ì  (  h  g)  tangl  (  h -2  )  '  (  693  ) 

(sena*— se7ig*:Senhy  ovvero  \  ,  ,  , 

Vfa7^ (  45°  ■+ 1  a )  =  ±  V  tangl  (  ■ h  •+* ) cot  §  (  A  (  ^  ) 

(Cosa'  =  tanggcothy  ovvero  x,^  . 

<694) 

IA 

hf  a 

h  ,  a' 

(3 

(a' 

3 

fseng  —  senh  sena*  (691  ),  ovvero 

Vda  hta  ho  a' (701),  e  da  Zi, a'  ho g  (702) 
cot  a  =zcosh:cot  a  (693) 

tan88—  cosa  :  cot  h  (694) 

gyg' 

h 

a 

(c,osh~  cosgcosg' (692  ),  ovvero 
da  ^ lg  ho  a  (  704  )  e  da  g,  a  ho  h  (  705  ) 
cot  a  ~  cot g  scn  ff  (  6g6  )  '  ' 

LAó 

gyo. 

li** 

8** 

a'** 

1  rsen  h — seng:sena ,  ovvero 

W(  45° ■+  i  h  )=±  V«».I  fa^-g)  coi  I  (  „-^))  «9») 
f seng ’  —  cot  a\ cot gy  ovvero 

W(4S°-+|/J  =±  V««(  a. -+o  )  Vien  (a  _„))  («9<S) 

/^ewa  —  cosa'.cosgy  ovvéro 

^’«(45°H-|a')  =  +  v/cotL(a-I-^)cot|(a-g)')  (695) 

LAa 

g’a' 

g’a 

(* 

(a 

3,  ' 

cothzzcos  ar:tangg  (694) 

/co^arrcoi^fena' (695),  ovvero 
v  da  gt  0!  ho  h  (  708),  e  da  gth  ho  a  (698) 
corg-Cot a:  setiV  (606)  K  ’ 

a ,  a 

h  1 

*  < 

fcos  li  cot  a  coe  a> ,  ovvero 

\tanS  2  V  —  cos{  a'  •+ a):  1/  cos  fa’ vi  a)  ì  (^93) 

'COSg=cosa:,cna'  (695),  ovvero 

'da  a,.*  1,0  h  (IO),  e  da  a',  h  1,0  g  (  -02  ) 

*  "v  .  .  A  a  FIG. 

Applicazioni. I.  Sia(692) Zi  =  122° 25' 20", #r:  13®  I2'25". 

Foiclic  co.s7i>-9o0  è  negativo  (61 1) ,  verrà  Isen  32°  25' 20"  — 

1  cos  13°  1 2' 25"=  9»  7954026  =  Z  —  cos5'  =  Z  —  C055 1*21' 

43  ~lcos  128® 38'  19"  (618),  e  g'  =  128° 38'  19".  I  logaritmi 
di  — .sen, —  cos  non  son  di  numeri  negativi  (618). 

II.  Sia  (699)  h  zz  l22°25'2o",  gzz  I28°38'  19";  dunque 
c°sa'  — —  co£  38°  38*1 9"  X  —  tang  ^J0  2 è'  20" ,  e  però  cos  a 
*arà  positivo  e  <90°,  cioè  azz  ió°49/31  '  •  In.  questi  casi 
*a  sola  attenzione  ai  segni  indica  la  specie  degli  archi. 

III.  Sia  (200)  7i  — 8l°I3',  a  =  32°  19';  dunque  l  scnSl* 
lo  -ì  lsen  320  19'=:  9 , 2225°20  =  Iseng  e  g  _  36°  43'  22",  4 
Ovvero  £='143®  II' 32''»  6  (613):  ma  dovendo  gy  a  esser  del¬ 
ia  stessa  specie ,  ha  luogo  il  primo  valore .  S’  impari  da 
«Juest’  esempio  a  valutare  anche  i  decimi  di  secondo,  senza 
di  che  si  farebbero  spesso  errori  considerabili. 

IV.  Sia  (2°5)  azz 25° -,  dunque  Isen  13® 

12'so" — l  sen  25°  —  9»  7355 17°  =  Z  sen  h  :  perciò  h  zz  32°  56' 

.52"»  2  ovvero  hz: -142° 3' 2", 3  ,  ed  il  caso  è  dubbio  se  per 
determinare  h  non  si  sappia  la  specie  degli  angoli  obliqui 
(682).  E’  dubbio  anche  il  caso  di  a  o  a'zzy o° ,  e  solo  si 
«apra  che  1’  altr’  angolo  eguaglia  il  suo  lato  opposto  :  così 

se  HcrD—900,  sarà  FD  =:  FH  =  90° ,  ed  F  =  DH  (622)  io*, 
indeterminato .  E*  però  raro  che  in  pratica  non  resti  la  so¬ 
luzione  in  qualche  modo  determinata. 


...  .  .  t  €.  X  25‘  X 

v  _APPllc^Zloni •  I.  Sia(;ift')a  — 420  I.5'3  ',3,5  =  50  io' 30'  , 
8  — Zóu35/36//ì  si  troverà  p —72° 9' 2"  ,1 ,  c/>s(g' ve  p  )  = 
32  9  3  ,3,  caso  dubbio,  non  sapendosi  se  questo  sia  il  va¬ 
lor  di  g'  —  <p  o  di  <p—  nr'}  nel  primo  caso £'^32° 9' 3", 3.+ 
I040  i3' 6" ,  nel  secondo  g'—p  —  32“  9' 3",  3  =39°  59' 
59" ,  4  ;  perciò  è  dubbia  anche  la  fonnula  718. 

II.  Sia  (  i2o)  a  —  420  tó'  i3",3,a"  =  34°  \S' o"  = 
26° 35' 36'  ;  si  troverà  9  =  8l°  l'  42", 8,  onde  a — p  —  — 
38°  46'  29 " ,  5  -,  di  qui  cos  a  —  —  tov  58°  2j'  4°"  —  co*  1  2 1  ® 
3Ó'  20"  (618),  onde  a=:  I2I°  36/20//. 

III!  Sia  (222)  a=42°  I57 13"»3>  a’,=  I2I#  36^20", 

5o 0  io'  30";  poiché  tangl2l°  36' 20" —  ■ — eoe 31  “36'  20‘"  ,  ve r- 
l'à  eoe  <p  =  —  eoe  430  51'  16",  2  c  P  —  —  43  51  16"  , 
Quindi  essendo  cosa"  — —  5e«3l°o6  20',  si  avrà  sen(a'-— 

p0sitiv0  ed 

'  —  scn  31  35/  20  ' 

f»  =  78°  ó'  20"  ovvero  -  101°  53' 40'';  onde  a  ~  340  15'  3",  3 
ovvero  rz  580  2'  23" ,  3 . 

IV.  Sia  (723)  a  —  6l°  25',  a"  —  82°36' ,£•=  590  40' ;  si 
troverà  g  '  —  22°  5'  12"  ovvero  =2  102°  54'  48" .  Il  caso  per¬ 
ciò  è  dubbio  se  non  si  conosca  la  specie  di  g"  o  non  la  fis¬ 
si  uno  dei  due  noti  teoremi  (685.682):  ma  il  secondo  non 
serve,  perchè  a  non  è  medio  tra  a"  e  il  suo  supplemento; 
e  ben  si  vede  che  la  regola  inversa  non  ha  luogo,  perchè 
a  non  è  medio,  e  intanto  a' ,  g  so  n  della  stessa  specie. 
Neppur  serve  il  primo,  perchè  le  semisomme  dei  lati  ed 
angoli  opposti  vengono  ■<  90*  con  ambedue  i  valori  di  r/'. 
Se  fesse  a  =  29°35'l3">  a"  =  27°°'  2Ó",,g=530  17' 7",  V  li¬ 
no  e  l’altro  teorema  toglierebbe  il  dubbio  e  darebbe  /'  = 
52  34  4°  • 

V.  Sia  (224)  come  prima  a  =:  420  15'  13" ,  3 , a"  — 

121°  36'  2QI"  3gz=$o°  io' 30"  :  avremo  cosa"— — *e/z3i°3ó' 
2o"  e  9  — — 32°8'5o";  dunque  poiché  cot  a "  — —  tang 31° 
oó/2o'/,  si  avrà  sen  (  g'  —  9  )  — . 

cot  420  ift'iq1''  qv — ■  sen  32°  8'  S°"  •  •  , 

—  v  a  13  A _ f - -  —  positivo,  e  g — &  — 700 </ 

—  tang  3 1  °  36'  20  ' 

®vvero  =  102*51';  onde  g*  =  40° o' io" ovvero  =  25° 42'  io»". 

225.  Molte  di  queste  formule  si  cangiano  in  quelle  dei 
triangoli  rettilinei  col  suppor  gli  sferici  molto  piccoli,  e*  pc- 
i  seni  c  le  tangenti  confuse  coi  lati,  e  i  coseni  con  Pu¬ 
nita:  se  però  in  una  fòrmula  entrino  piu  coseni,  dorrà 

spesso  farsi  cosa—l  —  -  ),  trascurando  poi  nei  pro¬ 

dotti,  come  infinitesime,  le  quantità  che  eccedono  il  se- 


)(  *5*  )( 

condo  grado.  Eccone  gli  esempj:  licosa  — 

ensg-~c.osg'cos2'1  ,,n  K  . 

l^V^/777 —  S1  Cangia  m  cosa  = . . 

~?F - 

,0S“  (<599)  diventa  ™a  =  f  («43)-'  o°-  cosA  = 

cos  g  cos  g'  (703)  si  trasforma  in  1  — J-  fc*' -=  (  !  _  ±.g*  Ir 
onde  k*=zg*-+g,*  (4?4), 

126.  Con  tal  mezzo  si  ha  1*  error  commesso  nel  trat¬ 
tai-  come  rettilinei  i  triangoli  sferici  all'uso  degli  Astrono¬ 
mi  :  poiché  prese  le  note  formule  di  sena ,  cosa  ec.  (6^8), 
e  diviso  per  r"  (522)  il  lato  o  arco  che  si  vuole  in  parti  di 
»agglo,  1  error  cercato  e  moltiplicato  per  r"  («22)  verrà  e- 
spresso  in  secondi.  Così  dati  h,a  si  trova  1° .  seri g—senhX 

““  (J°°>  cioè  «5^8 )S-±g>=sena(h-'  h>  ),  onde 
£l—Ji ’een’a  (  soppresse  le  più  alte  potenze  );  dunque  £  = 
h  sen  a  - 1  V  sen  a  (  l  -  sen'  a  )  :  ma  g-  h  sen  a  (644)  )  ;  dun¬ 
que  -  —  -  c  ^  sen a cos' a  ft _  A*  sen  a  cosa  ti 

r"‘  X  —  6  - - 6r^~  **.•«•»*? 

•anSh  cos  a.  (302)  ,  cioè  (  628.)  g- 1-  lg>  -  CM  a.  (  h  +  Jj  h,j  , 

onde  g’  -  7t>  eoe*  a',  e  *  =  h  cos  a -4-  -L  fti  cos  a,  ( ,  .  co\  fl>) . 
ma  g=hcosa'  (645);  dunque 

'«  •t-OCtZ'—' 

«esAtan/a(7oi)-ton£<,(l_i.ft.)((s28).  e  poiché  u'  = 
~  427  •  4°  ) .  sari  eoe  a'=  eoe (  90°  -  a  -+  e)  -  c„,  ( 90°_ 

e<*  A  *  tang  a— tango  —  tang  (a— e)  =  .  .  • 

_ sen  e  g 

cos  a  cos  (  à^H7)  (620)  —  — Per  Cisere  e  piccolissima  :  per¬ 
ciò  e  =  cos  «  7i 1  yen  2a 
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FIG. 
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22 ?.  Ecco  ora  alcuni  Problemi  per  esercizio. 

I.  Cerco  se  la  differenza  che  possono  aver  tra  loro  i  due 
angoli  obliqui  d’ un  triangolo  sferico  rettangolo,  abbia  alcun 
limite  in  più  e  qual  sia.  Ris.  11  limite  è  di  90  . 

II.  Data  in  un  triangolo  sferico  rettangolo  la  somma 
o  la  differenza  dell' ipotcnusa  li  e  di  un  lato  g ,  e  dato  1  an¬ 
golo  adjacente  a  ,  determinare  li  e  g.  R'*-  S(J”  (  h  —  g  )  — 
tang 1 A  a  seri  (  h  -+g)  ov  vero  seri  [  li  -frg )  — ■  cot  .1 a  l  ‘L 


g)  e  quindi  li  e  g.  .  .  . 

III.  Dato  un  angolo  a"  e  i  due  lati  g;g  ,  trovar  la 
somma  o  la  differenza  degli  altri  .angoli  a  ,  a  :  e  reciproca- 
mente  dato  un  lato  g"  e  i  due  angoli  a,a  >  trovar  la  som¬ 
ma  o  la  differenza  degli  altri  lari  g>8  '  XLS-  arten  o 
valor  di  tang -y  a  (686)»  si  troveranno  1  equazioni 


tangl(ci-^a’)  zz  cot  ì  a!' '  cos  J  (  «co  g')  :  cos  J  (  g-+  g') 
tang ì(aooa'j~,  cot  \  a!'  seri  i  (500  o' )  :  seri  *  (g-\-g'  ) 
tang  ì  {g  *+• g  )  —  ta,1g\  g"  cos  J  (  aoo  a'  )  *  cos  A  (  a  H-  a' ) 
tang  r.  (g  00  g)  :=~-tan3  zo" scn  t  {aij0af  ):scn  ^  (  a“*"a  I 

IV.  Dati  o  i  tre  angoli  o  i  tre  lati  d’ un  triangolo,  tro¬ 
varne  l’area  5.  Ris.  1°.  »—  a  H-  a  — t-  ar — -180°,  ciò  e  V  area 
eguaglia  il  prodotto  del  raggio  r  zz  I  rudi’ arco  differenza 
tra  la  somma  dei  tre  angoli  e  l8o°:  2°.  tang  ±  szz . 


V(  l  —  cos*g  —  cos~g'—  cos‘g" -I-  2cosg  cosg  cosg"  )  _ 

I  -4-  COSg-\-  CQSg'  •+  COS  g" 


2  v'  seri  q  seri  (  q  — g  )  seri  (  q  —  g'  )  sen(  q  —  g'*) 

I  -b cos g ■+ cos g  -b cosg' 

V.  Applicar  quest’  ultime  due  formule  ai  casi  l° 
g'-g"zz9 o°:  2°.  di  a"=r9o°:  3°.di  £=<  =  <  * J*'  . 
g'  =  g"  —  oo°;  40.  di  g,g\g"  piccolissimi,  bis.  1  .s—g 
tang\  ,  -  tans  Lgtang  lg':  3° •  tang  ±  s  zz . 


’.  di 


rr  ” 


(  I  —  cosg).y/ (  I  Hr  2 co-s-g)^  e  in  particolare  szz~:  4°.  s  zz 
IH- 3  cos.?  2 

Vq(q—g)(q—g)(q-z'\:  An  An  _  n  . 

VI.  I  poli  di  due  circoli  AD,  AL  son  T  ,  P ,  e  condot¬ 
ti  da  essi  per  un  punto  dato  S  della  superficie  sferica  gli  ar¬ 
chi  PSE  , TS  ,PTC,  si  trova  TC- Z,SE  =  5  , J5D zz z .  Si cer- 

Ii 


106. 


fIG.  )(  ss; 4  V 

icó-  «  valor  di  SB-a. 

3  -cor»  lcoi»V) . . 

I  —  COS*  Z  ff/22  z  • 

j?  ^Stanz‘"  ^Moro  polii?!1*?!  folo  UsCi  CyaCcheAcond(Dtd  da 

&£  tsb  r^:  ,rrECs  iu  cf 

casi  di  determinar  TC  —  Ris.  seni  zz  ’  "  ^cr 

coshcotasén2& ±2tan  a ^ìjn^hr-coS  à sen’ z) . 

2aé?/i  A  coa  (2  (  eoa 1  z  -f  £a/?g  s  a  j  * 

Vili.  Dai  poh  P ,  T  di  due  dati  circoli  AC,  AD  la  cui 

àrchTpsr  TSRCAD  ~  *  ’  CO,nduco  Per  un  dato  pu:ito  S  gli 
archi  PSL,  TSB  .  supposto  che  sieno  dati  AB-  «,BS~5  , cer¬ 
co  AE  —  L  ed  E Szzl.  Ris,  tangL  —  tanS^  serti-*- seri  a cos i 

TY ^  C°S  1  SCn  °  SCT1  Z  C0A  ^  * 

‘°S-  distanza  5c=  ^“^L0  arco  di  P»«*Wo  »nB  e  data  la  sua 
gelo  riBC  (  =  &°,  diff«cnza  »  dell'  an- 

m  del  cerchio  massimo  clfe  passa  pea^M  stcssi^puntf  D  fi" 
R“-  senc=tang^mcotp  ovvcro  eh^meotp  P  “ 

l' ipotenusa  tfi?"*ol°  ‘fcri«>  di  «li  si  hanno 

triangoli  rettilinei  Ccrrrf  i'  *'  *  aorato  £  colle  formule  dei 
Ris.  Chiamando  ai 

condi  (522),  si  ha  e  =  §W(  *Ù~z£) 

1’ errore  e  da  correggersi.  Tu*.  c  = _ _ 

6rf/  r" ( g2  _ j_  y  *  j  * 

«^•an.ohP-ft1  T-*o'°.sferic0.SJPT,in  *i«°  dati  i  due 
o-i1  r  —  "  .  * —  ìho®  —  z  e  i  due  lati  PT  =  go°  — /  Th¬ 

eo  sT^rr?: ch*  rv™,  **  ^  »«  ^^e„dò  vz. 
SP,  J  a»  iT  j\a,  1  •  la  dlifofenza  dh  ovvero  1’  angolo 
’  •  U  dllFcrenza  <»  cioè  PS-Pr.  Tur.  Fatto  .  . 


—  P>  avremo  1”.  dh  =  _  Zl°ll scn  h  „«  ,s  ,  , 
ia  ~  co75r_ ’3  '  dS=P°enlX 


cosa 

cos  S—  P  cos  l  cos  h  seri  £ . 
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trattato  analitico 

DELLE  SEZIONI  CONICHE 


Nozioni  preliminari  sull'  uso  dell  Algebra 
nella  descrizion  delle  Curve . 

728.  L- Algebra  applicata  alla  Geometrìa  ricerca  a  fon¬ 
do  la  Teorìa  delle  Curve,  il  cui  scopo  c  di  esprimer  con 
equazioni  la  legge  onde  una  curva  fu  descritta,  e  recipro¬ 
camente  di  descriver  le  curve  onde  si  ha  l’equazione,  e  di 
rilevarne  le  proprietà.  Per  far  questo,  ogni  punto  della  cur¬ 
va  si  riferisce  a  due  rette;  l’  una  chiamata  Linea  o  Asse 
dell’ ascisse  >  l’altra  Linea  o  Asse,  dell'  ordinate:  si  cerca  poi 
tra  l’ ascisse  e  1’  ordinate  un  rapporto ,  la  cui  espressione  a- 
nalitica  da  1’ equazion  della  curva.  Così^-Sax  —  xx  espri¬ 
mendo  il  rapporto  iT  eguaglianza  tra  il  quadrato  di  ciascu¬ 
na  ordinata  e  il  rettangolo  dell’  ascisse,  appartiene  al  cir¬ 
colo  (4-8 ) .  t 

229.  Si  chiama  funzione  di  una' quantità  1’  espressione 
algebrica  in  cui  entra  questa  quantica .  Così  ’  1’  equazione  al 
circolo  esprime  1’  egualità  di  una  funzione  {y%)  di  ciascuna 
ordinata  con  una  funzione  (2 ax—rx1)  di  ciascuna  ascissa 
corrispondente.  Chiamànsi  poi  coordinate  L  ascisse  c  lf  or¬ 
dinate  corrispondenti  d’ una  curva  j  t  poiché  la  lunghezza 
loro  varia  a  ogni  punto,  si  chixwnan  variabili  o  inde  termi¬ 
nate  per  opposizione  alle  quantità,' costanti  o  deternuihte  . 
Infine  il  punto  da  cui  cominciano  a  contarsi  1  ascisse ,  si 
chiama  l'orìgine  dell *  ascisse  che  può  supporsi  ove  piace, 
ma  determinata  una  volta,  resta  la  stessa  per  tutto  il  cal¬ 
colo.  D’  ordinario  si-  pone L  origine  o  al  vertice  o  al  cen¬ 
tro  della  curva:  e  poiché  1’ ascisse  posson  prendersi  da  par¬ 
ti  opposte,  si  segnan  Lune  col  segno  -+  c  le  alcrc  col  — . 
La  scelta  della  parte  positiva  è  arbitraria;  ma  stabilita  una 
volta,  dee  starsi  a  quella  (  iaS).  Lo  stesso  è  dell’  ordina¬ 
te,  che  distinguono  il ìt positive  c  negative  secondo  che  son 
da  tua  patte°o  da.lL  à’tr»  dell’  asse  :  9  normali  o  oblique 
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Z  votaTa^".  0  P‘Ù  S°"  «  >-o>  pur  qual- 

cnc  volta  partono  da  un  punto  fisso.  r  1 

,  °§.nj  P“nto  d'  una  »Ì  riferisce  a  due 

lo6-  «rfl  (  Pn-DÓ  0  d!  passaggio  j  ogni  punto  d'  ur.a  «<- 
fuocrficie  T  PG  81  rifer*e  «•»«.  quantunque  non  ogni 
superficie  riferita  a  tre  rette  sia  curva.  Conduco  infatti  da 

DIO'  l  A  r  °PG  U  norma,e  HF  *>P™  un  dato  piano 
ULIJ  ,  e  da  F  nel  piano  stesso  la  normale  FM  sull’asse  DD'; 

termi™-  OM=-:MF^,FH=,,xon“"k  de- 

LTa  DD’^^'-"™  11  l’unto  li:  e  supposte  D'f  nor- 


’  —  z.,  converrà 

,2.  per  avere  il  spunto  li:  e  supposte  D'Y 

vo,a  ^rr«;’niw  •.n0rmalc  m  D'  aI  Piano  Dtì'*  della  Tai 

it’f  VIW'/‘  *0'>  DD'Z  il  prono  rfe/Ze 

ou^innJn  V  iTJ°  *//<r  *»*•  E’  Poi  &cile  di  aver  l’e- 
iiu.izion  crenpral#»  <  n  _ 


„„„  .  <r  r,  y>*‘  E  P01  tacile  di  aver  l'e- 

no  ad  11^  era  Virv  /  *uPerfc*e  curve  di  rivoluzione  intor- 
rUnaara\VSSeoDD  ,(546):  Poichò  congiunta  1IM,  e  Pro- 

volizione  (tn*\  per  la  natura  della  ri- 

y*  .  »  C  ^  1  ^angolo  MFH  rettangolo  in  F  da  u2 zz 

dinata  L  C<?rCat?  se  vi  si  sostituisca  il  valor  dell’or- 

Così  se  D'PTO  ^  e<luazion  della  curva  genitrice  D'PT. 
o!  è  quLP  „°=:.^..retranS<’!“-  «*  costante  MP=u= 

lindro  retto-  se  D^PTn  ’  ctluazi?ne  Illla  superficie  del  ci¬ 
lindro  retto,  se  D  PTO  sia  un  triangolo  rettangolo,  si  avra 


D'O  (b):  OT  (a)  ::  D'M  (b  — a?),‘MP  = 


quindi  — —  __flL 


equazione  alla  superficie  del 


cono  retto,  che,  prese  le  a-  da  D',  diviene— = 


^  '>  v-H 

n^am,  sn_petficie  sfetica,  che,  prese 

—  y  ~+~  cc.  D  onde  facilmente  si  vede  che  V  e- 


J  ~  ^  w.  UI1UC 

quazione  del  primo  <*rado  A.r li  v  r~  ,  _ 

K;«:ofdneV  emCfè  T"'  dC";più  -"P'S'sn^: 

/3,  Lsocu4 1 

sto?  r  r 0,0,1  P‘~:  z  r„:  £& 

noscere.  sL ’  COstruz,?n  di  quest*  equazione  lo  farà  co- 
condotta  un*^  una  ‘Fjantita  costante  che  suppongo  —  5,  e 
=  ;;;rnJ'tl,m  B0  «Ha  quale  VrcuSo  AD*= 
/’origne  ddr2£.“  BD  llTo"  AP',PP’  «’  Sia  A 

positive ,  AB  sarà  quella  delle  m-oTr'  ’  AP  *  paltc  <k',,e 
r  queua  delie  negative  se  la  curva  cercata 
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ne  ubbia.  Dipoi  conducasi  al  punto  A  la  perpendicolare  in-  10 
definita  EF  che  prendo  per  asse  delle  ordinare,  e  di  cui 
suppongo  positiva  la  parte  AE .  Sia  finalmente  AP  ~  x,P:V;  ^ 
y  .  E*  chiaro  per  P  equazione  medesima  yzz&y/  (2a«  xx)9 
che  quando  xzzo,  si  ha  y  —  o;  dunque  la  curva  uà  il  pun¬ 
to  A  comune  colla  linea  dell’  ascisse.  Se  x~ì,y —  —  3'»  se 
x  zz  •>  y— e  i  valori  corrispondenti  di  x  e  di  y  sono 

*=  ’.  !,  X  3.  4,  5.  ,  6’  ,  s>  S>-'° 

=  o ,  3: 3,  ±  4 ,  ±  V4 1 .  ±  x/54 ,  ±  5 ,  ±  v/’^4 .  *  V 4 '  >  -  4,*3 ,  O. 
i  valori  di  y  determinali  la  lungneZ'»  d  altrettante  or¬ 
dinate  le  cui  estremità  M  son  Tanti  punti  della  curva  cer¬ 
cata:  e  poiché  questi  valori  son  positivi  e  negativi,  condu- 
cenilo  dal  punto  A  due  rami  eguali,  1  uno  che  pass,  per  . 
punti  M  al  di  sopra  dell’  asse  dell  ascisse  ,  e  1  altro  per  i 
punti  corrispondenti  al  di  sotto,  si  avrà  la  curva  richiesta 
che  saia  tanto  più  esatta  quanto  più  si  moltiplicheranno  le 
divisioni  della  linea  AD.  Così  può  descriversi  una  curva ri- 
f prendo  ciascun  punto  M  a  due  lince  BD,EF  date  di  posi¬ 
zione  :  poiché  terminato  il  parallelogrammo  APMN  delle 
coordinate ,  l’intersezione  di  NM,PM  darà  il  punto  M  del¬ 
la  curva.  Nel  nostro  case*  crescendo  i  valori  y  fino  a  un  cer¬ 
ato  termine  che  è  5 ,  e  decrescendo  in  seguito  colla  propor¬ 
zione  medesima  fino  a  zero,  si  dee  concludere  1°.  che  vi 
è  un’  ordinata  PM  maggiore  di  tutte  1’  altre  o  Massima  :  2°. 
che  la  curva  dell’  equazione  yx  =■  2 ax  —  xx  è  rientrante  e 
chiusa.  Non  si  stende  di  la  dal  punto  A,  poiché  allóra  le 
sue  ascisse  essendo  negative  ,  i  valori  di  y  sarebbero  imma¬ 
ginavi  .  Cerchiamone  qualche  proprietà. 

::3'2.  Dal  mezzo  C  della  linea  AD  conduco  delle  rette 
CM  e°ho  tanti  triangoli  rettangoli  CPM,  in  cuiCM^PM1-*- 
—y*  -+az  —  2ax-4-x*  ;  onde  essendo  y2  —  2ax  —  xa  ,  si 
avrà  sempre  CM  =  a,  cioè  tutti  i  punti  M  sono  ad  cgual 
distanza  del  centro  C  (395)-  Wtre  1’  equazione  y  "lax- 
x-  dà  rvTJ a-*.  ovvcro  ::  AP:PM:PD-,  dunque  o- 
gni  perpendicolare  PM  è  media  proporzionale  tra  i  due  se- 

gmenti  AP.PD  (4  li)-  Di  “rd*  AM  ’  81 

avrà  AM2  =  2ax,  onde  r;AM::AM;  2a,  cioè  neda  curva 
trovata  tutte  le  corde  condotte  dal  punto  A  ad  uno  dei  pun¬ 
ti  M  son  medie  proporzionali  tra  AD  e  il  segmento  corri¬ 
spondente  AP  (413).  Condotta  pure  MD,  si  avrà  AMl4 
Mj)i  _  ■»  AD*  ,  proprietà  del  triangolo  rettangolo  \  dun¬ 
que  turti  gli  ancoli’  AMD  son  retti  (419) .  Iscrivendo  il  qua¬ 
drilatero  AMDM',  si  troverà  pure  che  AM  X  M'D-+  AM'X 
AD  x  MAI'  (4S4)  ;  ec. 


riu.  ì !  \r 

733-  Si  debba  ora  deaeri  ?.r  l  ' 
ax-  Gla  si  vede  che  questa  dee  ^Urva  de11’ equazione^*  =ì 
nella  loro  origine,  poiché  fatta  *  —  ^  3  i,nea  delI>  aac.sse 
ya»_o,  e  di  più  eh"  dee  ivpi  ’  °’  81  anche  y  —  ± 

s,ti™  e  T  altro  negativo  0uf  ;  rami  •«««»,  uno  po* 
allontanandosi  dall’asse  a  mi  u«  f*™1  ,Vann°  a11'  infinito, 
di:  ma  le,  debbonoeSsCrpÒSVe  ?  ^  V*Iori  P&  g«»- 
lo8.  gono  immaginarie;  onde  l/ZJ  ’  ?lt;i®entl  le  J  d<vcn- 
734  Sia  pure  v»  -  avr*  Ia  forma  MAM'. 

Ic9-  onde  P^o  sull’ indefinita  BD  ~  °1  S‘  ha  *  = 

dell  ascisse ,  e  due  parti  AS  4,  p’a'Uo  A  }  ci  origine 

passar  per  i  punti  S,.s  che  si’ chi-im^  '  3d  °*  Ia  curvd  tk'* 
conoscer  U  direz.on  de’  JL *m*n°  'suoi  Per 

SC  positive,  e  si  avrk  y  —  -b  /  (  z’  Ma*  d  ,ato  dell'ascis- 
nd,  l’uno  SM,  l’ altro  SM  ri, „  ~/Z  >  j1  che  dk  d“e  ra- 
fnico  finché  *>a-  essendo  m  andernnno  ambedue  all’ in- 

«V  »««>«  «  r«ii.  *  sarcbbc  ’nimas*na‘ 

sera  S.  Prendendole  negative  P  -  *  *  CUlva  non  oltrepas- 
onde  la  curva  alla  distanza  reSta  Ia  steMa  » 

nuovi  rami  opp»st;  r*a  f.  .  ,VAta  T-  a=—x  ha  due 
scisse  è  BD,  quello  dclf^n ^ asse  dell’ a- 
n  ad  *,  si  determineranno  V y  0  £  ptf  e  dando  dei  vaia¬ 
mi  delle  coordinate  daranno  i  punti  M  1  ParaIl€!og‘a.n- 
sa  la  curva.  punn  M>«  cc.  per  cui  pas- 

735-  Cerchiamo  la  curva  dell»  equazione  y  =ÌÌ±fL 

Si  ha  dunque  y=z±xA/*ltJÌ  g.  v  , 

V  a  —  *  se  *  c  positiva,  ed  y  -  ^ 

Le  '  negWa:  °ndC  *  non  Puh  ecce¬ 

dere  a,  e  negativa  non  può  ecceder  h  • 

be  immaginaria .  Prendo  BD  per  l"ea Clà  >  *inh' 

"  per  la  direzione  delle  positive  ab -  a  !1SC1SSC  >  AD  _• 
negative,  il  punto  A  per  la  loro’  ■ ■  t  per  <luella  delle 
ordinare ,  e  ho  r°.  v  =  o  au^do  ^  ’  Ef  pcr  *’ do  IP 
*a  per  il  punto  A  /ow,  ad  dVni  v*f”  °/ ■  °nde  Ia  Curva  pas- 
onde  vi  sono  ordinate  positive  °l  d‘  *  n<?  trovo  due  PeT 

lori  PM’™' di  >  3T  ' 

vengono  info*,  poid,è  allora  ,  =  ^ 

due  rami°dnelIaPc0ur'"aga(re,i  H°  ?er,chè  inc°"t"  < 

«empre  più  aecoatandoài  h  „”•  ?  ,f ,e  linee,  che 
r!,mi  dt-I,a  cui'va,  non  po«o.i 


no. 


però  mai  incontrarli  );  4°.  è^iegativa ,  y  Ita  due  va-  FlG‘ 
ori  finche  x<b  c  la  curva  ha  due  rami  anche  in  senso  '  I0’ 
negativo;  50.  x—b  dàj  — o;  onde  la  curva  passa  per  B 
ma  non  può  scender  più  ba^so;  c°.  se  y  —  o  ,  si  ha  x*x 

(^7-^)  =  o  ,  onde  x1  (b  —  x)  —  o,  che  da  x  zz  o ,  a—q, 

*  —  e  però  la  curva  passerà  una  volta  per  il  punto  B, 
e  due  volte  per  A  ove  formerà  un  nodo  (  quando  due,  tre 
°.  più  rami  della  curva  passano  per  lo  «tesso  punto,  questo 
81  chiama  punto  doppio ,  triplo ,  multiplo ,  e  l’Algebra  inse- 
8n»  a  discerner  questi  punti  e  a  conoscerne  la  inoltiplici- 
)'»  2°.  se  bzzo,  il  nodo  svanisce,  e  1’  equazione  divie¬ 
ni 

ne  =  — che  appartiene  a  una  curva  detta  Cissoide. 

736.  Oltre  i  punti  multipli  vi  sono  ancora  dei  punti 

d  inflessione :  in  quei  di  flesso  contrario  la  curva  dopo  es-  UI* 
sere  stara  convessa  in  un  senso, comincia  ad  esserlo  nel  sen¬ 
so  opposto ,  come  MAM  :  ma  in  quelli  di  regresso  un  ramo 
della  curva  tocca  1  altro  e  torna  indietro,  come  mAm' :  in 
ambedue  la  tangente  è  anche  secante  nel  punto  A  d’ in-  II2‘ 
flessione,  e  la  curva  è  parte  di  qua  e  parte  di  là  dalla 
tangente  . 

737.  Se  1’  equazione  delle  coordinate  è  del  mimo  gra¬ 
do  ,  ella  appartiene  sempre  a  una  linea  retta  ,  e  però  le  ret¬ 
te  si  chiaman  linee  del  primo  genere  o  del  primo  ordine  : 

*-*  è  del  secondo  grado,  del  terzo  ec.,  le  linee  si  chiamali 
7-  secondo,  del  terzo  genere  ec.  ;  e  le  linee  del  secondo 

1  chiamano  anche  curve  del  primo  genere ,  quelle  del  ter- 
.  curve  del  secondo  ec.  La  sola  retta  è  del  primo  aenc- 

ve  ne  non  quattro  del  secondo;  settantadue  del  terzo; 
quelle  del  quarto  sono  in  più  gran  numero  ec. 

738.  In  questa  division  di  linee  in  vaij  ordini,  si  com- 
Prendono  le  sole  curve  geometriche ,  cioè  quelle  che  han- 

delle  rette  per  ascisse  e  per  ordinate,  la  cui  rag-one 
Può  determinarsi  geometricamente.  Una  curva  che  avesse 
Pev  coordinate  delle  quantità  trascendenti  (io],  non  sareb- 
e.  geometrica,  ma  meccanica  o  trascendente.  Le  geome- 
1|che  si  chiamano  anche  curve  algebriche  . 
d  239-  Ora  il  principale  oggetto  dell’  Analisi  nell’  esame 
v  ,a  Curva  è  i°.  di  trovarne  1’  equazione  quando  la  Cu-- 
oo  c  data>  O  di  descriverla  quando  se  ne  ha  1’  equazione- 
*7  ;  Ul  determinarne  la  tangente:  30.  di  conoscerne*  la  cur- 
‘  atura  m  un  pun!;0  dato:  4°.  di  cercarne  le  massime  o  mi- 
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mme  ordinate;  5  .di  trovarne  la  quadratura  o  esatta  se  è 
po.«,l>.!e  o  approssimata  ;  6“.  di  trovarne  la  rettificazione 
cioè  determinar  Ja  lunghezza  d’  una  retta  eguale  ad  un  suo 
arco  qualunque  ec. 


Origine  ed  Equazione  delle  Sezioni  Coniche. 


IIO.  74°-  Tagliato  un  cono  BCD  con  un  piano  AMP,  si 
cerca  1  equazion  della  curva  MAwi  che  nasce  da  questa  5e- 
zione.  Un  piano  BCD  perpendicolare  alla  base  CD  e  al  pia¬ 
no  segante  AMP  ,  dà  per  1*  intersezione  di  questi  due  piani 
una  retta  A  a;  ed  un  piano  FMG  parallelo  alla  base,  dà  nn 
circolo  la  cui  intersezione  col  piano  AMP  è  una  retta  P.vf 
normale  alle  rette  Aa ,  FG  (536);  onde  PM  è  un’  ordinar* 
comune  al  circolo  e  alla  sezione  MA/n.  Sia  dunque  AP 
pjVI  =='J'»AB  =c,  l’angolo  ABa  —  B,  1’  angolo  BAa  = 
pp  aDP^0pliec‘l  del  circolo  dà  jy*  =  fPxPG,  e  per  trovare 
,,  e  P~,’  conduco  Ah  parallela  a  CD  e  PK  parallela  a  BD, 
1  una  e  1  altra  nel  piano  BCD:  dunque  AB  :  sen  AEB  :  :  AE  : 

senB  (636),  ed  AErr-— .  Inoltre  il  triangolo  APK  dà 
sen  AKP  (  =  sen  AEB  )  :  sen  APK  (  —sen  AaE  =  sen  (  A  -+  B  ) 


(  425  )  )  :  :  x  :  AK  =  ;  dunque  PG  =  KE  =  AE  — 

sen  D 

AK  —  <L£5/i  B  — ' * sén  1Ah-B)  „  . 

sénD - Parimente  nel  triangolo  APE 


si  ha  sen  AFP  (  =  *en  BFG  (  6 13 )  )  :  *  :  :  sen  A  :  FP •=  A  on- 

.  sen  C  * 

,  a _  sen  A 

dC  y  ~~  sen  Csen  D  '  cxscn%—xsen  (A-l-B)),  equazione 


cercata. 

74 Dunque  1°.  ad  ogni  ascissa  x  corrispondono  due 
ordinate  y  eguali  ed  opposte;  onde  l’asse  divide  in  mezzo 
Ja  sezione:  2*.  se  ero,  cioè  se  il  piano  segante  passa  pef 

il  vertice  B  del  cono ,  1’  equazione  diventa  y*  = . 

senAjen  (  A  -+  B  )  x*  l'x*  e  b* 

seiTclelTÓ - =  *^  fatC°  *  coefficiente  di  *  5 

'  _  hx 

perciò  y  —  ±  t  equazione  alla  linea  retta  (490),  che  dà 


per 


„  X  s6 1  )(  '  ] 

per  sezione  un  triangolo,  come  già.  si  sapeva  (546):  30.  se 
A  -+  B  <  180*  ed  insieme  A  ~  C  o  A  =  D  viene  (613) 

—  c^A-enB  ■  ex  sen  B  4  . 

J - ve - .v1  o  y  — - —  a*  ,  equazioni  alla  cur- 

J  sen  C 

va  circolare  (478)  che  danno  un  circolo  per  sezione,  come 
pur  si  sapeva  (546).  Ma  oltre  il  triangolo  ed  il  circolo, 
Posson  farsi  nel  Cono  tre  altre  Sezioni,  dette  propriamente 
.  Coniche  c  che  dal  Cono  trasporteremo  in  un  piano  . 

742.  Nella  trovata  equazion  generale  sia  primieramen¬ 

te  A  -4-  B  <  1 80*  ;  allora  il  piano  AA1P  convergendo  col  la¬ 
to  BD  (413),  lo  incontra,  e  la  Sezione  rientrante  o  chiusa 
*i  chiama  Ellisse.  Fatto  y  —  o,  si  ha  con  seti  B  —  x*  seri  (  A  -j- 
t?  x  1  c  sen  B 

B)  — o,  eroe  xz=.o  ed  x — — — — ,  due  punti  o  vertr- 
sen  (  A  -+  B  )  c 

ci  ove  la  curva  taglia  la  linea  dell’ ascisse  (731):  la  !or  no¬ 
ta  distanza  Aa~2a  si  chiama  asse  primo ,  maggiore  o  tra -  ^ 

sversoi  e  poiché  c~ — ,  y  equazione  diventa 
seri  B  * 

t _ sen  A  sen  (  A  -4-  B  ) 

9  —  (2a*  —  *‘):  Se  qui  si  faccia  *  =  a, 

•  x _ sen  A  seni  A-»-B  )  a* 

viene  y - - - — - ordinata  nota  che  passa  per 

sen  C  sen  D  r  r 

il  mezzo  C  dell’  asse  trasverso  o  per  il  centro  dell’  ellisse  ; 
la  chiamo  Z»  ed  il  suo  doppio  B b  —  2 b  è  1’  asse  secondo , 

minore  o  conjugmto‘f  e  poiché  ~ il y  e- 

scn  C  sen  D  aa 

fazione  diventa  y* —  ~  (2 ax  —  **).  Or  preso  p  —  —  = 

46* 

terza  proporzionale  dopo  il  primo  asse  ed  il  secondo, 

c  detta  comunemente  parametro  dell '  asse  trasverso  ,  si 

ha  y%~¥-  (  2a*^«a)  equazione  al  parametro,  dell' asse 
2  a 

trasverso . 

743.  Secondariamente  nell’  equazion  generale  sia  A  •+ 
B  —  180®  ;  allora  il  piano  AMp  è  parallelo  al  Iato  BD  (413) , 
e  la  Sezione  infinita  si  chiama  Parabola ;  e  poiché  sen  (  A -h 

B)  =0,  r  equazione  diventa  y*  ove  fat- 

scn  C  sen  D 


)(  203  )( 


1  AD  /V 

r  sen  A  sen  B 

t0  ~7enCw7D  =P>  Paramet™  della  curva,  si  ha  y*  =  pX . 

D'  onde  è  chiaro  che  la  parabola  è  un’  ellisse  con  1»  asse 
trasverso  infinito;  poiché  preso  ia—  so ,  T  equazione  al  pa¬ 
rametro  dell’  ellisse  (  ly7  )  diventa  y2zzpx. 

q744-  Finalmente  nell*  equazion  generale  sia  A  -+  B  >. 
1 15-, 180  ’  a,l°rd  il  piano  AMP  divergendo  dal  lato  BD  (413), 
jO  incontra  solo  nel  suo  prolungamento  oltre  il  vertice  B, 
e  la  sezione  infinita ,  inferiore  o  superiore,  si  chiama  /per- 
boia,  ambedue  Iperbole  oppiate',  essendo  poi  seri  (  A— J-B) 
negativo  (612;,  la  lor  comune  equazione  è  y*  — 
sen  A  , 

^c7t~^D  (  w(A-fB)).  Se  sopra  questa  si 

operi  come  sull’  equazione  all’ellisse  (742),  si  troverà  y 2  == 

-ì  ( 2a*  **  ) ,  ed  y2  = -P-  (  2a*  H-  **), 

u  2  a  ' 

245-  Dunque  l’equazione  y 2  —  ■£  (2^  +  #*)  è  gene- 

rale  per  tutte  le  Curve  Coniche:  «/segno  -  dk  l’ellisse 
ed  anche  il  circolo,  se  -2a=p-,  col  -e-  dk  1’  iperbola  ed  an- 
che  !  equilatera,  se  parimente  2a  —  p:  e  se  2a~oo  dà  la 
parabola.  * 

-46.  Volendo  porranno  nella  Sezione  una  doppia  ordi¬ 
nata  eguale  al  parametro,  verrà  2y— p~2 

cioè  per  la  parabola,  fatta  2n  =  si  ha  x  =  £-,  e  per  I* 

4 

ellisse  ed  iperbola,  posto  il  valor  di  p  —  f  s[  ha  *  _ ± 
II 6  a±y/{a*^:b%),  Presa  dunque  dal  vertice  A  dell’asse  pa¬ 
rabolico  l’ascissa  x=iAF=rii;  applicata  dall’estremità  B  del 
Ilg  coniugato  al  trasverso  dell’ellisse  la  BF  — Bf—  AC  —  a*  on- 

de cd  *  =  AF-AC-CFr:a~ 

V  '  «  —  6  4  )  I - - A  ~  ~  -  - 


'  r  1  x  —  \f — ACh-C f  —  a  -+  */(  a2  —  b2 

12 1  •  r,lgllu^  infine  dal  centro  C  dell’ iperbola  sull’asse  trasver- 
so  prolungato  la  CF  =  C/-  BA  -  */(«*.+  4*),  onde  *  = 
rs*  ~  -~/fx  V  (« H-  A*  )  —  a  ovvero  —  *  =  A/—  AC  -+ 

^7^^  \  \aZ~hb2  j:  sarà  nelle  tre  sezioni  l’ordinata  D,/  — 
D  J*  —V  •  1  Punti  F  ,/  diconsi  Fuochi  ;  uno  ne  ha  la  para¬ 
bola  ,  ma  due  1  ellisse  e  V  iperbola ,  dei  quali  il  semi -intervalli 


/  .  )(  363  X  FI«. 

CF  si  chiama  eccentricità ;  la  faremo  Cj  e  si  avra  CFn: 
V'(«‘  +  ^2)  =  c. 

241*  E’  qui  da  notarsi  1°.  che  moltiplicando  tra  loro 

1  due  trovati  valori  di  *  nell’ellisse  e  nell’ iperbola  ,  si  tro¬ 
va  {a  —  y/{az-bl){a-+^/{a'-b*)~{»/{a.*-+b')-ira) 
(\/(a2-t-Z>2  )  —  a)—bxy  cioè  il  semiasse  minore  h  medio 
proporzionale  tra  le  distanze  dell '  un  de'  due  fuochi  ai  due 

vertici:  2°.  che  presa  dai  fuochi  F  ,jf  la  FI  —  fi  —  n  e 

—  i  viene  ---  AI  (  a  —  )  :  AF  (  ±  a  q=  c  )  :  Aa  (  2a),  ed 

2  a  ••  2  a 

anche  A  Ai  (  a-h  c  :  Af  (  *-+  c  )  :  Aa  (2a).  Basti  que¬ 
sto  piccol  saggio  d’analogìa  tra  le  tre  curve:  per  maggior 
chiarezza  daremo  separatamente  il  seguito  delle  lor  proprietà. . 

Parabola  . 


74$.  L'equazione  alla  parabola  è  y*£zpxi  onde  i  qua¬ 
drati  dell'  ordinate  son  fra  loro  come  le  loro  ascisse  .  Con 
questa  equazione  si  determina  p ;  poiché  presa  un’  ascissa 
a—x  ed  un’ordinata  b~y,  la  terza- proporzionale  dopo 
a,b  saia  il  parametro  (490)-. 

749.  Condotta  dalla  cui  va  al  fuoco  F  la  retta  o  raggio 

vettore  MF,  saia  FM=a=;  VL?*  “t*(* — )a  ]  —  V  [p*-4- 

4 

(*  —  —  p  )a  ]  —  x-h  AG:  prolungata  dunque  LA, 

4  4 

se  si  prenda  ÀG=rAF  =  — p,  e  per  G  si  conduca  l’indefi¬ 
nita  o  direttrice  EG<?  parallela  all’ordinata  MQ,  saia  la  nor¬ 
male  MH  -  QG  =  t  M  ;  dunque  la  distanza  d' un  punto  qua¬ 
lunque  M  della  parabola  dalla  direttrice ,  è  eguale  al  rag¬ 
gio  vettore  MF. 

750.  Cerco  ora  MT  tangente  al  punto  dato  M  .Immagino 

l’arco  Mot  infinitesimo  il  cui  prolungamento  MotT  è  la  tan¬ 
gente.  stessa,  e  condotte  sulla  direttrice  le  nòrmàii  MQ\aiq , 
le  rette  MF*otF  al  fuoco  F  ,  cd  mg  parallela  a  Q5 ,:  descri¬ 
vo  col  centro  F  e  raggio  Fot  1  arco  infinitesimo  mr  che  può 
prendersi  per  un  seno;  sarà  MF , ~  otF  ,  ed 

m'l  (  =rM'»-jrr  MF  ■  otF  (  =  M -  ) .  Dunque  1  triangoli  rectan- 
f°h  Mmg}  Moti*  eguali  c  «uniii  (441;  hanno  V  angolo  wMr 
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F ÌG.  )(  464  )( 

"*  l°e  T*.-"  tri,a,"g0,°  MTF  è 

Ie\  e  pei®  pica  FT  =  FM ,  la  linea  MT  condotta  n,r  T  M 

saea  tangente  in  M.  D’onde  segue  che  se  MO  sia  pamìte 
a  asse  AN>  si  avra  l’angolo  MTF  =  LMO  —  FMT k 

75i-  Poiché  z— FT=:FM-a’-)-  -~p  (749),  si  haFT  — 

1  _  _  4 

—  AT  dunque  la  suttangentc  PT  zz  2x  è  doppia 

deir  ascissa.  I.a  tangente  MT  —  J  (  DX  +  A^\  —  *  / 
condotta  MN  normale  alla  parabola^ o  allagai  Tan^te’ ia 

M,  si  avra  la  sunnormale  PN=  =  Ip,  e  la  nor- 

male  M^~-n  —  ''/[Px-+-~p*)  =  s/pz.  Se  dal  punto  N  ove 

PM  °OM^b  *ncontra  1  asse,  si  conducano  ai  raggi  vettori 
M,OM  ,e  Perpendicolari  NB,  NB',  i  triangoli  NBM,NB'M 

eguali  (  750  )  daranno  BM  =  MB'  ~  PN  =  lp  :  e  se  dal  pun¬ 
to  F  si  conduca  sulla  tangente  TM  la  perpendicolare  FC  = 

sark  MT:TC::MN:CF,  e  poiché  TC  =  ì  MT  (43l), 
sata  Cp-q~ln=:l  ^pZf  c  perciò  32rI=_  n*  _ps  tà 

2y 

E  «  sia  l’angolo  ™=^-Ite._aMTp  =  a#>JtA 
TP  (4X  ):  MP>  (p*):: ,  :  tang* MTP  (  -  tmg*  L  MFp  - 

,cnS'±(l8 =  onde  x  =  Lptang^ 

(<»io.6i,),  ed  r  / .  ..  4/^v 

— z) - p  (  1  tang‘p  )  zz 

4 

cos*  <p  cos*±fi'  ”eici°  *e  collo  stesso  asse  e  fuoco  si  de* 

<!eI  Paramctr°  *'•  «*' 
ll6-  punto?M  nè  f11.”11*?®.  MO  al1’  assa  si  thiama  diametro-,  il 

We  alfa  tang^T t À  M  5?“  ,e  rette,  NP 

te  son  la  retta  MP  p  M  »  c  e  ascisse  di  queste  ordina¬ 
te  son  la  retta  MP.  pcr  trovar  j»equazÌ9ne  alle  coordinat0 


)(  a6S  )(  Pfff 

tifi  diametro  MO,  chiamate  MP  («),PN  (y),AQ  =  AT  =  TtA 
a  ?  a/yem°  MQzry'ap  e  Sfatto  p  -+40  =p'sara  MT=  PRn 

*/ap  (251  ).  Condotta  ora  NL  normale  all*  asse,  i  triango¬ 
li  simili  NRL  ,MTQ  daranno  ^apf:y~\-»yap'::^/ap:ì<ih~ 

JV/“>-+-v/ap::2a:RL=:2y  y/ —,  -f-  2a.  Ora  AR  ^  RT  — 

P  P 

AT  —  x  _  a  ;  dunque  ALtrar-f  a -H  2^  Vp»  e  per  la  proprie¬ 
tà  della  parabola,  NL*==pXAL  cioè  (v'qpH-.?v'^>)a=qp-f- 

Ì>x~sr2py  /s/  —  ;  e  riduce  ado,  yy—px,  equazione  simile  alla 

p 

trovata  per  V  asse  ;  perciò  qualunque  diametro  MO  divide 
in  mezzo  1’  ordinate  Nrc ,  e  il  suo  parametro  p'~p  -+  40  è 
quadruplo  della  distanza  dell’  origine  M  dal  fuoco  F.  Con 
questi  principi  si  risolvono  i  problemi  seguenti. 

**-ass®  AL  e  il  parametro  p,  covare  un 
\ln>m!Ìr0  ti°  Che  facc,a  c°lle  su*  ordinate  un  angolo  dato 
MP/j_a.  Il  problema  si  riduce  a  trovare  il  punto  Q  ove 
1  ordinata  normale  MQ  incontra  1*  aase.  Sia  AQ  =  *;  il  tri- 

angelo  MTQ  dk  tanRa-^- f  {646),  x  =  £  cot'a  {6 IO.<$«.) 

*  P'(~P  *+  4# )  =  (<Sio). 

wa  a 

IL  Dato  il  parametro  p  e  1*  origine  M  del  diametro 
MO  con  1’  angolo  a  delle  coordinate,  trovar  P  asse  AL,  il 
vertice  della  curva  A,  ed  il  suo  parametro  p.  Serbando  le 
denominazioni  del  problema  precedente  ,  abbiamo  MQ  = 

Vpx  ,p'  —  ~pr-  — 


4*  . 


onde  p  zz  p'  sen a  a  ,  x  zz 
p' . 


cor1  a  (  dio .  93.  ) ,  MQ  =r  ±  — ■  acoifl=;±L  2a  (62T). 


Ellisse . 


254.  L’  equazione  all’ ellisse  essendo  y9  zz-i(2ax- xx) , 

J  avrk  >a  :2ajp  —  **::£*:  a1,  cioè  PM*  :  AP  xPa^:  :  CB*  :  CA* ,  IlS* 
“  quadrato  delV  ordinata  e  al  prodotto  dell*  ascisse ,  coma 
quadrato  dell  asse  minore  al  quadrato  del  maggiote .  D«- 
cntto  dunque  col  centro  C  e  raggio  CA  un  circolo ,  sarà 


FI G.  _  H  )(  *66  )( 

a,  PN:P\l::a:6;;C#;CB:  < 


ll8;PN=AFxPa,  PN:PM::a:5::C«:CB:0nde  Perdi  nate  dell» 
ellisse  son  proporzionali  all’ ordinate  del  circolo:  perciò  per 
descrivere  un  ellisse  basta  far  passare  una  curva  per  una 

parti  simili^1  *”*"  SUU’  °rdÌnate  d’  ““  CÌrcol°  in 

755.  Se  nell*  equazione  si  ponga  —  *  =  CP  in  luogo 
di  *=AP  ,  eli.  diverrà y%  —  ove  l<Mcisse  s0„ 


prese  non  più  dal  vertice  A,  ma  dal  centro  Cr  questa ,  co¬ 
me  pm  semplice,  e  piu  tn  uso;  e  da  questa  (  se  sopra  BA 


si  cali  r  ordinata  MQ-PC=x)  si  ha  **  y)t  c- 


quazione  al  second’  asse,  il  cui  parametro,  terzo  proporzio¬ 


nala  dopo  24  e  2o,  «ri  p'~  “!  =  ??V2cp.  r  chiat0  ch# 


n 1  Clli,S'  dlvcnM  del  circolo; 

onde  ,1  creolo  c  un' ellisse  ejoiWo  o  di  assi  eguali. 

gio  vettore 


V(a  -ca: -p  )(246) — a  ,  e  l' altro  raggio  vet- 
tor 'fM=a+°JL.  Onde  j*  /M-fFM=3o.  cioè  la  som- 


e  perciò  x.  —  jfM .  aos  fi  —  c ,  ej  /M  (  =  a  £f  )  — 


v  aP 


77^7o7p  ~  ò^IToTr  ;  come  fure  FM  =  -^lzfL_ 

'  a  —  c  cos  /3 

— i2L_ 


a — ccos/3,f  Posto  30.  volend»  i  raggi  vettori 

con  V  ascisse  prese  dal  vertice,  si  cangierà  ,ina-*,e 

verrà  FM  — a  — cH-  — ,  cx  o  ,  ,  . 

a  >/Ivl —  a-fc - :  4  .  e  volendo  in- 

tradurre  il  raggio  vettore  nell’  equazione“aIl’  ellisse ,  si  farà 
1M  !  =  a-^t-z  ovvero /M  (=«4  —)=ia-z>  onje 


a) 

.  'Cd  ^S  =  ^((2a-z)2-4’). 


)(  267  )( 

0ra  condurre  dal  dato  punto  M  la  tan- 
g  nte  MT.  Prolungato  /M  in  L  immagino  l’arco  infìnite- 
*tmo  Mm ,  e  dai  fuochi  JF,f  conduco  i  raggi  vettori  fm  , 
descritti  coi  centri /,F  e  coi  raggi  fin,  FM  i  piccoli 

drchi  mr ,  Mg,  avrò  fm  -+•  mF  ~  FM  -+  IVI  f,  ovvero  fM  _ 

Jm==MrzzFm— -  FM  =  mg-:  dunque  (44I  j  i  triangoli  rettan- 
g°n  sono  eguali  e  simili,  e  perciò  l’angolo 

=  FMT,  perchè  FMT  zrgwM  MF/n  (  =  -L  =  o  )  ; dun- 

5Ue  FMT  =  ni  Mr  LMT ,  cioè  la  tetta  MT  che  dividerà. 
*n  mezzo  l’angolo  LMF,  sarà  la  tangente  cercata.  D’  on. 
de  segue  che  l’angolo  LAfT  =  QM f—  FMT . 

?58.  Se  da  M  si  alzi  sulla  tangente  la  normale  MN 
*ar*  i’  angolo  fMN  =  NMF ,  ed  /M  :  MF  : :/N  :  NF ,  ovvero 

/M-t-FM  (2«):FM(.-“);:/N4FN  (2c):FN=c_ 

b-~  ed/N  =  2c_FN  =  c-F^f  =  (+,_ 
/.**  9 
■Jr;  dunque  poiché  fi~x-\-c  ed  FP  =  *_C,  si  avr'a  i\ 

sunnormale  PN  =  FNn-FP=  :  2°.  la  normale 

a.  2  a 

MN  =  n  =  i5V(«V*-F64**)  =  4'V/(«4-c***)  =  —  yYaaz- 

a  a  a 

z*)  (756):  3*.  la  mtanoente  PT  =  ?Mr-  =  — — 

,  ,  PN  x  *  *  * 

a  y  <v 

4°-  la  tangente  TM  =  ^y'  (a+y%  -+  M»*)  =  .  .  . 

^\/(a2  —  *a)(a+  —  c2xz).  Inoltre  TC  =  TP -+PC  =  —  , al- 
tl°  modo  di  determinare  il  punto  T  della  tangente  in  M; 
T/=2l^c  =  ^L±£5=2lH5-i)  (  75tf)i  tn  =  TP  4- 

A?  X  X  ' 

Pis r  — aft«a  Tt-al  _«* 

"  Tì~Z  >  —  ~  »  1 A ~  ~ ~~  a;  e  nel  vertice 

^  -V  A?  A»  A7 

A  ungente  AV  =  ^-^  =  -a^  =  A./-- 
PT  \  a^.x' 

Che  se  dai  fuochi /,F  e  dal  punto  N  ove  la  nor- 
scontra  l’asse,  si  conducano  sulla  ungente  e  sui  rag- 


FIG.  .  K  a^8  )( 

gì  vettori  le  perpendicolari  /Q  cd  FR,NB  «d  NB',  come 
'  pure  per  il  centro  C  la  DCD'  parallela  alla  tangente  ,  sa- 

&  TN  (££)  :  NM  (,»)  :  :  TF  :  FR  =a  =  ££  :  : 

tVjs(‘lal  —  az\  (2a —  z)  <m 

- - - )  :/Q  — - — - —  —  (  758  )  »  d  onde  si  ha. 

FRx^Q  =  i*,  e  la  nuova  espression  della  normale  ri- r 

2°-  f  )'/*  («-•-*)  ::/N(c-*.^:/S'= 

C^,  onde  /M  r—fB'  -  MB7-  -  Z.  -  MB , 

a  a  a  2 

atteso  1’  angolo /MN=NMF:  30.  TF  (  ~  -f-  c)  :/M  (  a  -+• 

~)::C/(c):/D  =  ^,  e  però  DM -M/-/D  -  a  =  D'M  , 

attesi  i  triangoli  simili  TFM,CFD'. 

Il8.  ^°‘  Punco  M  si  conducano  all’asse  confutato 

'la  tangente  Me  e  la  normale  MO  prolungata  in  n ,  i  trian¬ 
goli  simili  MPO  ,  MQn  ,  MQt  e  la  «unnormale  PO  (  = 

— -  )  daranno  per  il  second’  asse ,  sostituendo  il  valor  di 
a 

(755)»  *"•  1*  sunnormale  Qn  —  ?LZ  (246)» 

PO  bx  ib 

%\  la  normale  Mn  =  ^  (  64  .+  c*  g  Ja 


OM*  bz  —  -v*  .  «,* 

tuttamente Qt-——  — - — ,  onde  Ct=  CO  -+  Qt  =  — 

nv  y  y 


perciò  CQ  :  CB  :  :  CB:  C*  ,  come  nell’asse  trasverso. 

120.  Una  retta  nCN  che  passando  per  il  centro  C  ter¬ 

mina  ai  due  punti  opposti  della  curva  ,  dicesi  diametro ,  e 
condotta  DCcf  parallela  alla  tangente  in  N,  i  diametri  DCd, 
nCN  chiamansi  coniugati  ;  le  rette  MP  parallele  alla  tangen¬ 
te  son  1’  ordinate  del  diametro  CN,  le  parti  CP  ne  son 
1  ascisse,  e  il  parametro  di  un  diametro  qualunque  è  uni 
terza- proporzionale  a  questo  e  al  suo  coniugato. 

762.  Condotte  dall’ estremità  D,  N  l’ordinate  DI  ,  NQ 
all’asse  maggiore  A  a,  sia  QN  -y  r  C£  =  *,ID  =  u  ,  IC  - 


—  u 


_  a  ,  ^  ^  ^  FIG. 

£-~"  V  [b*  —  ti2)  (755),  e  i  triangoli  simili  DIC  ,  NQT 

danno  NQ2  :  QT2  ::  DI1  :IC%  ovvero  ~  (  a2  —  *»  )  .  l3Q 

( a 1  —  <*a  )2  ,  2  a2u2  bx 

' — ■ — u  :a  — — onde  u—  ;  cosi  si  trovereb- 
x  b  a 

be  y  —  ,  onde  e  zu  —  xy,  cioè  i  triango^  DIC, 

^NQ  sono  eguali  in  superficie.  Dunque  1°.  u*  —  .  .  . 

-~^-zz  b2  —  y2  (755)  ed  u2 -+ y2  zz  b* -,  2°.  s2  =  — -f-  —  - 

o*. —  **  c  s2-t-*2=a2;  3°.  h1-+8*H-/4  .t2  (  zz  DC2  -+ 

CN1  )  —  a2  H-  b2 ,  cioè  nell’  ellisse  la  somma  dei  quadraci 
di  due  diametri  coniugati  è  sempre  eguale  alla  somma  dei 
quadrati  de’ due  assi  *,  40.  condotta  NO,  la  superficie  del 

triangolo  NCD  zz  (±±  iL>  —  ^ 

bx2  ay 2  ab 

’  dunque  il  parallelogrammo  CDENzzaZ>,  e 

l’  intero  parallelogrammo  FEHG  zz^ab  —  2a  X2b  ,  e  pera  tut- 
t-  i  parallelogrammi  circoscritti  all’  ellisse  sono  eguali  tra  lo¬ 
ro  c  al  rettangolo  dei  due  assi  . 

763.  Sia  ora  il  semidiametro  CNr  m,CDzzr7,  l’ango¬ 
lo  CPM.zz DC/izzp,  e  sara  1°.  m2 -+  n2  zz a1  b2  -,  .  ab  zz 

ma senp  che  è  1’  espressione  della  superficie  del  parallelogram¬ 
mo  CDNE  (644).  Ora  queste  due  equazioni  danno  subito  i 
diametri  conjugati  ed  eguali  delEellisse,  poiché  allora  2m%  zz 

-+  b2  ,  ovvero  m  “  ±  'ìj.  — Ì.—  ;  e  sen p  zz  ~T^~gi  »  onde 

poiché  queste  quantità,  son  sempre  reali  ,  ogni  ellisse  ha 
due  diametri  conjugati  eguali.  La  lor  posizione  dipenda  dal 

valor  di  xf  ma  x2  -+y2zzb2  H-  — —  xr  (755)  zz  m1  zz  . . 

' — dunque  *zz  —  -,  valore  indipendente  da  by  onde 

3  v2 

^  ordinata  NQ  prolungata,  determinerà  i  diametri  coppi ga- 
tl  eguali  in  tutte  le  ellissi  che  avranno  comune  l’asse  A  a. 

.  264.  Cerchiamo  ora  l’equazione  alle  coordinate  CP  .  PM, 

*  sia  CP=A',PM  zz^CQ  zzt  ,QN  zz  r, NT  -  y,  e  TQ  = 

LI 


— - - (75^)  =  ir.  Condotte  PK  ,  MO  perpendicolari  all’ as¬ 

se,  e  PL  perpendicolare  ad  MO,  i  triangoli  simili  NQT . 
MLP  danno  MLr2,  PL  =  ^,  e  gli  altri  due  CPK ,  CNQ 


ma  per  la  proprietà  dell’  ellisse 


CO*  dunque  sostituendo  ,  ordinando  c  riflettendo  che 


ts ,  si  avrà  ( 


a* .  Osservo  ora  che  quando  x  zz  o ,  si 


ia  y~n\  dunque 


cioè  non 


avverarsi  1’  equazione  se  il  coefficiente  di  y *  non  sia  —  ;  al 

n" 

contrario  quando  yzzo,  si  ha  x  —  m ,  onde  per  la  ragione 
stessa  il  coefficiente  di  x7,  è  ;  dunque  avremo  -,  /•  4 

?7i*  n* 


:c*=a%  ovvero  yr  zz  Ar  (  77i* — xz),  equazione  simile 

r.  quella  degli  assi.  Dal  che  segue  i°.  che  ogni  diametro 
NC/2  divide  in  mezzo  l’ordinate  MP™  ,  e  perciò  l’ellisse 
intera:  2°.  che  ogni  diametro  N n  è  diviso  in  mezzo  nel 
etntro  C  perchè  ne1  punti  N,/2  si  ha  xz  —  «* ,  onde  «  = 


765.  I.  Dati  i  due  semiassi  a  ,  b  trovar  due  diametri 
conjugati  che  facciano  fra  loro  un  angolo  dato  p  zz  DC n . 


m~  -t-  nz  ±  0/72/2  ~  a  -f-o"  ± - ;  ed  m  ±  ri  zz  y  (  a"  -f  b  rfc 

serti  p 

2  ab  . 

)  »  d’  onde  sommando  e  sottraendo  si  ha  m  cd  72 .  Pet 

scup 

determinar  !>•  direzione  di  un  de’  diametri  o  1  angolo  AC?^ 
che  chiamo  c,  il  triangolo  CNT  dà  (414 . 636)  seti  (p  —  c): 


)(  371  )(  Fic. 

=  CT=“  (M8)=-J1=£_,  onde  CQ  -  .  .  .  ,3B’ 
^  S£",p-CJ 

* - — si  ha  dunque  nel  triangolo  rettangolo  CNQ 

(  preso  CN  per  raggio  )  (  045  )  m  eos c——Stn  ^ P Ufi  che 

'  msenp 

dà.  7723  sera  p  cos  c  ~  az  seti  (p  —  c)  —  (  6 1 4  )  az  seri  p  con  c  — 

a  az  —  m 2  _ 

a  sera  c  coi  p  t  ovvero  —  a  —  seti  p  cos  c  — -  sen  c  p  ;  c  pcr- 

„ • ,  ,  .  v  a~  —  niz 

CIO  (610. 21.)  tango  =  —~i — tangp. 

2 66.  II.  Dari  i  semidiametri  coniugati  m,n  e  l’angolo  p 
che  fanno  tra  loro,  trovare  i  due  assi  e  la  lor  direzione. 

Dall’  equazioni  mn  senp  —  ab  ed  az  -+■  bz  —  ni~  -4-  nz  con  un 
calcolo  simile  al  precedente  si  determina  a  e  b  .  V  angolo 
che  da  la  direzione  degli  assi  si  trova  come  prima. 


Iperbola . 


2&1-  Nell’  equazione  all*  iperbola  (244)  y%  —  ~  (  2a*-+ 

xz  )  se  x  sia  negativa,  si  ha  y—  ±~  ^{xz  —  suxx),  im¬ 
maginaria  finché  x  <Z2 a\  onde  tra  *=:o  ed  x  —  la  non  vi 
e  curva:  ma  se  x>‘> a,  l’ordinate  saranno  reali,  e  1’ iper-  I21‘ 
■ola  negativa  eguale  alla  positiva.  Infatti  posta  a?' =  x' , 

Sara  x  —  2a  •+  x  ed  yz  =r  —  (  lax  xz  )  equazione  per  M 'am! 

*a\  a 

■Simile  a  quella  di  MA m. 

268.  Da  yz  ■=.  - -  (2 ax  +  x7,  )  si  ha  PMa:  APxPa  ::CBa: 

a 

CAa,  e  il  quadrato  dell'  ordinata  è  c  rettangolo  dell*  ascis¬ 
se  (  prese  fino  ai  due  vertici  A  ya  )  come  il  quadrato  del 
secorid'  asse  al  quadrato  del  primo .  8e  si  ponga  x  —  a  in 

1  h2 

luogo  di  x—  AP ,  1*  equazione  diventa  yzcz  ,  (  xz  —  az)t 

•ve  *cCF,  e  i’ ascisse  son  prese  dal  centro:  di  qui  xz  — 
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),  equazione  al  second’ asse ,  il  cui  parametri 

e  p'  come  nell’ellisse  (755).  In  tutte  queste  equazioni  fat- 
t:>  a  —  b,  viene  y1  —  2ax  -f-  x~  ■zzx'1  ‘ —  a*  ,  xz  ~az-Jryz  e 
allora  1  iperbola  è  equilàtera . 

769.  Prese  dunque  1’  ascisse  dal  centro,  si  avrà  il  rag¬ 
gio  vettore  FM'=^(PM'a--t-  PF\)  =  V  (y*  H-  (*  —  c)*)  == 

V(^"“  2c* ~  a  »  ed  fM  ='“*•«•  Onde  I 

f  M  AI ,  cioè  Za  differenza  de ’  t/«e  ràggi  vettori  e- 
guagliera  V  asse  trasverso  :  2°.  se  sia  1’  angolo°AFM  /3, 

verrà,  come  nell’  ellisse  (756),  FM  zr  — _ = 

-  a  H-  c  cos  /3 


Ì22.  .  ?l°-  per  condur  la  tangente  MT  a  un  punto  M  dell’ 

J***  0  ;1j- pr5so  Farco  M/n  infinitesimo,  e  condotti  i  raggi 
l  ~?°\l  u  ’  ,m  ’  s*  proverà  presso  a  poco  come  nell’ellisse 
1  p  e  ?  1  angoli  son  eguali  ,  e  che  perciò 

diviso  in  mezzo  1’  angolo  /MF  colla  retta  MT,  questa  sa¬ 
ia  la  tangente  cercata.  Dunque  nel  triangolo  f MF  si  ha 

(471)  fM  :  MF  :  :/T  :  TF ,  ovvero/M  -+  FM  (  —  —  )  :  fM  (  =2 
C~—)---fT^tT(=2c):fT  =  ^™=^-hc.  Dun. 

X  X 

que  /T  c —  CT  —  —  ,  altro  modo  di  determinare  il  pun¬ 
to  T  della  tangente  in  M . 

771-  Quindi  se  MN  sia  la  normale,  si  avrà,  la  sùttàn • 

gente  PT  t=  CP  -  CT  =  ,  -  ^  ;  la  tangente  M f* 

x  x 

\/  (  TP  -j-  PM”  )  —  ~~~  ( ,x *  —  a*  )(  c*  xl  —  a4  )  ;  la  snnnor- 

male  pN=~  =  ft-f  ;  la  normale  &:=*/.( PM' M- PN*)  = 

‘ìV(c,*‘"-a4).  E  se,  come  nell’ ellisse  (759),  si  con¬ 
ducano  le  perpendicolari  NB,NB'  ai  raggi  vettori,  ed  FS  , 
fs  alla  tangente ,  a  cui  sia  parallela  CD ,  si  troverà  col  ra- 
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2Ìocinio  medesimo  i°.  MB'  —  —  p  —  MB;  2®.  FS  xfs  =  b*  ;  122 

3°."  ~P*-  40.  DM=a 
22 

222.  Osservo  ora  che  CT  == —  (Z2°)  è  positiva  finché 
1  '  x 

J°  e  •*  ;  onde  tutte  le  tangenti  taglian  1*  asse  tra  A  c  C  . 

Ma  poiché  crescendo  1’  ascissa,  scema  CT ,  e  se  quella  è 
infinita,  questa  si  fa  infinitesima  :  potranno  condursi  dal  cen- 
tr°  C  due  rette  CX ,  C.r  che  saranno  i  limiti  delle  tangen- 
**  o  gli  asintoti  dell’  iperbola.  Infatti  AT  —  a — CT  ~a  — 
a2 

e  condotta  AS  parallela  ad  MP,  si  avrà  AS  =  .  .  . 

AT.PM  ay  .x—a  . 

TP~=Zx-+~a  —  hs^  *  buPPosta  *  infinita,  saia 

>  on^e  AS  =  3;  e  però  condotte  AD,  Ad  per¬ 
pendicolari  a  CA  ed  eguali  ciascuna  al  semiasse  minore  by 
le  rette  CD,  Cd  che  passano  per  i  punti  D, cZ  e  per  il  cen¬ 
tro  C  ,  saranno  gli  asintoti  dell’  iperbola  MAM',  che  pro¬ 
lungati  in  X' fx'  saranno  quelli  dell’ iperbola  opposta.  Se 
1  iperbola  è  equilatera,  1’  angolo  DCd  fatto  dagli  asintoti, 
e  retto;  poiché  allora  DA  — Ad^CA.  JL’  iperbola  riferita 
agli  asintoti  ha  molte  proprietà  . 

773-  Se  Per  un  punto  N  dell’ asintoto  si  conduca  la  ret¬ 
ta  N  n  parallela  alla  retta  DJ,  saia  CA  [  a]  ;  DA  [b  j  ;  ;  CP  I23* 

[*]:NP  =  £i\  Dunque  NM=^->(  ed  M„  =£?  .+  , 
a  ì  a  a  J 

onde  NMxMn  =  ~ - y*  =  b1  =  DA2  :  e  poiché  NP2  - 

b2x*  b*x* 

ed  MP2  =  --- - bx,  si  ha  sempre  NP>PM  ,  *  pe- 

T°  1’  iperbola  non  può  mai  confondersi  con  1*  asintoto 
Per  altro  sempre  più  vi  si  avvicina ,  mentre  crescendo  1’  a- 
b*x*  b*xz 

«cissa,  scema  la  differenza  tra  —  --  e  — 1 - b*  t  e  svani- 

Sce  affatto  quando  x~  00  . 

774-  Condotte  MQ , AL  parallele  all’asintoto  CJ,  i  tri- 

‘  ngoh  DL A,  LC A  sono  isosceli  ;  onde  fatta  AI,  —  DL  —  CL  —  '! 

‘>CQ  =  *,QM=iy,  e  condotta  MK  parallela  e  perciò  cerna- 
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3-  SRìVa1' an?°A  simili  DLA,NQM,MÉ«  danno  MN: 

15  DA  :  :  QM  :  LA  ed  M/i  :  DA  :  :  MK  :  DL  ,  e  però  N M  X  M/i  : 
DA‘  :  :  QM  X  MR  :  La  x  DL  —  AL1  ;  ma  NM  x  M«  —  DA2 
(273):’  dunque  xy^m2,  equazione  all*  ipei  boia  tra  gli  a- 

sintoti ,  in  cui  mz  (  =  ‘LSt.L  )  si  chiama  la  potenza  dell ’ 
iperbola . 

l  725-  Se  due  parallele  F fyGp,  terminate  agli  asintoti  ta- 
glino  un’  iperbola  nei  punti  m,h,p,li  e  steno  M/nN ,  PpQ 
perpendicolari  all’  asse,  si  avrà  i-m  :  Mm  ::  Gp  :  Pp,  ed  mf: 
mN::pg:pQ ,  e  però  Fm  x  mf  :  M  ■>/  X  m  M  ■  :GpXpg:PpxpQi 

ma  (  2731  Fp*PQ— vl/nX/nN  ;  dunque  E/n X/n/—Gi>X 
pg-,  dunque  anche  gK  x  KG  zzfh  x  /iF . 

116.  Se  i  punti  p  ,K  coincidano  in  un  sol  punto  D,  la 
retta  TDt  sarà.  tangente  in  D  ,  e  si  avrà  F/n  Xnf—  TDX 
~  fh  x  hP ,  onde  fh  (  hm  -+  mF  )  —  Fm  (  mh  -t-  hf  ) ,  e 
pero  fh  —Fm  e  TD~ Dr,  ma  condotta  DE  parallela  a  Cf  > 
1  triangoli  simili  TDE  ,  TrC  danno  TE  — EC  ;  dunque  la  tan- 
gente  a  un  punto  D  dell  iperbola  si  ha  conducendo  DE  pa¬ 
rallela  all  asintoto ,  prendendo  ET  =  EC,  e  per  T,D  con- 
ducendo  la  retta  TDr  . 

77 7-  Dall’ esser  sempre  fh  rr  Fm  si  ha  la  maniera  di 
descrivere  un  iperbola  tra  due  dati  asintoti  CT  ,  Cf  ,  che 
passi  per  un  dato  punto  m,  poiché  condotte  per  m  le  rette 
Ff,  MN  ,  si  farà  fh  —  km,  nN  —  M/n  e  i  punti  m  ,n,  h  sa' 
ranno  nell’  iperbola . 

é  228.  Poiché  la  tangente  TMe  è  divisa  in  mezzo  nel 
punto  M  (276),  se  si  conduca  MCM',  questa  retta  si  chia- 
m*  diametro  trasverso  opri™,  f  cui  conflato  o  secondo 
c  DLd  o  la  tangente  TMt,  1  ordinate  sono  mQm'  paralle' 
le  al  conjugato  DG d,  e  il  parametro  è  una  terza  -propor¬ 
zionale  al  diametro  e  al  suo  conjugato.  r  V 

779-  Un  diametro  divide  iu  mezzo  tutte  le  sue  ordina¬ 
te  ;  poiché  NQ  :Qn  :  :  TM  :  Mt  ed  N/n  zz  m'n  \  se  dunque  CM  ^ 
m  ,  CD  —  MT  m  n ,  CQ  —  *  ,  Q m  y ,  sara  m  :  n  :  :  x  :  NQ  ^ 

~~=znQ  -,  onde  Nm  —  nx  —y  ed  mn  ~  -F y  :  ma  TM1^ 

m  m 

Nmxmn  (777)-,  dunque  71*=-*  ,  ed  y*  ~  ir*- 

m*h  equazione  simile  a  quella  delle  coordinate  ali’  assf 
trasverso,  «he  dà.  =  (y„u  n*  y 


trasverso,  «he  dà. 
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,?ì°,  S,ia  ora  «CA  il  pruno  asse  dell’ iperbole ,  e  rannre-  FIG 
A  la  meta  del  secoodo  *,  condotte  DE ,  TG  MPK  per- 
P  n  icolan  a  CA,  ed  ML  e  fK  parallele  alla  stessa  CA  i 
ìangoli  MTL  ,  MrK  ,  CDE  saranno  eguali  e  simili  •  fura, 
dunque  CP  =  « ,  P  VI  =  , ,  CE  =  tK  =  ML  =  r ,  MK  =  DE - 

TrT  e  GSi  “  1/1  v™  =  n,CA  =  a,  ab  -  b,  Si  avrà. 

(  z  *+  s  )  :  CG  (  m  H-  /• 1  )  :  :  b  :  a  c  perciò  az  H-  as  —  bit  -+  br  : 

Coltre  TL  (sj  :  LM  ( rj  :  :  MP  (  3)  :  PS  =  —  = -L ì'h,,,- 

a  6'  “ 

TatT  (  ->  onde  r  =  — ^  ;  e  sostituendo  questo  valore 

neIl’  equazione  az  -+■  as  —  bu  -4 -br,  si  ha  (  bu  —  as)[bu  _ 

az  >  =  o  ;  ma  bu  —  az  —  o  dà  a:b::u:z  il  che  è  sempre 
assurdo  fuorché  nell’  infinito;  dunque  (l78j  bu  _  as  _ ^ 

DET:Ct:MpÌ  m~Ìr'  *  qUÌnd‘  a:b::u:s  ">■:*.  cioèCpl 
Dunque  1°  i  triangoli  CED.CMP  so„.  eguali  in 
superficie:  a*,  condotta  DM,  sarà  DMC  o  -L  CDTM  =  al 

«npez,„  DMPE  =  i- (.  +  ,)(«-  r)=i(“  ^  „  _  „„ 

fz),  cioè  (  poiché  u:s.:r:z,  onde  uz _ sr  —  o)—-l~(Su _ 

rs);  ed  essendosi  trovato  bu  =  as,  ed  az  —  br ,  sarà  s  — 

bn  a*>  ..  bu2  a  -v*  T 

«•  r=  perciò «  =  T,  rz-^?L,  onde  1  CDTM r= 

^u2  —  a2z2  „  2  ,, 

ma  1  e(JURZÌ0n  dell’  iperbola  d'a  **  =  £-(„»_ 

a 2  v 

a  )  e  però  b9  u 2  —  a2  z2  =  a2  b2  ;  dunque  -I  CDTM  — 

^  _ab  ,  3 

2 a 6'  ~  5  dun(luc  parallelogrammo  TT'  formato  dai  dia - 

Vl<-'tri  canjugati  è  eguale  al  rettangolo  degli  assi  :  30  ])Ea _ 

^  =  -pr  =**-*•»*  =  ** -+PM*  (  per  1’  equazione  all*  iper- 
toIa  );  dunque  DE2  — PM2:^ò2:  40.  CE2—  r2  =  ?lzl~ uzm 

Cp^o!  ~  ’  dunque  CP2  —  CE"  -  _  }z  „ 

*a rCM,.-C?#*  *  P-ò  /a  differen* 
maciniti  di  due  diametri  coniugati  è  eguale  alla  dìf 
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.fetenza  de  quadrati  dei  due  assi  :  onde  nell’  ipcrbola  equi¬ 
latera,  qualunque  diametro  eguaglia  il  suo  conjugato. 

782.  I.  Dati  gli  assi  a  ,  b  d’  un’  iperbola ,  trovar  due 
diametri  conjugati  che  faccian  tra  loro  il  dato  angolo  p  zz 
DCM.  Abbiamo  mn  senp  ~  ab  ed  mz —  na  —  az  —  che 
danno  m  ed  n\  e  per  trovar  la  direzione  di  un  de’  diame¬ 
tri  o  l’angolo  MCP  che  chiamo  c,  il  triangolo  CMP  da 
(644)  MP  ~  772  sen_ c  ;  dunque  essendo  (280)  b  :  a  :  :  MP  :CE , 

sara  CE  = - - - ;  ma  nel  triangolo  DCE  (645)  si  ha  CE—. 

ncos(p-4-c);  dunque  -j—  sen  c~cosp  cos  c-  senp  senc{6\ 5)>, 

.  *  sene  bncosp  .  |v 

e  perciò - zztanoC  — - -  " —  :  e  poiché  a  =  .  .  .. 

cose  am-b  bri  senp 

mn  sen  p  v  fcaco£p 

b  5  m*-bb2 

II.  Dati  i  semidiametri  conjugati  m ,  n  d’un’  iperbola  e  1’ 
angolo  p  che  fanno  tra  loro,  trovare  i  due  assi  e  la  lor  dire¬ 
zione  .  Ciò  potrebbe  aversi  con  le  due  equazioni  e  col  razio¬ 
cinio  del  passato  problema  :  è  però  più  semplice  1*  usare  gli 
asintoti.  Per  1'  estremità  M  del  primo  diametro  CM  condotta 
TMt  che  farà  con.  MQ  1’  angolo  TMQrrp,  e  presa  TM  — 
Mtzz/z,  si  condurranno  CT,Ct:  quindi  diviso  l’angolo  TCr 
in  mezzo  con  CA,  si  avrà,  la  direzione  del  primo  asse. 

La  rettificazione ,  la  quadratura  ed  altre  proprietà  di  queste 
e  delle  seguenti  Curve,  si  troveranno  nel  Calcolo  Integrale* 


ALTRE  CURVE . 


‘vJ^Ltre  le  Sezioni  Coniche ,  Curve  di  tanto  uso  in  Geo¬ 
metrìa  ,  ve  ne  sono  più  altre  di  cui  è  bene  il  far  men¬ 
zione  . 

283.  1°.  La  Concoide  di  Nicomede.  Se  per  un  punto  B 
preso  fuori  di  una  retta  GH,  si  conducano  delle  rette  BQM> 
BAD  ec.  tali  che  le  parti  QM,AD  ec.  sieno  eguali,  la  cur¬ 
va  MDM'  che  passa  per  i  punti  M  ,  D  ec.  si  chiama  C"'1' 
enide .  Il  punto  B  è  il  polo ,  la  retta  GH  la  direttrice ,  e  pre¬ 
se  sotto  GH  le  parti  eguali  Qtti,  \d  ec. ,  la  curva  tridui  è  H 

concoide 
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concoide  inferiate  o  la  parte  inferiore  d’  una  stessa  concoi¬ 
de .  Onde  i°k  GH  ne  è  l’asintoto;  2°.  D<i  normale  a  GH  T 
ne  misura  la  massima  larghezza;  30.  se  BA>dA,  la  cur¬ 
va  è^qual  si  vede  alla.  fig.  1 3 1,  ;  se  BA  -C  t/A,  Ua  un  nodo 
linda*,  e  allora  si  chiama  concoide  annodata-,  se  BA“dA,  1 
il  nodo  svanisce  e  resta  un  punto  di  regresso  in  B. 

784.  Per  saper  se  la  concoide  è  curva  algebrica,  si  con¬ 

duca  PM  perpendicolare  ad  AP  e  sia  AD=:^M^a,  AB  z: 
b  ,  AP  —  x ,  PM  —  y  ;  si  avra  PQ  :  PM  :  :  AQ  :  AB  ,  ovvero 
V  (  a*  — y'1  j  :y  ::  x  -  {  az  — jy2)  :Z>  onde  xy~  ( b~>ry  )  y'  (a2— r 

y*  ) ,  equazione  alla  concoide  .superiore:  lo  stesso  calcolo  da 
xy  —  (b — y  )  (  41 — y a)  per  1’  inferiore,  e  l’equazione  è 

la  stessa  per  1’  annodata  ;  e  se  si  facesse  *  — AR  ed^zrKM, 
si  verrebbe  a  cangiare  x  in  y  ed  y  in  x ,  e  l’equazione  sa¬ 
rebbe  xy~(b-+- x)  y/(  a1  —  xz  dunque  la  curva  è  algebri¬ 
ca  del  terz’ ordine.  Èssa  può  descriversi  con  la  continua 
intersezione  d’  una  riga  BCM  mobile  intorno  a  B,  e  d’un 
circolo  descritto  col  raggio  CM  =  a,  che  si  farà  muovere  1 
in  modo  che  il  centro  C  sia  sempre  in  HG  ;  basta  allora 
che  la  riga  passi  costantemente  per  il  centro  del  circolo. 

785.  Possono  anzi  formarsi  infinite  concoidi  dirtele nti 
sostituendo  al  circolo  una  curva  qualunque  CM  e  al  centro 
di  esso  un  punto  fisso  Q  dell’asse  di  lei.  Troviamone  l’e¬ 
quazione.  Condotte  MP ,  AB  perpendicolari  alla  direttrice, 
e  fatta  AP’  =:  * ,  PM  =  y ,  CP  =  2 ,  CQ  =  a ,  AB  =.  b  ,  sai  a 
PQ  (  z  —  a):  PM  (y  )  ::  AQ(  x  -+  a  —  z)  :  AB  (b)  ;  onde  z  — 

.  a-j-  — t  valore  che  sostituito  nell’  equazione  della  curva 

b~\-  y 

CM,  dà  quella  della  concoide  MD.  Per  esempio,  seia  cur¬ 
va  CM  è  un  circolo  il  cui  centro  sia  Q ,  si.  ha  y1  —  2 az  — 

,  che  da  xy  (  b  -+-  y  )  (  a2  —  y*  )  come  sopra  :  e  se  la 

curva  CM  è  una  parabola  dell’equazione^2  rryis  ,  allora  y*  -4- 
by*  —  apy  —  apb—pxy  è  1’  equazion  della  concoide  parabo¬ 
lica  ,  di  cui  fece  uso  Cartesio  per  risolvere  un’  equazion  ge¬ 
nerale  del  sesto  grado  . 

786.  II®.  La  Cissoide  di  Diocle.  Sia  il  circolo  ANBn 
col  diametro  AB.  Se  condotta  la  tangente  QB<y  a!  punto  B 
e  le  rette  AQ  a  varj  punti  di  essa,  si  prenda  QM  —  AN, 
la  curva.  MAm  che  passa  per.  i  punti  M  ,  m  così  determina¬ 
ti  5  si  chiama  Cissoide . 

787.  Per  trovarne  1’  equazione,  conduco  OM  parallela 
AP  ,  ed  MP  ,  NG  perpendicolari;  fatta  A?  -  x  ,  PM  — 
e  AB  =  a  diametro  del  circolo  genitore,  essendo  ÀN  = 

31  in 


Piti  ,  ;(  278  )( 

I3<r.MQ,  Sara  AG  =  PB,  ed  AG  (a-x)  :  GN  (</[ax  JÈk]):i 

AP  (*■):  PM  (y)  =  onde  /  -  _7l  ,^kio- 

ne^cercata,  da  cui  si  vede  i°.  che  quando  x 

2  —  °>  e  Pei°  la  curva  passa  per  1’  origine  dell’  ascisse 12 b.' 
ehe  se  x  —  —  a,  si  ha  y~±~ay  cioè  i  due  rami  della  cis¬ 
soide  tagliano  la  circonferenza  a  distanze  eguali  da  A  eB; 

3  .  che  se  x  — a ,  y  è  infinita,  e  che  perciò  BO  è  1*  asinto¬ 
to  della  curva  ec.  (735). 

137-  ,  r  ?83-IIIiI°'  La  Logaritmica.  Preso  un  punto  A  sull’ in¬ 
definita  HG  e  alzate  dell?  ordinare  PM  che  abbian  per  lo¬ 
garitmi  loro  ascisse  AP,  la  curva  BMm  che  passa  per 
J  *™a  tlueste  ordinate,  dicesi  Logaritmica.  Sia  AP  ir 
A  ~  al  modulo,  e  =  2, 7182018  il  cui  logaritmo 
iperbolico^  è  I  (308);  Sara  *  =  AZy  =  xle ,  onde /  =  ex,  che 

nnp«ftTrii  ’  e?uazion  c!1e,la  logaritmica.  Ella  mostra  1°.  che 
questa  curva  è  trascendente  ( 738 ):  20.  che  1’  ascisse  x,x' 
della  stessa  ordinata  y  in  diverse  logaritmiche  ,  o  i  logarit¬ 
mi  dello  stesso  numero  in  diversi  sistemi,  Son  come  i  mo¬ 
duli  A,  A  ;  30.  che  quando  *  =  o,  si,  ha  y  —  \  —  AB  ;  40. 

che  se  x^zAE—  AB=i,  si  ha  yzzEZ=ze~*,c  però  se  in 

^=L6l,i>ad  **  SJ  &**'**'»**  FF  =  «,  saia  sempre  y  -  a*  : 
on^e.,  1  ascisse  forman  la  progressione  aritmetica  —  j  o  04 
cc.,  1  ordinate  formeranno  la  geometrica  —  a1  a *  a'  a* 
cc  ,  e  però  la  logaritmica  va  all'infinito  di’* ih.  da  AP  Ma 
prese  verso  AQ  V  ascisse  negative  x  =  —  I .  —  a  ec  ,  P  ordi¬ 
nate  diverranno  —  ec. ,  cioè  la  curva  ha  un  ramo  in¬ 
finito  BO  di^cui  la  direttrice  o  asse  GH  i  l’asintoto. 

738.  i  IV°-  La  Cicloide.  Se  un  circolo  AG  giri  sopra  u- 

na  retta  Aa  finché  il  punto  che  toccava  sul  principio  que¬ 
sta,  retta  ^in  A,  la  tocchi  un’altra  volta  in  af  questo  punto 
descriverà  una  curva  chiamata  Cicloide  o  Trocoide .  Ella  è 
0/ r  maao  quàndo  il  circolo  genitore  non  ha  altro  moto  che 
quello  della  sua  rivoluzione:  ma  se  ha  di  più  un  moto  di 
traslazione  o  nel  medesimo  senso  o  in  senso  contrario,  ella 
I3p.  c  0  “ccorcz°ta  o  allungata .  Nell’ordinaria  la  base  A  a  e- 
guaglut  la  circonferenza  del  circolo  genitore  j  è  più  corta 
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«eli  accorciata,  maggiore  neh’ allungata.  Il  diametro  BC  ,  -,0 
del  circolo  genitore  si  chiama  asse  della  cicloide  quando  è 
normale  al  mezzo  della  sua  base  :  il  punto  B  è  il  suo  ver-  e 
tice,  e  B  '  la  sua  altezza  maggiore.  *40 

,  "90.  Posto  ciò,  condotte  MP  normale  a  BC,  e  le  cor-  o 

de  egua  i  MF,OC,  avremo  FCrz.MO;  dunque  poiché  FCzzr 
AC  —  AF-  BIDC  —  FK.VI  =  BIOC  —  OLC  =  BIO,  la  parte 
MO  dell’ordinata  MP  è  sempre  eguale  all’  arco  corrisnon- 


uente  Blu  del  circolo  genitore.  Inoitie  tl  resto  OP  c  il  sc- 
^o  del  medesimo  arco;  dunque  chiamando  MP  (y)  ,  BIO 
(w),  si  avra  per  equazione  alla  cicloide  ordinaria,  y~u~\- 

senu.  Per  generalizzarla  si  fara  MO  —  —  BIO,  il  che  con¬ 
viene  alla  cicloide  o  ordinaria  o  accorciata  o  allungata,  se¬ 
condo  che  b  è  eguale  o  minore  o  maggiore  di  a,  e  si  a- 

vrk  y  —  u  h-  seri  u .  La  cicloide  è  dunque  una  curva  tra¬ 
scendente  ( 73S  ) . 

1 91-  Se  il  punto  per  descriver  la  cicloide  si  prenda  den¬ 
tro  o  fuori  della  circonferenza ,  la  curva  descritta  saia  un’ 
altra  specie  di  cicloide;  e  se  il  circolo  si  faccia  girare  sulla 
Circonferenza  d’un  altro  circolo,  la  curva  descritta  da  uno 
de’ suoi  punti,  sarà  un’  Epicicloide  . 

792.  V°.  I.a  Quadratkice  di  Dimostra  ro.  Se  la  retta 
AG  tangente  al  circolo  in  A  si  muova  uniformemente  e  pa¬ 
rallelamente  a  se  stessa  lungo  il  diametro  A  a  mentre  il  rag- 
gio  AC  gira  uniformemente  intorno  al  centro  C  verso  *il 
punto  E  ,  in  modo  che  AG  e  AC  si  confondano  con  CE  nel 
fomento  stesso;  l’intersezione  continua  di  queste  due  rette 
da  la  curva  AMD,  chiamata  Quadrairicc ,  dalla  cui  descri¬ 
zione  segue  che  uno  spazio  qualunque  AP  percorso  dalla 
tetta  AG  sta  all’  arco  circolare  AB  descritto  nel  teoipo  stes¬ 
so  dall’estremità  del  raggio,  come  un  altro  spazio  AC  per¬ 
corso  da  quella  retta,  all’arco  corrispondente  ABE  descrit¬ 
to  dal  raggio.  Fatta  dunque  AP  zz  x ,  PM  —y,  AB  =  u ,  ACzr 
r=  l  ,  ABE  z=  90®  =  c,  si  avra  i°  x:u::  1  :c,  onde  u  rz 
Gx  ‘>  2°.  CP  :  PM  :  :  C  A  :  AG  ,  ovvero  I  —  «  :y  :  :  1  -.tangu ,  on- 
.  I  —a?  )  tcingcx,  equazione  alla  quadratrice  quando  1* 
•ngine  dell’ ascisse  è  in  A. 

293-  Se  sia  in  C,  cangio  *  in  1—  x,  ed  ho  u  =  c(i  — 
**  ed  y  =  xtangc{l  —  x)  ~{6iV)xco£ck  zz  (  Ó2«)  —  — 


FtG. 

142.^-- 


)(  280  )( 

ec.  :  onde  quando  x  ~  o  ,  aara  y  ~  CD  1 


“>  e  però  se  si  conoscesse  la  base  'CD  della  quadratrice  , 

si  avrebbe  subito  la  quadratura  del  circolo',  di  qui  è  venti" 
to  il  nome  alla  curva. 

*19 4-  Se  sia  descritto  col  centro  C  e  raggio  CD  il  qua¬ 
drante  DLK  ,  sai  a  (5 08)  —  •  DLK  :  :  1  :  c  i  dunque  DLK  re: 

1  =  CA .  Così  PC  :=  all’  arco  LD ,  perchè  —  :KL  :  :  I  :  c  (  1  — 

c 

x  )  -,  onde  KL  rr  1  —  xzz  AP ,  e  PC  —  LD  . 

795-  Prese  le  ascisse  negative  AP',  e  sostituito  il  loro 
valore  nella  prima  equazione  ,  avremo  y  —  —  (1 -t-x)tangcx , 
che  da  l’ordinate  negative  P'M'.  Quindi  la  curva  ha  un  ra¬ 
mo  AM' ,  di  cui  la  retta  QN  condotta  alla  distanza  AQzr 
r  —  1  >  è  l'  asintoto;  poiché  fatto  *=I,  viene  y~ —  200. 

Ben  si  vede  l°.  che  la  retta  AG  e  il  raggio  CA  segui¬ 
tando  a  muoversi  dopo  essersi  confusi  in  CE,  formano  la 
parte  Da  della  quadratrice:  2°.  che  se  la  curva  fosse  geo¬ 
metrica  ,  si  avrebbe  qualunque  angolo  d’  un  dato  numero 

di  gradi,  come  di  ,  bastando  dividere  AC  in  P  onde  AP: 

772 

AC  :  :  i  :  772  ,  e  condur  V  ordinata  PM  e  il  raggio  CB  ;  1’  an¬ 
golo  ACB  sarebbe  zz:  — - — ,  poiché  x  ;  1  :  :.  u  uc  :  i.  I  ji  m  . 

T9&-  VI  •  La  Spirale  d’  Archimede  .  Si  chiama  così  la 
curva  CKMA  descritta  da  un  punto  C  che  si  muove  uni¬ 
formemente  lungo  il  raggio  CA,  mentre  il  raggio  stesso  si 
muove  uniformemente  intorno  al  centro  C ,  in  maniera  che 
quando  il  raggio  ha  percorsa  la  circonferenza  intera,  que¬ 
sto  punto  si  trovi  confuso  col  punto  A .  Se  prolungato  il 
raggio  CA,  gli  si  faccia  fare  ima  seconda  rivoluzione,  men¬ 
tre  il  punto  C  continua  ad  allontanarsi  dall’  origine  del’ suo 
movimento,  si  descriverà  una  seconda  spirale ,  poi  unti  uh'* 
za.  e<;-  >  0  piuttosto  queste  spirali  saranno  una  sola  curva  ìè 
cui  rivoluzioni  possono  accrescersi  in  infinito. 

797-  Posto  ciò,  l’ordinata  CM  (y)  :  raggio  CA  (  a  ):  : 
arco  ADBM,  ascissa  corrispondente  {x )  ;  circonferenza  ADBNA 
( P) »  duntlue  l’equazione  alla  spirale  d’ Archimede  è  ^ 

onde  1  la  curva  è  trascendente  ;  20.  passa  per  il  cen* 
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FIG. 


o;  3°.  passa  altresì  per  A,  poi*  j 
cto  x  zz  p  H-  x  ,  1’  equazione  di- 


tro  €,  poiché  -xrro  iìà.  y  — 

thè  xzzp  da  y  zz  a;  40.  fatto  x  zz  p  -+  x',  I’  equazione  1 

venta  y  —  a-t--— ,  e  perciò  dati  ad  xr  i  valóri  che  son  tra 

P 

0  t  p  ,  la  spirale  fa  una  seconda  rivoluzione  che  termina 
all’  estremità,  d’ un  raggio  doppio  del  primo;  e  ne  fa  una  ter* 
fca,  una  quarta  ec.  se  x  zz  2p  -4-  x" ,  x  zz-  >"*+  x  "  ec . 

*  .  298-  VII".  La  Spirale  Parabolica  .  Presa  sopra  un  rag¬ 

gio  CN  una  media  proporzionale  NM  tra  l’arco  AN  e  una  j  ,  . 
*etta  data  g,  la  curva  che  passerà  per  i  punti  M  determinati 
Così ,  sarà  la  Spirale  Parabolica  .  Sia  dunque  AN~  x  ,X2M.zz.y  -, 

AC  —  a  ,  ed  avremo  y—  a  —  gx  >  equazione  in  cui  sostituen- 
ec.  in  luogo  di  *■>  troviamo  che  questa  cur¬ 
va  può  fare  un’infinità  di  rivoluzioni  intorno  al  centro  C,e 
che  perciò  è  del  numero  delle  spirali. 

799.  Vili0.  La  Spirale  Iperbolica  .  Suppongo  che  dal  pun¬ 
to  C  preso  per  centro  sull’indefinita  CP  si  descrivano  degli  > 
archi  AG,QM,  PO  ec.  eguali  in  lunghezza,  e  che  per  le  loro  X45* 
estremità  G,M,0  ec.  si  faccia  passare  una  curva  CKGMO. 
Questa  sarà  una  Spirale  Iperbolica ;  e  ben  si  vede  che  presa 
Cllr^AGz^  QM  —  POec.  cd  alzata  BR  parallela  a  CP,  ella  ne 
Sara  l’ asintoto,  perchè  può  solamente  incontrarla  quando  il 
raggio  CM  sia  infinito. 

800.  Sia  il  raggio’CA=  a  ,  ANr:a,  CM=^,  AG—  QM 
ec.  l>  ;  si  avrà  x  :  b  :  :  a  :  y  ,  onde  xy—  ab .  Ora  sostituiti  ad  x 
dei  valori p  -f  x ,  2p  -+x . . .  tnp  -4-  x ,  si  avrà  successivamente  y  zz 

oh  ab  ab 

.  .  . y  zz - -  ;  onde  crescendo  l’ascissa , 

"  2p-^x  s  mp  -\-x  * 

scema  l’ordinata ,  la  quale  diviene  zero  sol  quando  m  è  infi- 
n*ta  -,  dunque  la  spirale  iperbolica  fa  un ’  infinita  di  giriintor - 
710  al  centro  prima  di  giungervi . 

801.  IX°.  La  Spirale  Logaritmica.  Si  chiama  Spirale  Lo» 
&antinica  la  curva  che  taglia  sotto  uno  stesso  angolo  tutti  i 
J^ggi  CM  condotti  dal  suo  centro  C,  cosicché  la  tangente  v  s 
y1!  fa  sempre  un  angolo  stesso  col  raggio  CM.  Questa  curva  ‘*°- 

d  molte  proprietà  che  non  possono  ben  dettagliarsi  sènza  il 
Calcolo  differenziale  ed  integrale. 

.  802  X°.  Curve  a  doppia  curvatura  .  Se  sopra  là  turva  uB  « 

1  alzassero  dell’ ordinate  ST  normali  al  piano  «BC  in  modo  che  *3”* 
a  relazione  tra  1’  ascisse  ó  archi  e  l’ordinate  STcra 

osse  espressa  defun’ equazione  ,  la  linea  aQ  che  passasse  per 
urti  i  punti  qp,  sarebbe  curva  in  due  sensi, e  perciò  direhbesi 
a  d0ppia  curVatura:  ma  poiché  questa  nuova  maniera 
1  c°nceplr  tali  curve  (  che  per  altro  ci  sarà  utile  altrove  )  f 
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138-  !??n  f*  faCl,mente  Ia  relazione  finita  tra  ,  «  *,  ecco  eom« 
d  ordinano  si  concepiscono.  Se  sopra  le  curve  «B  aN  de- 
scntre  con  la  stessa  origine  a  nei  piani  Dac  delle'  .v ,  y  e 
Vati  delle  y,z  (730),  si  intendano  alzarsi  normalmente  e 
segarsi  due  superficie  curve  ,  la  loro  coinua  sezione  aQ  sa¬ 
ni  una  Curva  a  doppia  curvatura  ,  C  le  curve  generatrici 
gB  ,  aN  che  scambievolmente  sarebbero  generate  da  lei  con- 
ducendo  da  ogni  suo  punto  le  normali  TS ,  TV  sui  pian* 
DaC  ,  Dati ,  si  chiamano  curve  di  proiezione,  alle  quali  se 
tre  può  aggiungere  una  terza  che  si  formerebbe  nel  modo 
stesso  sul  piano  CaH  delle  z  .  Onde  1°.  la  curva  a  dop¬ 
pia  curvatura  non  può  descriversi  in  un  piano  •  •>•  i  suoi 
punti  son  determinati  da  due  delle  tre  curve  di  proiezione  , 
le  cui  equazioni  perciò  esprimono  la  natura  della  curva  e 
danno  il  modo  di  descriverla.  Sieno  aB,aN  due  parabole 
deli  equazioni  I  y*=px,  II.  zz-=zqy\  posto  nella  II  il  va- 
or  di  y  preso  dalla  I.,  verrà  III.  z*-pq\v,  equazione  del¬ 
la  curva  di  proiezione  sul  piano  delle  dalla  I.  si  ha 


onde  dati  ad  «  diversi  va- 
la  curva"  Q  ann0  P”  >  c  1’”  =>  «  «  descrive 

803.  Date  ora  due  superficie  curve  con  le  stesse  coor¬ 
dinate  x} y,z,  se  ne  avrà  la  comun  sezione  o  la  curva  a 
doppia  curvatura  sol  che  dall'  equazioni  alle  superficie  si 
deducali  quelle  di  due  delle  tre  curve  di  proiezione.  Sieno 
?nCr!aie  SUPerfic.ie  d’  ™  sol.do  parabolico  e  d’  un  cono  ret- 
®"!epC°  vertice  stesso  abbuio  gli  assi  delle  *  c  delle  y 
scambievolmente  normali  :  dalle  loro  equazioni  (^30;  I.  pX  z? 

?  “*•**»  IL  ^7“  =  **-+**  (  cangiato  nel  cono  *  in  y,  ed 


y  in  x  come 

iv  CLÌ21Z ir 

bz 


esige  il  dato  )  si  ha  III.  —  L.  zz  x* -t  px  —  y*  , 

*)_  b 
— equazioni  alle  curve  di  projezio- 


(  un  »Perb°la  ed  un’  ellisse  )  che  determinano  la  curva 
cercata  a  doppia  curvatura.  E’  chiaro  i°.  che  se  la  III.  o 
,  Sieno  impossibili  o  si  riducano  ad  un  sol  punto,  non  si 
avra  comun  sezione  e  perciò  nemmen  curva;  a°.  che  se  so* 
«tiruito  nella  II.  il  valor  di  z  preso  non  più  dalla  I.  m 
dall  equazion  generale  d’ un  piano  Ax-t-By-t  C:4D- 
(.3°);  possan  determinarsi  A,B,C,D  in  modo  che  con*- 
prima  ne  risulti  la  III.,  non  sarà  la  sezione,  una  curva 


LUOGHI  geometrici. 

I  Costruendo  1’  equazione  y-~  2ax  —  xz  si  trovò 
c  ne  risultava  un  circolo:  questo  circolo  si  chiama  il  Ìuo . 
e°  Geometrico  dell’ equazione  yz~o.ax  —  . 

.  So4'  In  il  lu°go  d’ un'  equazione  e  la  lìnea  de- 

Scritta  secondo  d  rapporto  delle  X  e  delle  jr  che  V  equazione 
contiene ,  rapporto  che  sommi nìcr,-,  i  „  "  e 

tSTrlS™*’'  C0SÌ  "  ^màngoeZ«  ? 

805.  Ogni  equazione  di  questo  genere  può  esser  rap¬ 
presentata  da  av  —  cm 

ay  — bx-hcm  ,  cioè  y— - h :  si  tratta  di  tro- 

a  a 

varne  il  luogo  geometrico .  Sia  APzr*  Ia  linea  deli’ ascisse 
di  cui  pongo  1  origine  in  A  ;  sia  PM  un’  ordinata  y  che  fac-  T47- 

4  «ZZ  AB-8"'0  "“ni™ ■  PreSa  °ra  S°P-  **  una 

4  !  Ir”?  e  parallelamente  a  PM  condotta  ED  — 

a  gol»  simili  >ABD  ,  APN  daranno  a:b::x •  PN  — 
bx  “ 

dunque  se  Ia  data  equazione  fosse  y=—,  la  linea  AN 

a 

irebbe  il  luogo  cercato. Ma  poiché  il  secondo  membro  ha  di 

pi'  CTn 

i  -U  3  le  debbono  essere  accresciute  di  questa  quantità  - 
Perciò  alzata  sopra  AP  parallelamente  a  PM  una  AE  =r  c  -  e 
°ndotta  per  E  i’  indefinita  MM  parallela  ad  AN,  sarà  PM  = 
pN-)-NM=  onde  la  retta  M'M  è  il  luogo  del- 

,a  da,a  equazione .  Se  —  fosse  negativa,  le  PN  dovrebbe- 
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ja-t  ro  diminuirsi  di  questa  quantità,  il;  che  si  fa  conducendo 
’  AE'  sotto  ad  AP  e  per  E'  una  parallela  MM"  ad  AN,  ed 

MM"  è  il  luogo  dell’equazione  d1—” - Parte  OVl 

corrisponde  al  valor  positivo  di  y ,  e  il  suo  prolungamento 
O  Vl"  a  qaello'  di  — y  ;  onde  può  concludersi  in  generale 
che  la  linea  retta  e  il  luogo  geometrico  di  tutte  V  equa¬ 
zioni  indeterminate  del  primo  grado. 

806  Quelle  del  secondo  posson  tutte  ridursi  alla  for¬ 
mula 

yz  -+  axy  -+  b: 1*  ■+  ex  -+  dy  •+  f—  o 


la  cui  costruzione  dà  la  natura  delle  curve  espresse  da  e- 
quazioni  del  secondo  grado,  qualunque  sia  l’angolo  delle 
coordinate .  Risolvo  pertanto  quest’  equazione ,  presa  y  pef 


incognita  (  I.8p  ) ,  e  poi  fatto  jyH- 


1  . 

ax  H - a  =  u  , 

2 


trovo 


! 


(  b  —  )  •**  -+-  (  c —  -  —  o.  Or  per  CO-  I 

4  2-4 

struir  1’  equazione  — cZ  :r  u ,  supposte  le  coot'  j 


148  ^‘natc  AP  —  x,  PM  — ^  nel  dato  angolo,  conduco  AB  ^  ^ 

149.  ~ d  parallela  a  PM  (  sotto  AP  se  d  è  positivo),  e  per  meZ' 

150. 

l£l.  zo  di  BO  parallela  ad  AP  ottengo.  MO  -=z  y d .  Sopl'a 

J50  prendo  ad  arbitrio  BE  r  1 ,  e  condotta  EF—  L  a  parai' 

Jela  a  PM,  e  per  B  ed  F  1*  indefinita  BFN,  i  triangoli  si'  | 

mili  BEF,BON  danno  ON  r:  —  a* ,  e  perciò  MN  —  u.  ^ 

le  coordinate  AP~x,MN~ u  non  sono  in  angolo  tra  \of° 
come  bisogna;  e  però  per  ridurvele,  sia  BN  “a  e  la  reti# 

nota  BF—  n  (65 2);  si  avrà  n:  i::z:x=~t  ed  uz-\-{b^ 

t  11 

~  )  r»  *+  ( c  —  •)—-*/  —  —  o .  Qui  può  accader  1  ‘ 

4  n  'In  4  x.  x 

che 


)(  “85  )(  FrG 

j  j  _ a  *  i''1- 

Clic  b-~  y  nel  qual  caso  y*  -t-  axy  -+  l>xz  è  un  quadrato 

perfetto  -,  2°.  che  h  >  —  -,  30.  che  b  <  —  :  sicché  questa  e- 
4  4 

Stazione  è  suscettibile  delle  tre  seguenti  forme,  I.  uz  _ _ 

ó^'+r  — o,  II.  «a  o2a  —  rz i — s  — :  o ,  HI.  uz  —  o-a* — rz 

s .  * 

807.  Onde  i°.  se  nella  I*.  u*zzgz —  r  =  g(z - C.  j  sj 

£ 

fiiccia  z  —  -L—t,  sara  ua  =  gt ,  equazione  alla  parabola 

(  248)  che  col  parametro  o-,  coir  angolo  MNC  delle  coor¬ 
dinate,  e  coll’ origine  G  del  diametro,  determinata  dal  ca- 

so  di  t=o  che  dà  s=  =  facilmente  si  descrive  (753)  : 

2°.  se  nella  II*.  u2  _ rz s~U—-+.z2 1? s 

ri  r*  _  .  rz  r2 

4g2  4?  “  °  S1  faCCla  ~  S3rk  “*  ~ 

/  r*  -+  45's  2 

®  V  £  )  »  equazione  all*  ellisse  che  paragonata 

all’altra  (764)^  = — *a),  dk  ~=g,  ed  m*  - 

m  mz  07 

ra  — f-  401-5  .  I 

on<*e  m  ^  ^7r  V (  4S"5  ) =  CD  ed  n  —  m>/gz=. 

-y/(--+4s)=  CG,  coi  quali  semidiametri  e  col  centro 

P  ,  c?  V  149- 

^  determinato  dal  caso  di  t  ■=.  o  da  cui  si  ha  z  —  — 

U  20' 

,  è  facile  descriver  la  curva  (764):  30.  se  nella  III1. 

x  rz  s  r‘“  ra  .  c 

^7  '  - s  -»•  — i  =  0  S1  faccia  Zz  H-  —  -4. 

;>  *■*  «**  «  t_r,  * 

sara  ul  =  #(  ta  -+  — ),  equazione  all’iper- 

t°la  il  cui  centl0  c  è  determinato  dal  caso  di  t—  o  da  cui 

Sl  ha  __  J_  —  BC;  e  quanto  ai  semidiametri,  se  405 >  l$c 

r  *  Paragonata  l’equazione  alla  sua  analoga  (779)  j*  zr: 

N  n 


FIG. 
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(  **  “+  n*  )»  avremo  n  —  ±-  V(  4g»  —  r*  )  ed  m  r  .  . 
~/^/ ma  se  4^/s  <  r%  1’  equazione  di  confron¬ 
to  Sara  (  229)  y~  —  -~r  (  *2 — w*  )  che  dà  ,  »  — 

r//1  ’  2p;  ^  ' 

45*)  ed  n  —  ~-yj —  4«  J  ;  onde  la  curva  si  potrà  sem¬ 
pre  descrivere  (782;.  Che  se  nell’ equazione  primitiva  (8o6) 
manchi  y* ,  si  libererà  .v2  dal  suo  coefficiente ,  e  hi  avrà, 
un’equazione  x*  -+•  ayx-t-bx  -+  py  -+  q  —  x2,  -+(  ay  -+  b)  x  -+ 

py  -Jrq-1r  j  — (~r~)  =  °  >  e  fatto  x*  -+  (  ay  -+ 


b)x-\r  —u*,  1’  equazione  uz  —  -! -  py 

q~o  Sara  all’iperbola  e  si  costruirà  come  la  terza  formu¬ 
la.  Infine  se  manchi  anche  bx'3’ ,  liberato  xy  dal  suo  coeffi¬ 
ciente,  resterà,  un’equazione  xy  -+-  ax  -4-  by p=zo ,  ove  fat¬ 
to  b  x  —  u  ,  si  ha  yu-i-ati  —  ab — p  —  o,  c  fatto  y-\-a^ 
2,  viene  uzzzab-+p ,  equazione  all’  iperbola  tra  gli  asin- 
tori:  onde  poste  le  coordinate  AP,PM  nel  dato  angolo  APM, 
prolungata  AP  verso  D  finché  sia  AD  ~b,  e  condotta  DC  = 
a  parallela  a  PM,  si  descriverà,  tra  gli  asintoti  CQ,CK  1’  i- 
pcrbola  della  potenza  ab-¥p  (  774.782),  e  saia  QM^ra^t* 
QC  —  &  -+.  *  —  a  e  QiVlxQC~tiz  =  aJ-t-p. 

808.  Segue  da  tutto  ciò  che  qualunque  equazione  inde * 
terminata  del  secondo  grado  appartieni  a  una  sezione  co - 
nica,  e  che  la  sua  specie  dipende  dai  tre  primi  termini 
y~  -\-axy-¥  bx1  della  formula  generale.  Perciò 

1°.  Se  questi  tre  termini  formano  un  quadrato  perfet¬ 
to,  cioè  se  o  se  non  resta  dei  tre  primi  termini 

altro  che  y*  o  x“ ,  l’equazione  apparterrà  alla  parabola. 

11°.  Se  b  >■  -- ,  1’  equazione  è  all’  ellisse  che  per  altro 

Un  circolo  quando  CD  ~m  —  CG  —  n  —  m  807  ) 
4>-  CI°è  ©  —  I  ,  e  1’  angolo  BNM  è  retto;  allora  BEa  \z:  \  ^ 

FE2  =:  rr  -+  a_  (806)  ;  e  poiché  gzz  (  b  —  I  ? 

4  V  4  '  n 


)(  *87  )( 

si  ha  5r:rj2H — —  I,  e  1’  equazione  primitiva  diventa  v*-+- 
,  4 

axy  •+  x  -{•  ex -bdy  -+f~  o , 


III0.  Se  Z>  <  —  ,  1’  equazione  è  all’  iperbola  quand’  an- 

che  b  sia  negativa;  e  se  b- ri,  l’ iperbola  è  equilatera.  Se 
J^anca  uno  dei  quadrati  y1 , a?1 ,  restando  il  rettangolo  xy, 
a  curva  è  egualmente  iperbola;  c  se  y*  ,  xz  mancano  nel 
tempo  stesso ,  1*  equazione  è  agli  asintoti . 

809.  Può  accadere  che  1’  equazione  proposta  non  sia 

realmente  del  secondo  grado:  tale  è  y* —  as  ;  la 

4 

Sezione  conica  eh’ essa  rappresenta,  degenera  in  linea  ret¬ 
ta,  come  dee  succedere  per  una  parabola  il  cui  parametro 
sii  nullo,  e  che  perciò  si  confonda  col  suo  asse.  Che  se 
T  equazione  proposta  implichi  contradizione  ,  il  calcolo  Io  fa¬ 
rà.  conoscere  colle  operazioni  che  indicherà.,  come  condu¬ 
cendo  a  descrivere  un  circolo  di  raggio  immaginario  tc. 


Problemi  indeterminati  del  secondo  grado  . 

810.  I.  Dati  i  due  punti  A  e  B,  trovar  la  curva  AMB  T  - 
tale  che  conducendo  da  qualunque  suo  punto  Al  le  rette  ^ 
AIA,  MB,  1’  angolo  AMB  sia  sempre  lo  stesso.  Condotta  MP 
normale  ad  AB,  sia  AP  =  *,PM=jr,  AB  —  a  ,tang  AMB  — 

*>  avremo  (646)  tang  AMP  ==  — ,  e  tangBMV  =  tLZlf .  Dun- 

y  y 


*ue  (615)  e  = 


_  y 


— — - -  ;  il  che  dà.  y  *  -f-  x*  —  ax  ■ 

i  —  x)  J 


o.y  ' 

7'  — o,  equazione  al  circolo  (80S).  Ne  compisco  i  due 

SUadrati  e  (y  -  *  poì 

djvid0  AB  in  mezzo  nel  punto  F ,  dal  quale  aizo  EF  = 
Perpendicolare  alla  stessa  AB,  e  col  centro  E  e  raggio 

^  ^ ~t)  iscrivo  il  circolo  AMB,  che  è 
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153- go  dfl1’  equazione  ;  poiché  condotta  EQ  parallela  ad  AB, 
ho  EQpi-a-j;,  MQ  zzy  —  ^  ;  dunque  ec.  Or  poiché  EF 
~  >  deve  essere  1*  angolo  AEF  =  AMB  :  infatti  essendo 


*54- 


EF(~^):FA(~3_a  )::R(-  1  )  :t  =  tang  AEF  (646), 

i  due  angoli  AMB  ed  AEF  hanno  una  stessa  tangente  t  ; 
dunque  condotta  AT  in  modo  che  1’  angolo  TAB  sia  egua¬ 
le  all’angolo  AMB,  la  retta  AE  perpendicolare  sopra  AT 
incontrerà  EF  nel  centro  del  circolo  cercato  . 

Sii.  II.  La  data  retta  AB  si  muova  nell’angolo  acuto 
BCA  in  modo  che  le  sue  estremità  A  e  B  stiano  sempre 
sui  lati  dell’  angolo  dato  :  cerco  la  curva  descritta  da  un  da¬ 
to  punto  M  di  AB.  Condotta  PM  parallela  ad  AC,  sia  CP  — 
x ,  PM—  y ,  AM  z:  m  ,  BM  —  n ,  cos  ACB  =  cos  MPB  =  c  :  avrò 


— —  »  e  il  triangolo  MPB  data  (651)  —  —  y%  f  nz  -+■ 

n*x*  ,  ‘Incxy  n*xa' 

— — }  ovvero  y - -  -+  -__l  —  =  o,  equazione  all’ 


ellisse;  poiché  — T>— cioè  I  >  c  (808).  Faccio  y  — 


—  —u,c  posto  sen  MPB  —  s  ,  si  avrà  u1  -i - -  - 


o.  Presa  dunque  CE  —  I,  e  condotta  EF  z:  —  parallela  ad 

m 

AC,  se  si  conduce  CFQ,  si  avra  QM  =  u.  Sia  dunque  CF  — 

/  /*,  CQ  =  zi  si  avra.  ar  —  A;  dunque  ir  —  —  _ - 

J  s* 

s1  ) .  Quindi  i  semidiametri  conjugati  CO  e  CG  saranno 

tespettivamente  espressi  per  —  c  per  n,  e  poiché  si  co¬ 
nosce  1*  angolo  GCO,  è  facile  descriver  1’  ellisse  (“66).  Se 
y  *  angolo  ACB  sia  retto ,  1’ equazic^n  primitiva  diventerà  y'lzz 
ri*  .  z  2 

—  (m  x  ),  e  apparterrà,  a  vun’  ellisse  dei  semiassi  ;n,«. 

Quindi  dati  gli  assi  potrà  descriversi  1’  ellisse  ;  essendo  il 
maggiore  2 a,  il  minore  26,  prendo  AMza^  MBzz6  c  muo- 


)(  2^9  )( 

Vo  AB  tra  i  lati  d’  una  squadra  ;  il  punto  M  descriverà  il 
quarto  d’  ellisse  richiesta  . 

.  .  812.  III.  Data  la  parabola  NAK ,  trovare  il  luogo  di  tut- 
1:1  1  punti  M  tali  che  le  due  tangenti  NM,KM  facciali  scin- 
P^e  l’angolo  stesso  NMK.  Condotte  MP,KL,N^  normali 
ali  asse  AQ,  sia  AP  =  * ,  PM  =y,  NQ  =  a ,  KL  —  « ,  il  para¬ 
metro  della  parabola  =/>,  £<2720- NMK  =:t,  onde  AQ=AT  = 

-,  AL  =  &S=j  (  248  .*Z5i  )  >  QT  =  ^-’  Ls=y,  e  at- 

tesi  i  triangoli  simili  TPM,TQN,  ed  SPM,SLK,  avremo 
2s2  a1  ,  2«* 

- —  :  z  :  : - x  :  y  e  anche :u::x - :  y ,  e  di  qui  z  = 

P  p  J  p  P 

«  —  ~~y  *+  V(  y2-^px),n  -+  z  =2-v/(  va-f- 
px)  ed  uz  =jjx.  Ora  NMK  =  NTQ  -+■  KSL  (425),  e  per¬ 
chè  (646)  tang  NTQ-^  e  ta^KSL=£-,  Sara  tzz 
2p  (  u  — r  Z  ) 

c  post*  por  u  -+  a  ed  uz  i  lor  valori  ,£-... 

’  e  brando,  >*  =  **  fa¬ 
zione  all’ ipcrbola  (808).  Sia  .r  —  - —  «*>  e  verrà  v*  — 

42  £*  v 

t2[<p2  — I  )  J  che  paragonata  con  yx  —  ~  (  *2  — . 

m 1)  (807)  e  chiamato  s  il  seno  dell’  angolo  NMK,  da  772  = 

97àV/(<;2~f  1  )  =  (610)  •£—  ed  zi  —  :  onde  diminuendo 

2  ts  2  s 

le  *  di  AC  P  iperbola  del  centro  C  e  dei  se- 

4  2£4 


ml^'SÌ  CD  =  772 ,  CG  —  n,  saia  il  luogo  dell’  equazione,  £  si 
osservi  i°.  che  se  T  angolo  NMK  sia  ottuso,  la  tangente  t 
s.ar'a  negativa:  ma  ciò  nulla  cangia  nell’equazione  che  con- 
J*5"e  sole  potenze  pari  di  t:  onde  dei  due  rami  iperbolici 
lU/«,M'tZ/72/  quello  soddisfa  al  problema  quando  il  dato  an- 
g°lo  è  acuto,  questo  quando  è  ottuso:  20.  che  se  il  dato 
angolo  è  retto,  si  ha  7  =  50  (610),  onde  la  linea  cercata  è 
‘  dn-ettrice  della  stessa  parabola  (197.749);  cosicché  due 
,  genti  della  parabola  che  partono  da  un  punto  della  di- 
CriCe>  foiman  sempre  un  angolo  retto. 


FIG. 
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813.  IV.  Far  passare  una  Sezione  conica  per  cinque  ptsn* 
ti  dati  A,C,D,B,E.  Per  due  di  questi  punti  conduco 
AB  e  dagli  altri  punti  le  perpendicolari  CF,DH,GE  sopri 
di  essa ,  e  poi  suppongo  che  l’ equazione  della  sezione  conica  cer¬ 
cata  sia  ay1-+bxy-i-  ex*  -+  dx-pfy-h g—O  e  faccio  AFzz^> ,  i>Czz 
q ,  AG  —p\  GE  —  q',  AH  zz  p" ,  OH  zz  q" ,  AB  -p'"-  Quando  x  zz 
o,sara  y—O,  onde  gzzo  ,  e  però  l’ equazione  si  riduce  adaj/a-t- 
bxy  -+  cas*  — h  dx  -+Jy  zz  o  .  Quindi  secondo  che  x  ~ p  yzz.  p' ,zz 
p"  ,  ~p'">  si  ha^rz  q,  —  —  q\  zz  q"y  —  o  :  sicché  si  hanno  le  quat¬ 
tro  equazioni,  aq 2  4-  bpq  4-  cpz-\-  dp~\-fq  —  O  .  .  .  aq  q  — 
bp  q'-h  cp  p'  -+  dp'—fq '  —  O  . . .  nq'q  -+  bp"  q"~h  cp"  p"  4-  dp'-Y 
Jq  —  o  .  .  .  cp{"p"  4-  dp"  zz  o ,  da  cui  si  avranno  i  valori  di 
li  ,  c+dy  f,  che  sostituiti  in  aya4-  bxy  4-  cxz  4-  dx-+fy  zz  o, 
danno  l’equazione  della  curva  cercata.  Il  metodo  può  appli¬ 
carsi  a  risolvere  un  somigliante  problema  per  le  linee  del  ter¬ 
zo  ,  e  del  quarto  grado  ec. 

814.  Così  si  trova  per  approssimazione  la  legge  di  più 
quantità  legate  insieme  con  certi  rapporti .  Suppongo  per  esem- 

j  c-7.  lv‘°  tre  quantità  EC ,  DE  ,FG  dipendenti  da  tie  altre  AB, 
*  AD  ,  AF;  si  vuole  in  generale  una  legge  che  unisca  queste  sei 
quantità.  Immagino  l’indefinita  AF ,  e  riguardo  le  sue  parti 
AB ,  AD,  AF  come  l’ ascisse  d’una  curva  CEMG  ;  suppongo  che 
ogni  ordinata  y  sia  una  funzione  indeterminata  A  4-  B„r  4- 
Caa 4-  ec.  dell’ascissa  corrispondente  (  se  le  date  quantità  fos¬ 
sero  quattro  BC  ,  DE  ,  PM  ,  FG,  prenderei  quattro  termini 
per  esprimere  questa  funzione  ).  Or  giacché  si  ha  y=A-ì 
Bx  -t-  Cv",  faccio  AB  za,  BCzzò  ,  ADzr  a  ,  DEzzò' ,  AFzr  <2 ", 
FG  —  b”',  onde  le  tre  equazioni  /»— A-t-B1i4Cai  ...b'  z 
A-4-Ba  — f- C a  a  ...b'  =A-f Ba,f4-Ca"a",  con  cui  si  de¬ 
terminano  i  coefficienti  A,B,C  e  l’equazione  approssimai- 
della  curva  CM,  ove  una  quantità  AP  dipende  da  un’altra 
PM,  come  AB  dipende  da  BC,  AD  da  DE  ec.  Tale  è  il  Me¬ 
todo  dell *  Ini  crpolazioni . 

Si 5-  Con  questo  si  ha  1’  equazione  approssimata  d’  una 
curva  segnata  a  caso  sulla  carta  .  Basta  i°.  abbassar  delle  per¬ 
pendicolari  da  varj  punti  di  questa  curva  (  e  in  particolare 
da  quelli  ove  cangia  molto  di  concavità  )  sopra  una  retta  pre¬ 
sa  per  retta  dell’ ascisse  :  2°.  supporre  che  l’equazione  della 
curva  sia  y  zz  A  — !- Bit  4- C.ra  — {-  Da?J  ec.  in  cui  si  fanno  entrar 
tanti  coefficienti  indeterminati  quante  son  le  perpendicolari 
abbassate  ;  30,  determinar  come  sopra  i  coefficienti  A?  B,  C,  D  ec 


FIG. 
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Problemi  determinati  fino  al  quarto  grado. 

_  ,  ^  luoghi  di  due  equazioni  indeterminate  del  secondo 

S  aao  posso n  costrnirsi  sulla  stessa  retta  dell’  ascisse  ,  con  la  stcs- 
onginee  nello  stesso  angolo  delle  coordinate  .In  tal  caso  le  due 
urvesi  taglieranno  in  punti  tali  che  l’ordinate  corrispondenti  a 
4uesti,  sarannoleradicidell’equazionc  determinata  chesi  avreb- 
e  nunendo  ledue  equazioniin  una  che  non  contenesse  altro  che 
X  °  y  •  Reciprocamente  se  un’  equazione  determinata  del  terzo 
<5“arto  grado  si  divida  in  due  che  contengano  x  ed  y ,  co¬ 
sicché  eliminando  x  oy  si  ritrovi  la  data,  è  chiaro  che*  co¬ 
struendole  come  sopra  ,  i  punti  d’intersezione  delle  due  curve 
avranno  per  coordinate  i  valori  dell’  incognita  :  cosile  nell’ 
equazione  ** -+  -+£**  -favH-d  =  0  S1  faccia  x'- ~py 

iTJnl  \apXy  ^bPy^cx^d~  o ,  equazione  a  una  sezìc- 
”  "n'f  Che  costruita  con  la  parabola  dell'equazione  «*  = 
ry,  taglierà  questa  curva  in  dei  punti,  le  cui  ascisse  corri! 
nùattrontr‘rHarann0l'  'T'0'?  di  *'  Q“"do  la  data  equazione  ha 
ti  •  Quando1  h  '  i’  '  1“*  C"rve  3‘  taSliano  ^  quattro  pun- 
immeZZ.  due.solc'  51  ragliano  in  due  ;  se  tutte  sono 

curve^si  f  ’n°n  Sl  Ha  1Hterse2l0nei  con  rad»ci  eguali,  le 
curve  si  toccano;  c  perchè  «'incontrino  in  un  numero  di 
punti  eguale  a  quello  delle  radici  reali  ed  ineguali,  si  pren¬ 
de  1  equazione  d’una  delle  due  curve  con  y  alla  sòia  prima 
dimensione.  Del  resto,  il  metodo,  sì  hello *in  teorica , è  sta¬ 
to  in  pratica  quasi  abbandonato  per  1*  impossibilita  di  descri¬ 
vere  esattamente  le  Curve. 

Dronf1*-'  I,Date  dl*f  ,re,tte  trovar  tra  esse  due  medie 

lv  X'y'  r°'chè  Per  iPotesi  ”  a:x:y:b,  sark*a  = 

7":  ’  •  L  y  »  onde  costruite  le  parabole  di  queste  equa- 

sr  n,1  C°n  a  s^essa  rctta  dell’  ascisse,  lo  stesso  vertice  e  lo 
esso  angolo  delle  coordinate  (che  ordinariamente  si  suppo- 
e  retto  ),  esse  daranno  con  le  loro  intersezioni  i  valori  cer- 
C;itl  di  x,y. 

tcr7„Ma  non  deve,in  Sacrale  costruirsi  un'equazione  del 
ni,',  °  srad°  scnzil  far  uso  deI  circolo,  curva  tanto 

LleCZ°da  a  d,escr,'rmu  Cl,e  se  Pcr  *ntrodurre  il  circolo 
desti  UZi0m  J‘  <iues'°  genere ,  occorre  talvolta  una  certa 
Per.,.1'1  sono  a"che  cerei  cas’>  in  cui  si  presenta  da  se 
l,x__ ^emp'o,  sommando  le  due  equazioni  x*  —  ay=zo  rr 

®?P?°3t«e  le1Coor2dinate  in,  angolo  retto,  nasce  1’ 
fina  paraci  C*fw  j*i  ~V'J  ~  bx  —  °'  Descritta  dunque  0 

Pai aboia  AM  del  parametro  b  sull’  asse  AP ,  ella  sarh  il  r58- 
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g,  luogo  (kir  equazione  yz  —  bx.  Per  trovar  quello  di  x'~\-yr  — 

ay  —  bx—O,  sia  x - -ir:u,e  v - —az=z:  avremo  i iz -’r 

2  2 

z1  ~  1  [u*-\-bz),  e  condotta  da  A  perpendicolarmente  ad 
4 

AP  la  retta  AB--*-a,  e  per  B  l’ indefinita  BCQ parallela  ad 

AP,  se  picso  CB  —  —  b  si  descriva  un  circolo  col  raggio  CA  , 

egli  taglierà,  la  parabola  in  un  punto  M  tale  che  condotta  la 
perpendicolare  PM,  le  coordinate  AP,PM  saranno  le  due 
mcdic-proporzionali  cercate . 

Supposto  b  ~  ‘la ,  il  cubo  fatto  sopra  AP  sarebbe  doppio 
del  cubo  a5  (214),  ciò  che  risolve  con  poco  il  problema  delia 
duplicazione  del  cubo  sì  famoso  tra  gli  Antichi.  Anzi  può 

generalizzarsi  questo  problema  prendendo  b  —  ”—  per  trovare 

un  cubo  AP3  zx  — —  che  sia  ad  un  dato  cubo  a*  nella  ra¬ 
gione  rn:  ri. 

818.  II.  Div  idere  in  tre  parti  eguali  un  arco  di  circolo  BF. 
Suppongo  MF  il  terzo  dell’  arco  BF  e  oltre  le  normali 
BOG  ,  MP/71  sul  raggio  AF,  conduco  B;«  ed  /nR  normale  a 

BG.  Poi  fatto  AP  =  x ,  PM  ,  AMz:« ,  AO  b  ,  BO  “  c ,  i 
triangoli  simili  AMP,  B//zR  daranno  x:y  :  : c-±y\x —  ò,cioè 
y*  — x*  -+  cy  -+l>x  —  o  ,  equazione  all’iperbola  equilatera  (  808  ) 
che  costruendosi  determinerà  il  punto  M  nel  quale  il  circolo 
e  l’iperbola  si  taglieranno.  Ora  ella  può  mettersi  sotto  questa 

forma  —  b)  =  —  c2 - ly  ;  dunque 

(807)  se  c>6,  l’equazione  apparterrà  aljecond’  asse,  e  se 
c  cb,  al  primo.  In  quest’ ultima  supposizione,  dal  centro  A 

si  conduca  AD  =  —  c  normale  ad  AF  ,  e  da  D  si  tiri  DC=:  -  b 
parallela  ad  AO  *,  il  punto  C  sarà,  il  centro  dell’  iperbola,  e 
se  si  prenda  CL=rCK:=:  —  \/(ò2 —  ca),  e  si  descriva  sull* 

asse  LK  un’ iperbola  KM,  ella  taglierà  il  circolo  nel  punto 
cercato  M.  L’  iperbola  opposta  M'LM"  taglia  il  circolo  io 
due  punti  M'  ed  M",  il  p+imo  dei  quali  dà  (Ó35)  1’  hvco 
F'M'  terza  parte  di  F'  Vl'flf  ,  ed  il  secondo  determina  P  ai/’ 
F'M"  terza  parte  di  F'M"GFB  -,  jl  punto  G  non  dà 
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4>"  0,8  radice  G0  =  —  c  è  quella  per  cui  può  dividersi 

L»T  ‘V-tr-W’  -  3«V  -4<*‘  cjr-a'  c»  =  o  che  ri-  *S9* 
«mudai  due  luoghi^2  — a=-)-x1  —  o,^=—x,-+ej.-)-JJ;—0. 

^  V^esti  luoghi  sommati  danno  jy2  -4-  *  bx  -+  A‘Cj  — 
a  a'  ,  equazione  alla  parabola .  Perciò,  condotta  dal  punto  A 
parallelamente  a  BG  la  retta  AD  =  ^c,  si  conduca  DC  —  lóo. 

jg  °  "4-  ax 

- parallela  ad  AF,  e  si  descriva  col  vertice  C  e  as- 

^  CD  una  parabola  del  parametro  }-b\  essa  taglierà  il  cir¬ 
colo  ne’ punti  cercati  Posson  variarsi  queste  so- 

’Uzioni  in  molte  maniere,  moltiplicando  le  due  equazioni 
®el  problema  per  delle  quantità  indeterminate  ,  e  somman- 
°one  o  sottraendone  i  prodotti  :  il  che  conduce  a  delle  se¬ 
zioni  coniche  differenti ,  tutte  egualmente  proprie  a  risolve¬ 
re  il  problema.  Così  per  risolverlo  coll’ellisse,  basterà,  mol- 
t.phcar  r  equazione  yz-+x*^a'=zot  per  l’ indeterminata  m, 
e  aggiungerne  il  prodotto  alla  seconda  equazione  -,  si  avrà 
*a  ,  (  m  —  I  )  A’*  -tP  bx  -+.cy  —  az  m 

J  - r==:a-  —  0  che  appartiene  all’ el¬ 

lisse  quando  m>  I  ^positiva,  ed  all’  iperbola  quando m<  i 
U^negativa .  Si  può  inoltre  determinare  m  con  una  condi¬ 
zione  arbitraria*,  per  esempio,  se  si  volesse  che  gli  assi 
dell  ellisse  fossero  tra  loro  in  ragione  di  p:<2,  dovrebbe  es- 


«ete  i=i  =  C,  il  che  da  ,n  =  C±P-x. 
m-h  l  q  q-  —  p1 

819.  III.  Dividere  lo  spazio  parabolico  ACB  con  una 


retta  CM  in  due  settori  eguali  ACM,BCM.  Condotta  MP  l6l* 
Armale  ad  AC  ,  sia  AP  rr  * ,  PM  =y,  AC  =  a ,  BC  =  b  ,  il 
Parametro  della  parabola  =r p  ;  avremo,  come  ben  presto  si 
Vedrà. ,  ?  Xy-i.  Ly(a  —  x)c=  ACM  rz  A  ACB  =z  A  ab  ,  ov- 
Vero  xy-t-^ay—  2ab,  equazione  all’  iperbola  tra  gli  asinto- 
*•  Prolungata  AP  verso  F",  onde  sia  AF  zz  3AC  c  condotta 
Perpendicolare  ad  FA ,  tra  gli  asintoti  FK  ,  FA  si  de- 
®cr»va  una  iperbola  equilatera  della  potenza  2 ab-,  essa  sarà 
^  luogo  dell’  equazione  xy -+  3<zy  —  e  taglierà,  la  para- 

°  a  nel  punto  richiesto  M. 

Volendosi  servir  del  circolo,  poiché  b 1  — z  ap  ed  y 2  n 

?x>  sarà  X--L.  —  ,  valore  che  sostituito  nell’ equazio- 

ne  $ay  =z  2ab ,  la  cangierà  in  yì  -+  $bzy  —  2Ò3  zz  o:  la 
O  c>  , 
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16 1.  moltlPllco  PC *  y  t  diviene  j4-f-  3 bzyz  —  2b*y~o,  da  cui, 
sostituito  ~  ad  yz ,  ricavo  x2  -+  %ax  —  ~  y  =  0  :  a  questa 
aggiungo  yz  —  px  —  o,  ed  ho  ^  H-  a?2,  -+  (  3a  —  p  )  #  — 

‘laz  _ 

~j^y  —  °»  equazione  al  circolo.  Alzata  dal  punto  A  nor¬ 
malmente  ad  AP  una  retta  AD  —  ™,  si  conduca  ad  AD 
b 

dalla  parte  opposta  al  punto  M  una  perpendicolare  DC'  ^ 
i(3 a~P)(  qui  si  suppone  3a  >  p)t  c  col  raggio  C'A  e 
Centro  C'  si  descriva  un  arco  di  circolo  -,  quest’  arco  taglie¬ 
rà.  la  parabola  nel  punto  richiesto  M  ;  e  PM  =z  b[J/(  I  -t- 
V’S  )  \/  (  —  I  -f  V2)  ]  • 

^  820.  IV.  Trovar  le  radici  dell’  equazione  del  quarto  gra- 

do  -+ pzqx p*  r  —  o  per  mezzo  d’ un  circolo  e  d’ 

una  parabola.  Fatto  al  solito  xixzpy,  viene  y3  -ì-qx  -~py  —t* 
P’z  0  ’  v*  unisco  x 3 — py~o  c  nasce  1’  equazione  al  circolo 
x  2py -p  qx -*r pr  —  ò  .  Descritta  dunque  col  parametro p 

164.  a  Para°°*a  ^  AM  '  che  abbia  AQ  per  asse  perpendicolare 
ad  Ap>  e  presa  AD=p ,  DC=  lq  nodale  ad  AD  dalla  par¬ 
te  in  cui  è  nella  figura  (  si  prenderebbe  dall’  altra  se  fosse 
negativo  ),  si  troverà  che  un  circolo  del  cèntro  C  e  rag- 
gl°v>\/(CA2 — pr  )  taglierà  la  parabola  ne’  punti  M,  M', M"> 
M  ,  che  determineranno  ie  radici  dell’  equazione,  due  po¬ 
sitive,  cioè  MQ,M'Q',  1’ altre  negative.  Se  1’  equazione  da 
costruirsi  fosse  x^-^p^x3 — pzqx  =  o,  presa  al  solito 

x‘  —py>  S1  avrebbe  y3 x3 —  qx-’rpr  —  o,  equazione  al  cir¬ 
colo  come  nel  caso  passato ,  ma  più  facile  a  costruirsi 

Si  cerchino  ora  le  radici  dell’  equazione  or4 _ pqX2  -+ 

p*rx  -+p2m2  zz  o  per  mezzo  di  un  circolo  e  d’  un’  iperboli 
tra  gli  asintoti.  Presa  xyzz-pm ,  viene  x 4  — pqxz  •+  p2rx'Jr 

x'ZyZ  —  o  —  *l  -+>*  —p<J  ~+  ~  —  Jb2  -f-  yz — pq-b^~  ,  equa- 

165.  *ion*  al  circolo.  Tra  gli  asintoti  perpendicolari  QAQ/,P"'AP/ 
descritte  1’  iperbole  equilatere  della  potenza  pm ,  prendo  sot¬ 
to  AP  la  retta  ACn-^,  e  il  circolo  del  centro  C,  col 
2  m 

laog'°  \/(AC z-+pq)>  taglierà,  l’iperbole  opposte  nei  quat¬ 
tro  punti  M ,  M',  M" ,  M'" ,  i  quali  determineranno  come 
sopra  1  quattro  valori  di  x  con  le  ascisse  AP,  AP',  AP",  AP^  • 
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ELEMENTI 


»EL  CALCOLO  DIFFERENZIALE  ED  INTEGRALE  ; 

Fondamenti  di  questi  due  Calcoli . 

$2i.lLrfE  quantità,  si  dividono  in  costanti  ed  in  va¬ 
cabili  :  le  costanti  che  sogliono  indicarsi  con  le  pri- 
131  e  lettere  a,b,c  ec. ,  non  crescono  nè  scemano;  le 
variabili  che  si  esprimono  con  1’  ultime  x,y,z  ec. , 
crescono  o  scemano  continuamente.  Così  il  diametro 
dei  circolo  è  una  quantità,  costante  ,  mentre  le  sue 
ascisse  e  le  sue  ordinate  son  quantità  variabili  (4^8) , 
che  hanno  anche  una  relazione  scambievole  {^29): 
se  questa  non  vi  fosse  si  direbbero  indipendenti  tra 
loro  .  La  porzione  finita  di  cui  una  variabile  x  o  y 
cresce  o  scema  ,  si  chiama  differenza  finita  e  si  scri¬ 
ve  S'x  (  di  fferenza  di  x  )  o  $y  (  di  fetenza  di  y  ); 
cosicché  xr±$x  è  la  variabile  accresciuta  o  diminui¬ 
ta  deila  sua  differenza ,  e  £  è  il  segno  con  cui  si  in¬ 
dica  cangiamento  finito  di  essa  ,  il  quale  avrà  h- 
8p  ella  cresce ,  e  —  se  scema ,  onde  $  (  x  -+y  )  non 
^gtiifica  qui  moltiplicazione  ,  ma  la  differenza  $x  •+ 

°y  di  x-¥  y  f 

Generalmente  [  <p  (  •*•  )  ]  >  ^  \f{  *  >.r  )  ]  ec  signi- 
beano  la  differenza  d'  una  funzione  <p  di  .v  o  di  una 
funzione  f  di  x ,  y  ec.  :  ove  per  funzione  si  inten- 
(\e  qui  una  quantità  composta  di  .v  e  dì  costanti  ,  o 
Cl1  *,y  e  di  costanti,  ma  tanto  generale  che  rap- 
Presenta  tutte  le  infinite  quantità  particolari  che  pos- 
41011  formarsi  con  x  0  con  x  ,  y  c  con  delle  costanti . 

822.  Sia  la  curva  CMG  con  le  coordinate  AB  icr 
*  BC,AD  e  DE,AF  cd  FG  ec.  ;  se  AB  .=  #  e 
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157  BG==^’  sarti  AD  =  AB4BD='4fH.^»y  jjg-5 
Uà  -i-  uE  ==  y  -+  =/ ,  AP -=  ÀD  -f  DF  —  x'-+  $x'  === 

x',$G  =  Fb-+bG  =  y/-i-$y/=y"  ec.  ;  dunque  x' — 

X—  $X,X  — ' V  =f  tx't$x'  —  }x  =  $  (  *'  1_  at  )  = 

o  (  ^  )  —  ^ =  ^2a- :  del  pari  / —  y  ==  ,  y" _ - 

^  =fv  ’ ày'  —  ày  —  £xy-  Ora  le  quantità 
ec.  diconsi  differenze  seconde -,  e  ^x.^y  sarebbero 
le  terze  ec.*  ove  si  osservi  che  d  zx  è  molto  diverso 
da  &x  ,  perchè  d  x  e  la  differenza  seconda  di  k  , 
mentre  d*2  è  il  quadrato  della  prima  $x  .  Ordina¬ 
riamente  1’ una  delle  due  differenze  prime  àx^èy  si 
riguarda  come  costante  -,  supponendo  per  esempio  BÌ)^= 
=  DF=FI  ec. :  ina  non  potranno  farsi  costanti 
ambedue,  poiché  allora  sarebbe  il  triangolo  CaE  = 
E^G,  e  la  curva  GG  si  supporrebbe  una  retta. 

r,  i^er  ren^er  P‘ù  semplici  i  calcoli  si  fa  costante  Jjr 

e:..  ^Rr—  '*0»’  °  ,Sl  J^CCia  0  no  ?  d  risultato  è  lo  stesso. 

_Br^  PE=_>  »FG=y'=y-i-5y=:^M-25>-4-3N,  ed 
'  verrà  5y  2*3» (827),  e  presa  costante  — 
BDzzDF,  saia  5ly  -  2$*4 ,  e  I.  FG  -  **  +  M*  . 

Alasse  BP=:£*,  PFzr  $*',  avremo  Sy  —  2*J*  -4-  Sx*,S*y  = 
2?:"1‘24!J!‘i,4J41x4Si*J  (834)*  e  II.  FG  =  *4-f-4*5*M- 

43*  -4-2*5  *-4-  45*5a*H-  52*2.  Ora  avendosi  sempre  3*-^ 
IoXr^f  «■+S- PF=BD-+DF  =  25*>  se  questo  va- 
Si  1*  T  5*  81  ?°n^a  nella  ?•»  verrk  esattamente  la  II.,  on¬ 
de  la  I.  ove  5*  e  costante,  non  differisce  dalla  II  ove 
non  lo  e . 


823.  Dall’ equazioni /  =  _y  +  Jy)y"._ 

y .  —_i  't  W  ,ec-  ’  w — ?>'•+ J  v  >  >/' = 3./  -t-  3  y . 

°  y  ®  y  ec. ,  si  ricava  facilmente  che  presa 

costante  *  all’  aseissà  x'==x-*-$x  corrisponde  l’ or- 
ornata  y  —  y-*-$y,  all’ascissa  x"  ==#4  corri- 
spondei  ordinata/'  =^-*-2^-^/,  all’ ascissa  *"'=* 
*  3d*  corrisponde  1* ordinata  y"  =y  -+  3 $y  -v  3^  *y-4- 

0  y  ec. ,  ove  i  coefficienti  dei  termiiii  son  quelli  del- 
e  vane  potenze  d  un  binomio  ;  dunque  in  generale 
ali  ascissa  *  n}x  corrisponderà  un  ordinata  P  = 

y  H.  «*-*-»  .  — J—  iy  *  ec  , 
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teorema  eli  cui  può  farsi  un  buon  uso  per  sommar 
le  serie. 

Se  5 y  divengano  dx,dy  (842),  e  si  supponga  rtdx— 

quantità  finita  ,  6arà.  (  197)  n  =  00  =  n  —  l  —  n  —  2 

*c.=  t,  Cd  Y-»±^'h-— In- t-ec.,nuorocco- 
dx*  y  dx  2dx*  2 -3^3 

rema  di  cui  parleremo  altrove.  E’  chiaro  che  a  può  anche 
supporsi  infinitesima  purché  allora  si  riguardi  dx  come  infi¬ 
nitesima  del  second’  ordine  . 

824.  Che  se  Aa  ora  IH  =  y,FG  =  /y,  DE  = 

"y>  BG  '"y  ec.  premettendo  Y  accento  per  indica- 
re  il  progresso  dell’  ordinate  all’  indietro ,  avremo 
He  =  $■  y ,  Gh  =  yy ,  Eu  =  y"y  ec.  ;  onde  y  —  fy  = 

'y ,  ’y  —  y'y  =  "y  ■>  "y  —  y"y  =  "y  ec. ,  e  però  y  = 

^  y  f'y~  y.y  f^'y  ^"y  —  ¥y  à'y  *+  y"y  -+"'y  ec.  = 

ò  (  'y  -f  "y  -+  '"y  ec.  )  ,  altro  teorema  importante  da 
Cui  si  ha  che  un  ordinata  y  o  in  generale  una  fun¬ 
zione  qualunque  di  y  è  sempre  la  differenza  della 
somma  dei  termini  che  la  precedono  .  Dunque  i°.  lo 
spazio  Hi,  1’  arco  H/z  ec. ,  tutte  funzioni  di  y  come 
Vedremo,  son  la  differenza  della  somma  degli  spazj 
Cl,EF  ec.  o  degli  archi  GH,EG  ec. ,  ovvero  d’uno 
spazio  qualunque  CI  o  di  un  qualunque  arco  ClI  ec.  : 

20.  supposta  costante  $y  'y  $"y  ec.  =  1,  sarà 
y  =  $  (y  —  1  -+  y  —  2  -+y  —  3  h-  ec.  )  :  in  tal  cdso  sé 
x  f  funzione  di  y  ,  la  serie  ec.  '"x  ,"x ,'x ,x ,x' , x" , 
x  ec.  si  scrive  da  molti  x  ,x  ,x  .  . . .  .* 

o  12  y — 3  i y — 1 

yX  ec.  :  noi  non  useremo  questa  nota- 

y  j-4-i  j-f2 
sione  . 

825.  Come  il  cercar  la  differenza  d’  una  varia¬ 
rle  dicesi  differenziare ,  così  il  risalir  dalla  differen- 
z a  aUa  variabile  stessa  chiamasi  sommare  0  integra - 
re>  e  come  la  differenza  si  indica  con  cosila  scoi-1 
513,  può  indicarsi  con  <r;  onde  <rà'x,<r$xx  ec.  vuol  dir 
*  spniina  di  cui  $x  o  Szx  son  la  differenza.  Ma  cfuì 
f1  rifletta  i°.  che  tanto  è  (rafrx  che  aerfrx  pefehè  1’ 
ntegrazionc  non  riguarda  mai  le  costanti  ;  onde  s# 
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costante  (822),  si  avrà  ec.-  2*. 

che  $x  tanto  è  differenza  di  x  che  di  x^ta,  giac¬ 
ché  a  essendo  costante  non  ha  differenza,  cioè  non 
cresce  nè  scema  (821);  onde  l’eguaglianza  della  dif- 
terenziale  di  due  variabili  non  prova  già  che  le  va¬ 
riabili  sono  eguali,  ma  solo  che  posson  differire  d’ li¬ 
na  costante ,  la  quale  sparisce  differenziando ,  e  poi 
si  supplisce  sommando  coll’  aggiungere  alla  somma 
1  indeterminata  G  (  costante  )  da  determinarsi  secon¬ 
do  le  circostanze  :  così  <r}x  =  *  -4-  C ,  rò*x='}x-* 
G  ec.  Tra,  poco  faremo  sentire  anche  meglio  la  ne¬ 
cessita  e  V  uso  di  quest’  aggiunta  :  solo  osservo  che 
può  darsi  alla  costante  una  forma  che  V  assomigli  a- 
gli  altri  termini  ;  poiché  se ,  per  esempio ,  nell’  equa¬ 
zione  y  —  axn  •+  C  sia  b  il  valor  di  x  che  rende  y  = 
o,  si  avrà  ab11  -+•  G  =  o ,  e  C  =  —  ab”,  onde  y  = 

/  n  1 n  v  ..  • 

finite  ~ '  b  '  Passlamo  al  calcolo  delle  differenze 

82Ó.  Vogliasi  la  differenza  fruita  di  a?  -+bx^ 
cy  —Jz  =  u ;  avremo  (82 1)  u  -+  =  a4  -+  bx  =±  b$~x  -*• 

cy-=±  c$y—fz  =  u\  onde  u  —  u  =  ùn  =  =fc 

-C*  ■  dunque  all’  opposto  <r  (  b}x  -+ 

*ày — J  ?z  )  =  bx  -4-  cy — Jz~hC. 

827.  Sia  da  differenziarsi  x”  =  It;  avremo  u  -*• 
£u  =  (x-^t$x)  =2  a7,  ed  il  ~  u  —  nxn~~lK 

$X-hn. - -  X1  2  ~1.  Ti  «  —2  71*3  . 


*  n— I  n  —  2  „  „ 

o#  -+■  n .  — x  $x 


CC.:  cosi  ^(x*  )  )  — 3ATa^-f- 

$*}**-*•  bx* ,  ec.  Dunque  (db  n.  — x 

«  —  2  t  »  n  1 

x  ° x  —  ec-  )  — '  x  •+ G .  Sia  (J'a*  costante  e 
n—l\  dunque  cr$x  =  (825)  $x<ri  =  x,  c  <ri  = 

OC  o 

2  •  n  =  2i  dunque  <r  )  =  a}x<rx-*- 


^59 
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***«=*#»,  e  =  3*.  n  =  3;  durqu» 

3*  ^  ■+  •+  )  =  3^A'<r^1  -4-  3 $x*<rx  -+ 

òx'r i  =  *5,  e  <rv  ==—---4- -3-  ec.  ec.:  onde  se 

=  1 ,  verrà  <ri  =  * ,  <r*  =  §  (  *a  —  x),  <rxz  = 
fi**  —  ux"z  -+■  6X>  «c.  ec.  E  nel  modo  stesso  dalle  se¬ 
guenti  differenze  dei  rotti ,  dei  radicali ,  delle  fun¬ 
zioni  circolari  ec-  si  otterranno  le  respettive  somme 
che  lasceremo  ormai  di  notare  ,  bastandoci  di  avver¬ 
tire  in  generale  che  per  aver  le  somme  bisogna  ri¬ 
fletter  molto  sulle  differenze  . 

828.  Si  voglia  la  differenza  di - —  u  •  avrc- 

(x±$x)*  "+X 

mo  =iì  ,  onde  u'  —  u  =  hi  — 

d:(  2ax-\-x*)  a4x)  5\xa  ±  (  2  ax  -+x‘l)$x 

(  a  -4-  X  \2  ±  (  a  -4-  x\  Xx  :==  (7I7\l  -+■  (  „  «T7I 


(  a-t-A:)a±(a-f  x)  $x  (a4  xj1  ±( 

cioè  rifacendo  in  serie  questi  rotti  (273) 
e  sommando  le  serie ,  $u  —  - 2ax~—J . 

(a  +  xi’^a-hx)4  eC* 

829.  Sia  da  differenziarsi  V  (  a  -4-  x  )  =  u  ;  avre¬ 
mo  u  -i-  fru  =  V  (  a  x  frx  )  =  il'  ,  onde  u  —  u  = 
du  =  -v/(u-+Arr±JvAr)  —  V"  (  a  -+•  x  )  :  ma  (  161  )  V  (  a  -+ 

A'i^)  =  (a-fA?)'  =± - - — t - -* - 3  ec.  ; 

2{a-+x)*  «(«+*)* 

JL  JL 

^uuque  hi  — —  (  a  H-  AT  )S-+  (  AH-  - ì* - -  « 

2  (a-t-x  )a 

Gì'  Sa?  5®  T-. 

—  r± - - 7  - - à  ec.  Del  pari  .... 

3  (a -4-*)» 


X  3°o  )( 

J(  axr\-  x*  ±  A'  £x  )  —  V  (  ax  -+  x*  ±  a$x  ±  x$x  ) 

■ - - ” — >  C10e  nd^ 

cendo  in  serie  i  tre  radicali  (161)  e  poi  il  rqtto  che 

+  a$x 

ne  risulta  (  273  ) ,  à'u  = - 7  "+  . . . 

2x  (ax  H-  x*  )a 

(  3 a*  -+4 ax)  $x* (5a?  -+  I2azx-b  Sax *  )5xJ 

- - T~  +_'  "  1  cc’ 

8x(  ax-t-  x*)*  l6x(  ax  -4-x*  y* 

830.  Sia  da  differenziarsi  senx  e  cosx.  Suppo¬ 

sto  x  -4-  frx  =  z ,  sen  x  -+  ^  (  seri  x  )  =  sen  z  e  cos  x  -h 
$  (  cos  x  )  =  cos z  ,  si  avrà  $  ( sen x)  =  sen  z  —  són x  === 
(  626  )  2  sen  Ifrx  cos  (x  h-  f £x  )  e  ^  (  cos  x  )  =  cos  z  — 
cos  x  =  (  620  )  —  2  sen  ^x  sen  (  *•  -+  )  •  Si  troverà 

nel  modo  stesso  (620)  $  (  tanf*  )  =  — — 

.  .  .  sp/i'Sx 

e  <$s  (  cot *•)  =  — - — ,-c— v  - 

K  -  senx  sen[x-\-$x) 

Anche  in  altro  modo  posson  differenziarsi  senx  e  cos x. 
Poiché  fatto  senx'zzu ,  avremo  u  -\'$u  —  sen  (x±$x)  —  n', 
onde  u  — u  —  $u  —  sen(  xq:5x) —  senx :  ma  (614)  sen(x  £ 

Sx* 

5*  )  ==  sen  x  cos  Jx  ±  sen  Sxcosx ,  e  senSx  —  Sx — - f-  .  • 

23 

— — I —  ec. ,  cos  Sx~  1  — ^  - ! - ec.  (628)  ;  dunque  Su  zz 

2.3  4-5  3  3-34 

1  \  .  /  s-  5xJ 

—  senx-+  senx[  I  - h  ec.  )  ±  cosx  (  àx - — H  cc.)^ 

2  2.3 

^  $x*senx  $ xìcosx  ix*scnx  ,  _  ,  • 

=fc  Sx  cos  x - -h - h - ±  ec.  Del  pari 

2  2-3  2.3.4. 

volendo  la  differenza  di  cosx  —  u,  verrebbe  <$n  —  cos[x£ 
Sx2 

Sx  )  —  cos  x  —  —  cos  x  •+  cos  x  (  I - —  ec.  )  +  sen  x  (  Sx  — - 

ec.  )  —  +:  Sx  sen  x - -^-Sx1  cos  x  —  ~^xi  Sr'n  x  ec’ 

831.  Sia  da  differenziarsi  lx—uy  intendendo  per  l  il  1°* 
garitmo  naturale  di  x  -,  avremo  u  -+  Su  ==  l  (  x  ±  Sx  )  —  u  o»« 

de  xjl  ■—? 


)(  3°>  X 

de.«,-u  =  Jli-/(*±sx)_^  =  j(i±^  =  (J03)±??_ 

X  X 

$xz  __ 


83».  Vogliasi  differenziare  una  quantità,  con  esponente 

variabile  o  V  esponenziale  a. mX  zz  u;  avremo  zz  .  .  . 

mx ±  mS x  '  ,  .•  ,  ^  nix ±  mix  mx 

zzu  ,  onde  u — uzzo  uzza  — a  :  ma 

/.  .  mx  -±  mix  mx  ±  mix  .  dcm$x _  .  , 

U  43  )  a  zza  .a  ed  a  —  I  rt  mòx  la  -4-  . 

t  ,  ..  mx  mx  . 

-tmzlxzlza±  ec.  (307);  dunque  Su  zz  —  a  -+  a  (  I  zt 

mlxla-ì-  —mzlxzlza‘±  ec.  )  z=  ±  mamX$frla -f  -L  mzamX  X  •  * 
ìxzlia  ±  ec. 

83^.  Con  egual  facilita  si  differenziano  i  pro¬ 
dotti  di  più  variabili  x  ,,  y  ec.  Ma  si  osservi.4che  se  x 
Cresce,  mentre  y  scema,  dovrà  sostituirsi  all  uno  x  -+ 
d-v,  all’altro  y  —  ;  e  se  scemino  ambedue  nel  tem¬ 

po  stesso,  ad  ambedue  si  sostituirà,  x  —  £x>y —  òy 
(821):  noi  supporremo  che  nel  tempo  stesso  cresca¬ 
no  ambedue.  Voglia  differenziarsi  xy  —  u;  avremo 
u  -+  fru  =  (  *  -+  frx  )  (  y  -+-  $y  )  =  xy  -+  xfry  •+  y$x  -h 
Ùxfy  =  il  y  onde  u  —  u—  fru  =  x$y  -4-  y$x  -+  frxfry  - 
Così  si  troverà  ^  (  ax*  -+bx2y-\-  cxy 2  my  ’  -4-  ex2  -+■ 
jxy  -+•  gyz  -+  hx  -+  ny  -t-  k)  =  (  3 a*1 2  4-  2 bxy  -+-  cyz  -t- 
~ex  ~^fy  ■+  h  )  £x-b(  3*.ix  -+by-be)$'x*  -t-  a^xì-b(bxz-i- 
Zcxy  -h  ^myz-\-Jx  -+agy-+  nj£y-+(  ex -+  3/ny  -+  g  )  <5> z  4- 

rnfry*  -+  (zbx  4-  2cy  -+/)&*&  -*•  b^y^xz  4-  cfxfry*  . 

Gosì  Hy) = 3^,  -  7  ?+77  ~ (-3)  “/*-■ 2  ~ 

{yZ(ìx$y  —  xy$yz  ) 

" - v— — - ec- 

834.  In  fine  vogliasi  la  differenza)  secondili  ter - 
ec.  di  ^  supposta  fr*  costante  (82*2):  la  prima 
differenza  è  nxn  “ 1  $x  -+  n .  ”  3  J\v*-kz  • 

Pp 


X  302  )( 

n-j:'Xn~ Si*’  ec.  (  827  ),  e  tutto  si  ridurrà  a  tro- 
var  le  differenze  di  xn~  1 ,  x1l~ 3,  at71  3  ec  Ora  r*. 
<5* ( A'72"" 1  )  =  ( n -  1  ) xn-2$x-+(n-  l)n-~xn~Z}x*-{- 

n  —  2  n  —  3  «  —  4 

\'i — “U~ g-* — s~~x  <?-v3  ec*  C^e  moltiplidierk. 

per  n$x:  2°.  (xn~2)  =  (n— .2)^«-3  (re  _ 

xn  4  ec-  che  si  moltiplicherà  per  71  x 

^ :  3°*  ( x11  °)=1  (n~3)xn  4  $x  ec.  che  si 

moltiplicherà  per  n  .  .  — —  frx*  ec.  Fatte  1’  ope- 

2  3 

razioni,  la  differenza  seconda  sarà  n(n-  ì  )  a?72- 

ec.  ,  e  coi  metodo  stesso  si  avrà  la  terza  ,  la  quar¬ 
ta  ec.  :  così  essendo  ^  (x2)  =  zx£x  •+  $x2  ,  sarà 
ò  2  (  x2  )==2.frxz  ;  ma  non  prendendo  costante  £x  ,  si 
troverà  £ l(.v*  )==2^  -+(  2*  h- 4,5* -*- £  *x)  }*x.  Nel¬ 
la  medesima  ipotesi  di  costante ,  si  troverà  che  la 
differenza  seconda  di  xy  (  ricordandosi  che  fry  di¬ 
viene  by-ìr^y)  è  zfrxfry  xfr'y  2y . 

835.  Riguardo  alle  funzioni  (p  (x),f(x,y)  ec.  (821), 
poiché  la  differenza  di  qualunque  funzione  di  „v ,  di  >  ec.  è 
come  si  è  visto  finora,  una  nuova  funzione  di  x,  di  y  ec. 
moltiplicata  per  £*,  per  $y  ec. ,  avremo  §  [  p(  x)  ]~Sx  p'(x)t 
5  tf(y,y)]  =  S(x,y)f {x,y)  ec.  -,  del  pari  5~-0(*)]=: 
presa  $x  costante  ec. 

Prime  Regole  de  due  Calcoli . 


836.  Una  grandezza  Variabile  G  ha  per  limite 
un  altra  grandezza  L  quando  G  o  sempre  crescendo 
1)  sempre  scemando  può  accostarsi  al  valor  di  L  in- 


,  ,  .  )(  S°3  )( 

«ennitamente  o  ad  arbitrio ,  senza  poter  mai  egua- 
gtiarìo  di  fatto  (512):  così  se  G  accostandosi  ad  Q. 
giunga  a  differirne  della  quantità  w,  sarà  G  =  fì-« ,  e 
tanto  più  si  avvicinerà  Gal  valor  di  fi  quanto  più  sceme¬ 
rà  w;  cosicché  se  divenisse  u  =  o,  si  avrebbe  realmente 
^  =  il  1  in  tal  caso  il  si  chiama  il  limite  di  G . 

,  Onde  I*.  per  avere  il  limite  d’ una  grandezza ,  bi¬ 
sogna  fare  zero  la  differenza  tra  essa  e  la  grandezza  a 
cui  sempre  si  accosta:  20.  accostandosi  G  alle  gran¬ 
dezze  L  ,  A  fino  a  differirne  delle  quantità  l ,  \ ,  si 
avrà  G  =  L  —  l,  e  G  =  A —  onde  L-l  =  A  -  e 
fatto  /~  o,  \  =  o,  saranno  L,A  due  limiti  di  G ,  e 
verrà  L  -=  A  »  cioè  i  Limiti  d'  una  stessa  grandezza  G 
sono  eguali:  30.  Se  le  grandezze  G,r  conservando 
tra  loro  la  stessa  invariabil  ragione  m:  n,  si  accosti¬ 
no  ad  L,A  fino  a  differirne  delle  quantità  l,\,  si 
avra  G  =  L  - 1 ,  r  ==  A  -  X ,  ed  L  -  l  :  A  -  X  :  :  m  :  n  :  : 
G;r,  cioè  se  G,r  si  accostino  proporzionalmente  ai 
cimiti  L ,  A ,  le  grandezze  e  i  limiti  staranno  tra  loro 
nella  stessa  ragione  :  f.  una  grandezza  G  continua- 
mente  accostandosi  al  limite  Jj  ,  può  rig  ardarsi  (  se 
basti  una  certa  approssimazione  )  come  eguale  ad  L 
Quando  è  giunta  allo  stato  che  o  immediatamente  pre¬ 
cede  l'  eguaglianza  perfetta  o  ne  è  anche  un  poco  più. 
remoto,  conseguenza  che  talvolta  ha  luogo  nelle  stes- 
Scienze  Matematiche,  come  nella  somma  delle  se- 
rie  convergenti  (291):  e  ne  ha  poi  moltissimo  in  tnt- 
te  le  scienze  fisiche:  5°.  poiché  la  grandezza  G  si 
Può  tanto  accostare  al  limite  L  da  giungere  a  diffe- 
r>rne  inassegnabilmente  ,  ciò  che  si  dimostra  di  G  sa- 
ta  dimostrato  anche  di  L. 

837.  Ora  il  Calcolo  differenziale  è  il  metodo  di 
provare  i  limiti  della  relazione  tra  le  differenze  del- 
ve  quantità  variabili:  il  metodo  inverso  che  consiste 
risalire  da  questi  linnt:  alla  relazione  stessa  del- 

Quantità ,  si  chiama  Calcolo  integrale.  Alcuni  esem- 
:  Muderanno  chiare  queste  nozioni. 


sA-fti 


■•jnfeiu a 


FIG.  X  3°4  )( 

166  Condotte  nella  curva  AM,-n  1’  ordinati 

PM,p/n,  la  corda  772M  prolungata  in  S,  ed  M r  pa¬ 
rallela  ad  A  p  ,  sia  ì’  arco  AiVI  =  s  ,  M  inni  —  $s  , 
AP  =  x ,  PM  s±r  y ,  Pp  =  Mr  =  $x  ,  jnr  =  $y  »  onde 

Mm  =  V  (  $x%  *+  fry*  )  :  è  chiaro  che  ^  I>  *  » 

e  che  quanto  più  m  si  accosta  ad  M  ,  cioè  quanto 
più  scema  £x ,  tanto  meno  differiranno  tra  loro  quel- 

5  4’ 

le  due  ragióni  ;  dunque  la  ragione  ^  -  è  il  limite  dell’ 

'altra  (836).  Similmente  condotta  ad  M 

la  tangente  31T,  i  triangoli  simili  MPS,  mrM  dan- 
MP  mr  $ y  .  ,  ,  MP  MP  v  MP  _ 

no  PS  =  7m  =  5,1  e  P°lche  Ff  >  PS  »  sara  PT  > 

5 y  .  v  .  • 

^ ,  e  quanto  più  m  si  accosta  ad  IVI ,  tanto  meno  dif¬ 
feriranno  tra  loro  le  due  ragioni  ~  ,  ^  -,  dunque fl’u- 

na  è  il  limite  dell’altra,  e  per  determinar  la  prima 
basta  trovare  una  nuova  espressione  del  limite  della 
seconda  :  così  se  AMm  è  un  circolo  dell  equazione 
<ya  =  2a„v -*•*  (478),  presa  la  differenza  (Ba'j)  izyfry  -\- 

==  Zafrx-Zxfrx  -  <5\va ,  sarà  =-  — ■  ~  ‘  —  »  ove 

quanto  più  scemano  S'Xtfry,  tanto  prà  la  ragione 

Sy  .  ..  2u  —  2*  a  —  x 

5-  si  accosta  a  quella  di  — -  —  — —  i  a uuque 

a  * —  x  ,  Ay  .  MP  y 

~-y —  è  il  limite  di  jr  ,  dunque  (836)  jrp  — p  p  ^ 

a — a?  y* 

e  però  PT^r—,  come  già  si  sapeva  (4^8). 

839.  Per  convincersi  poi  che  $y ,  £x  anche  di¬ 
venendo  zero,  serban  tra  loro  una  ragione,  sia  = 
a '  —  .va ,  $x  .=,  a  —  x ,  e  si  supponga  x  =  a:  in  tal 


si  avrà 

a 1  —  X2 


)(  305  )( 

:  o  e  frx  =  o  ; 


FIG. 


eppure  intanto 
—  a  x  —  2d .  Similmente  se  nel  trian- 


‘fcaso 

_ 

ìx  ' 

golo  PBE  sia  PB  =r  a  ,  BE  =  ,  e  sull*  ascissa  BI  =  ^ 
x  si  conduca  1’  ordinata  IG  —  y  parallela  a  BE  ,  si 
avrà  PB  (a):  BE  1 [b)  :  :  PI  (a  —  at  )  :  IG  (  y  ) ,  onde 
ay  =  ab  —  bx\  e  prese  le  differènze,  osservando  che 
1  una  delle  coordinate  scema  mentre  1’  altra  cresce  , 
sarà  afry  =  b£x ,  ovvero  a&y  =  bfrx  ,  e  però 

=  —  ,  cioè  le  differenze  anche  annullando- 

è  oc  a 

si ,  come  avviene  in  Gl ,  conservali  tra  loro  la  ra¬ 
gion  costante  b  :  a  delle  quantità  primitive  y  >  a  —  x 
a  cui  appartengono .  Tale  è  1  idea  che  Bisogna  farsi 
del  calcolo  differenziale  . 

840.  Quanto  all*  integrale  ,  egli  è  1*  opposto  del 
differenziale  (837)  ed  ogni  integrazione  esige  l’ag¬ 
giunta  d  una  costante  (  825  ) .  Per  dare  aiìche  di  que¬ 
sto  un’  esempio  ,  sia  OD  una  linea  retta  o  curva  con 
due  coordinate  1IG  =  x ,  CD  ==±  y  in  angolo  retro,  c 
presa  Ce  —  $x,  si  conduca  1’  ordinata  cd  =  cr  -+  rd  = 
y  -+  by  ;  è  chiaro  (824)  che  lo  spaz.o  G d  sarà  la  dif¬ 
ferenza  di  qualunque  spatio  corrispondente  IID ,  f  ar¬ 
to  Ì)J  di  qualunque  arco  corrispondente  OD,  la  su¬ 
perfìcie  descritta  da  D d  della  descritta  da  OD  nella  ri- 
volnzion  della  figura  sull’  asse  HG  ,  1  solido  genera¬ 
to  da  Cd  del  solido  generato  da  HD  ec-  ;  cosicché  som¬ 
miate  secondo  il  bisogno  queste  differenze ,  il  calcolo 
integrale  determinerà  la  quadratura  degli  spazj ,  la 
lunghezza  delle  linee  e  la  dimensione  delle  superficie 
^nrve,  la  cubatura  dei  solidi  ec. 

84  f.  Supposta  dunque  per  ora  OD  Una  retta.  , 

Sia  PIIc=a  e  ]a  nonnaie  HO  —  b ;  avremo  perciò  a: 


^  :  *•  a  -+  x  :  v  ==s  — a—  —  ,  onde  differenziando ,  £y  = 
V»  e  lo  spazio  differenziai#  Ci  =  O  h- D/ <£  =  <J>  * 


FIG.  )(  3°6  )( 

-  S\*x  5 y  b  .  •** 

«,  H  -  *■  (^5**  h-  —  )•,  quindi  per  aver 

la  quadratura  di  uno  spazio  corrispondente  HD  o  PCD, 
bisogna  integrar  quest’ ultima  equazione:  ma  ra$x  == 

$xz 

a*  e  ir(*i*-+  —  )  *i»’  (827);  dunque  l’integra- 
le  completo  con  1  aggiunta  della  contante  saràff,(Cd)  = 

“  (a+2^41,  °ra  oome  1  area  del  trapezio  HD  è 
diversa  da  quella  del  triangolo  PCD  ,  così  la  costan¬ 
te  C  avrà  nei  due  casi  un  diverso  valore:  infatti  il 
trapezio  è  nullo  quando  l’ascissa  è  ridotta  al  punto  H, 
cioè  quando  *=o;  ma  il  triangolo  è  nullo  quando  l’a- 
sci.v>a  è  ridotta  al  punto  P ,  cioè  quando  ^4a  =  o 
ovvero  x  =  -  a  ;  dunque  supposti  nulli  i  due  spazj  e 
sostituito  nell  integrale  il  doppio  valore  di  x,  verrà 
i  o  =  oh-C,  e  però  C  =  o;  2°.  p_=r  -  b(  a- -+ 

C,  e  però  G  =  ji  onde  <r  (  Crf)  =  HD  =  *-  (  a 

come  ben  si  sapeva (5 17)  e  <r(Cà)  = 

■^D  ==  —  (  a  -+  ~  )  -+•  —  =  \y  (  a  -+  x  ) ,  come  pure  si 

sapeva  (515)  .  Tale  è  1  idea  che  bisogna  farsi  del  cal¬ 
colo  integrale . 

842.  Ciò  supposto,  si  è  convenuto  di  esprimere 
con  ~x  il  limite  della  relaziono  o  ragione  ^  tra  le  diffe¬ 
renze  prime  delle  variabili  y  ,  a?  :  con  ^  0  ^  i  limi 

d*x  dx~ 

ti  delle  ragioni  0  pp  tra  le  lor  differenze  seconde 

ec,iei  termini  dy,dx  del  limite  &  si  son  chiamati 
differenziali  del  prini  ordine  /i  termini  dìy,  d*x ,  dx' 

<iei  limiti  pp ,  dijje/enziali  del  second'  ordine  ec-j 


.  )(  3°7  )( 

•noe  diffet  enziar  le  quantità  significa  ora  cercare  il  li¬ 
mite  della  ragione  tra  le  lor  differenze;  e  dicesi  quan- 
tita  cd  equazione  differenziale  quella  che  nasce  dalla 

differenziazione .  All’incontro  il  carattere  o segno j posto 

avanti  ad  una  differenziale  ,  indica  somma  o  integrà- 
2:onc  .  Del  resto  molti  Geometri  a  cui  piace  di  ab¬ 
bracciare  sotto  il  comun  nome  di  Calcolo  Infinitesi- 
male  i  due  Calcoli  di  cui  trattiamo  ,  concepiscono  u- 
variabile  aumentata  o  diminuita  d  una  quantità  in¬ 
finitamente  piccola  dy  o  dx ,  e  chiamano  dy , dx  inii- 
nitamcnLe  piccoli  o  infinitesimi  del  prim  ordine,  cL'y, 
d*x,dxz  infinitesimi  del  secondo  ec. ,  riguardando  in¬ 
tanto  1  integrazione  come  il  ritorno  dagli  infinitesimi 
a.  finiti .  Altri  danno  a  dy  ,  d'y  ,  d'y  ec.  il  nome  di 
flussioni  del  pruno,  secondo,  terzo  ec.  ordine,  e  chia¬ 
mano  fluenti  le  quantità  che  si  ritrovano  col  calcolo 
integrale.  Queste  idee  ed  espressioni,  benché  poco  e- 
sattc  ’  sono  assai  comuni,  e  noi  non  lasceremo  di  far¬ 
ne  uso  dopo  aver  derivate  dai  fondamenti  già  stabiliti 
le  prime  regole  dei  due  calcoli ,  nelle  quali  supporremo 
tutte  le  variabili  crescenti ,  giacché  in  caso  diverso  si 
sa  come  bisogna  condursi  (  833  ) . 

843.  Abbiam  veduto  (836)  che  il  limite  d’ una 
igiene  si  ottiene  col  fare  zero  la  differenza  tra  essa  e 
Quella  a  cui  sempre  si  accosta.  Dunque  i°.  per  diffe- 
tenziar  b*  -+ax=n,  si  avrà  £11  =  a$x  (826),  onde 

$~K:=ai  ove  non  essendo  differenza  •  alcuna  ,  sarà  a  il 

Wite  di  e  però  anche  d£  =  a,e  duz=adx.  Quin- 

j1  Per  differenziare  a4 -+ bx -+ cy -fz  =  u ,  sarà  (826) 

^^17  ma  5  divenendo  £,  anche  g  e 


debbon  divenir#  -- 

ax 


dy  dz  du 

£  !  dunque 


)(  3°S  )( 

e  però  du=^bdx  -Hcdjy  -fdz,  cioè  le  variabili  ai  ' 

primo  grado  si  differenziano  come  nel  calcolo  delle  dij- 
Jerenze  finite ,  sostituendo  ad  esse  le  lor  differenziali  t 
scancellando  le  costanti  se  vi  sono  . 

844.  Dunque  II0,  per  differenziare  xn  =  u,  avre¬ 
mo  p:una  £11  =  nxtl  ~~  1  $x-r  n .  -  xn~  ~‘frx7ecd$i2Z)> 

1  2 


onde  —  =  nx11  1  -+  n .  - — -  2  ec. ,  e  poi  latta 

5*  2 


v  «“  «- 

$x=zo verrà  —^=nx 


e  da  —  n.v”  1  ’dx  cioè  si 


differenzia,  una  variabile  a  qualunque  grado  diminuendo¬ 
ne  V  esponente  d'  un  unità  e  moltiplicandola  per  il  pro¬ 
dotto  dell'  esponente  primitivo  nella  sua  differenziale 
posi  d  (  x%  )  —  Zxdx  ,  d  (  xì  )  =  3 x~dx  ec. 

845.  Da  ciò  si  raccoglie  che  d[V  (  a  x)  ]  = 


dx 


d(a-+x\ =  come  può  dedursi  anche  dalla 

dottrina  dei  limiti  (  829  )  \d  [  V  (  ay-k-y '  )  ]  =  d  (  ay  -+ 
y  )  ^  e  m  generale  d[V(ax  -4-  x  )  J  — 


_ _ —  cioè  5i  differenzia  un  radicale  del  gra¬ 
ni  2  ni—~~  1 

*  Jl 

do  m  dividendo  la  differenziale  della  quantità  sotto  al 
segno  per  il  prodotto  dell ’  esponente  m  nella  radice  fl1 
di  questa  quantità  alzata  alla ■  potenza  ni  1  • 

846.  Dunque  IH®,  per  differenziare  xy  =u,  51 
avrà  prima  $u  =  xfry  -é-  y£x  -+-  $y£x  (833),  onde 

s  dii  -  xdy  ^ 

— j--*-  =  y  ■+  $y  j  e  poi  fatto  ày  =eo,  verrà  ~dx  ^ 

<y  ,  e  da  —  xdy  -+  ydx ,  cioè  si  differenzia  un  prodotta 
di  variabili  sommando  i  prodotti  della  differenziale  1 

ciascuna 
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ciascuna  variabile  per  tutte  C  altre  ;  così  d(zVv)  =  Qudz  ■+ 
Zu).i<p  -+  zpdw  ;  d{  x- y  )  =  $yx*dx  -+  x ’*dy  »ec. 

84^.  Dal  che  segue  che  volendo  differenziare 

y  =  »  ,  si  avrà.  x=uy ,  tf*,=  •+  ydu  e  du  =  .  .  . 

-~x^(833)  cioè  si  differenzia  un  rotto  prendendo 

il  prodotto  del  denominatore  per  la  differenziale  del  nu¬ 
meratore ,  sottraendone  quello  del  numeratore  per  la  dij- 
ferenziale  del  denominatore ,  e  dividendo  il^  resto jer  il 

quadrato  del  denominatore  :  così  d(~  )  =  ~y  = 

L2"* + fife: .  Li +/ —  —  -^v  —  ,  come  risulta  an- 
(a-bxf  ’  V  a? 

cora  dalla  consueta  dottrina  dei  limiti  (828 . 829  )  ec. 

848.  Dunque  IV.  pe.r  differenziar  senx  e  cos x  » 
fatto  nelle  formule  (830)  $x  infinitesimo.,  svanirà.  $x 
in  confronto  di  x  e  seti  $x  si  confonderà,  con  i  arco 
(  6 ir)  )  ;  dunque  d  (  seti  x  )  — .  dx  cos  x  ,  e  d  (  cos  x)  —  - 
dx  scn  x ,  cioè  si  differenzia  il  seno  o  coseno  d  un  ar¬ 
co  moltiplicando  la  differenziale  dell'  arco  positiva  o 
negativa  nel  suo  coseno  o  seno  respettivamente  • 

Parimente  posto  senxzzu,  vena  prima  (83°)  § u  — Ja'X 

$x*senx  1  fìxsenx  .  rr 

cos  x  —  - - ec.  onde  — zzeosx - ec.  e  poi  tat- 

2  S*.  3 


to  5o?  zzo,  verrà.  - — zzeos  j;  e  du  —  d  (sc/ix)~dx  cos  x\  e  d(cos  x) — 
dx 

m  ni  —  1  , 

-*  dx  senx  (  830  )•  Così  d  (  seri  x)zm  seri  xdxcosx ; 

d  (  ri  nix  )  zz  )ndx  cos  mx  \  d  (  cos  nix  )  _  —  mdx  scn  mx\  «(•><?«  xX 

ts  j  / 1  *+-  cos  x) 

c°*  X )  —  dx  eos1x  *  dx  sen1*  =  d*  cos  2*  (62 1  )  i  «V  — - = 

d  (  cos  -La?)  (Ó22)  =  —  ^-x  ,d[  y/  {a1  —  b  scn  x  )  ]  = 

— 7---  ; - :  ec-:  e  si  osservi  che  se 

'  ±y/(ax—bsenx) 

l}  raggio  non  fosse  I  ma  a,  avrebbe  sempre  luogo  la  rega- 
**  data  altrove  (609). 

Qff 


Jfflfelb 


)(  3*0  )( 

849.  Dal  che  si  Iia  i°.  d(tann  X)  zz  d$~  z=  (  847) 

,  ,  .  ,  COS  .V  4 

«x  cos~x  -+•  dx  scnx  ..  dx  , 

- ZsZ - -<6l°)-— :  a'-d{'catx]5zd-L-  = 

<Z0-y  *  cos  x  tarar  x 

—  dx  ,s  —  dx  ,  r  „  0 

~^.Ta^-(6lol:^-z:  3  ■  d<.*ec*)~ •*(—-)  =  •  • 

:  4*  J(co«c*)  =  <;(_X_)-^! £? ,*:5\d(?cn.v.x)X  I 
cosx  \senx'  scnx  ' 

<l(  I  —  cos  x)  —  dx  sen  x  :  6°.  d  (  cos  v.  x  )  —  d(  1  —  scnx)  r= — 
dx  cos  x . 

850*  Onde  se  x  e  un  arco  qualunque  e  p  il  suo  seno 
o  coseno  o  tangente  cc. ,  «ara  iu.  dx—d(  arco  il  cui  seno 
v  _  d  (  sen  x  )  _  dp 

°  2  •  dx  =  d(arc.cosp)=  , 

—  d  (  cos  x  )  —  dp  0 

senx  ~^/{T-pTy  3  '  dX  -d\a,c-  ta"SP)  =  co***- 

*  —  f,d*=dl%c.co'P)=~  1 

ir  \  md{ cnt  x)  ■  —  dp 

”**-d(c«*)=T+7ot'*  =  ÌT/ì  ■■S0.dx=d(arc.s,cp)=, 

;  d(scc  x  )_ _ d(secx)  _  t//>  60  I 

tauH  x  scc  x  <y((  scc~x —  I  j  7  V^' i'1  —  1  J 

rZ  f  ara.  r.nsnn  «  \  * —  srux  .  d.  (  CQ.it- ex.)  


rZ  (  are.  cosce P  )  -  -  _ 

CO£  X  . 

—  d(cosecx)  __  — rfp  .  0 

df'srav.x)_  dp 

- - —  -7 - 7  :  b  .  dx  =z  d(  are  cos  v.p)  =z  .  . 

scn  x  Vi?p-p2)  ■  v  1  } 

~~  d  (  cos  v.  x  ) _  —  dp 

co  vx  “yV-p— pa)‘ 

85  [.  Dunque  V°.  per  differenziare  lx  rr ,-/  ,  si  avra  pr*' 

111  •  (&3l)  cìu-^  - - ‘  \  ec. ,  onde  1  *  — ~ ec. ,  c  po'1 

x  2x  óx  x  2-v1 

fatto  3-v  —  o ,  verrà  —  =  —  ,  e  «iu  —  ri  (  /*  )  =  — ' ,  cioè  si  clif 
dx  x  x 

jcrcnZta.  il  logaritmo  d'ima  variabile  dividendo  per  essa  l(l 
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sua  dLfirmùelc ;  e  poiché  si  ha  dx-xd(lx),  c  chiaro  che 
a  differenziale  d’  una  quantità  x  e  il  prodotto  di  essa  nel - 
Q-  differenziale  del  suo  logaritmo ,  il  che  da  un  nuovo  me- 
°ao  di  differenzi  are .  Si  noti  ancora  che  per  un  sistema  del 

modulo  m ,  si  avrebbe  d(lx)  —  — —  -,  ma  noi  parleremo  dei 

Soli  logaritmi  naturali  il  cui  modulo  è  i:  così  d{lcJl  )  ~ 

Unix  d(lxy  )  =  S!k;  c ih  -f  J  ; 

.v  *  XJ  v  y  '  xy 

••)  =  d— . i<i[; r-V-, 

a3 — x  V  Ci  —  xJ  a~ — x~  V 

m  m  (  a  ~r  bxn  )  '  ^/{  i )  I 

(84T)^rr-hÌr);  d  '  C°5  IX  ^  ~  (S4‘J  )  Mxsenlx  -  - 

djc 

^ scnlx  ec.  Del  pari  volendo  differenziar  potenze  di  Ioga* 
titm  i,  si  troverebbe  di  f1  x  )  =  (846)  o,z'"  *'*.  Ìx  ■  d  (x"‘d"x,  r 


{n  -4- mix):  e  per  differenziare  un  logaritmo  di  logaritmo 
come  llx—u,  .  i  fata  lx  =  t  e  saia  llx rzlt  —  u,  onde dx  — . 
*  d{lx)  _  dx 

1  lx  ~xlx‘ 

852.  Dunque  VI°.  per  differenziare  am*  —  u,  si  avrà. 

Prima  (  o„  >  v  ^  mjr  mzam*Sx'~l*a  ,  5 u 

r  »ma  1032)  Su— ma  Jx?aH - ec. ,  onde  rz 

2  ò  x 


amxj  mzamYSxl*a 


ec- ,  e  poi  fatto’  Sx  =:  o ,  vena  1  — 


.  Az  e  da  z=  mamXdxla  :  ond  e  se  sia  I  =  /2,  ^1  S'iSlS^o  S;  — 
l’  Cloò  se  si  chiami  e  il  numero  il  cui'  1  /gautiru  ^naturale 

C  r  »  sa rk  d  (c*)~  exdx?e  =  c*dx  ;  d  ( ,  ~  **  )  —  -mc  mx dx  ; 
^  f(elx  )~dx($oS).  Del  pari  d{xy)  —  (  S.S  !  )  xyd(yX)~: 
f  dyl Y  ..u-rHy  }]  e  per  differenziare  gli  esponenziali  di  sl- 


\(  o  j 

K  o  1 


)( 


conci'  ordine ,  Come  si  fata  y^^t  esata  ^ 

1 1,  onde  x‘d{tlx)-=.  *  d')'-lx)  —  x>  ^'(dzljlx-ì-—^-)-* 

>  [dilxly-V  =^ir  M-  i  se  *=,=  *, 


:arb- 


fi  (  e  )  —  eC  e‘Ja  . 

853  Dunque  VII°  la  differenziale  prima  delle  funzioni 
©  (x  1  ,f(  x ,  y  ) ,  F  (  ay  -+  xz  j  ec.  saia  dxp' (  x h  d.(x  ,y  )f  {x,y)  » 
[ady  ^  2xdx  )  F'  (  ay -+ x*  ) ,  ec.:  e  la  seconda ,  prendendo  co' 
stante  dx  ,  sarà  dx1-?"  <  x  )  ec.  (835). 

854.  Dunque  Vili3,  per  differenziar  la  seconda 
folta  „v»  =  u,  o  per  trovarne,  presa  dx  costante,  la 
differenziale  seconda,  si  avrà  primieramente  (  834  ) 

è‘u.  =  n(n —  1  )xn  {n—  1) (n  —  2)*  ec- 

onde  =  n  (  n  —  1  )  xn~~'2-+  n  (  n -  I  )  (  ri  -  2  )  xn  ’ 0  ^ 


ec. ,  e  poi  fatto  frx  =  o. 


verrà 


d'u 

d? 


-_-n{n—  1  )  .v71  2 


e  d*u=n(n — \)xn  2 dx*  :  cosi  d'~(xz)  —  2d**  i 
fT(jeJ)  =  6xdxz  ec.  Ma  se  dx  non  sia  costante,  sic¬ 
come  d(jv*  )  =  2-xdx  (844)  avremo  d'  (x‘  )  =  d(2xdx) 


(846)  2  dx*-+2.xd*x:  in  generale,  poiché  d(xT1 ) 
n#71-”  sarà  d*(xn)=  d  (nxn~  1  dx  )  ==  n  (  n 

1  )  x71"  2  dx2  ■+■  nx1  “  Similmente  essendo d(xy)  ^ 
*dy  -+  3/d.v  >  sarà  d*  (  ,v>  )  '=  xdzy  ■+  zdxdy  yd'xi 

d  (^~  )  =  dx  >  e  il1  generale,  suppo' 

sto  Y  =  axmyn-+bxPy‘l  ■+  ec. ,  dY  ==  Pd*  h-  Q  ly  ^ 


(  amynxm  1  ■+  bpy^x9  1  -+  ec.  )  d*  -1-  (  anxmyn  1 
bqxPyl  1  -4-  ec.  )  dy ,  onde  P  =  amynxm  -4-  .  *  • 
bpylxP-1-*  t c,  e  Q  =  anxmyi 1  •+  bqxPyl 1 
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fcc.  >  sarà  dV  =  [am(m  —  i  )ynxm  ~  2  -+  bp  (p  ~~ 
1  )y*xP  2 -+  ec.  ]  dx  -4-  (  amnxm ~~lyn  1  -+  b'pqx?  1  X 

y1  ““  1  -+  ec.  )  rfy>  e  <fQ  =  (  anmyn ~~  l*m  I_f  bpqyq~ 1  x 

~~  1  h-  ec.  )  h-  [ an  ( «  —  i  ) xy^~2  h-  6$  (  g  — 

l  )  “  3  _{.  ec-  ]  rfy;  cV  onde  è  facile  di  avere  il  va¬ 

lor  di  dzY  =zdYdx  •+Vdtx*+dQdy  •+  Qd*y ,  e  si  vede 
frattanto  che  il  coefficiente  di  dy  in  di?  è  sempre  lo 
stesso  del  coefficiente  di  dx  in  dQ  •  Prendendo  costan¬ 
te  dx  o  dy ,  vanno  a  zero  i  termini  ove  è  d*x  o  d*y: 
e  Col  metodo  istesso  si  hanno  le  differenziali  terze  ec. 

855.  Da  quanto  si  è  detto  facilmente  si  compren¬ 
deranno  le  prime  regole  del  calcolo  integrale  :  co¬ 
sì  Jadx  =  ax ■•+  0(843);  Jnxn ~~ 1  dx  =  xn -4-  G  (844), 

«  quindi  f xn~~  1  dx=^  -\-  C;  dunque  fatto  72  -  1  5= 

/.  TO-+-  I 

xtndx  —  - - h  G ,  cioè  si  integra  una  dij- 

771  —h  1 

ferenziale  monomia  accrescendo  d\  un  unità  t  esponen¬ 
te  della  variabile ,  e  dividendola  per  la  sua  differenzia¬ 
le  moltiplicata  nell'esponente  accresciuto: 

P^ll±ÀJL  =  — (-27^=v'(a-^Ar)-hC(84S)ec. 

856.  Nel  caso  però  di  772=— I  la  regola  non  ha  luo¬ 
go»  ma  allora  x™  dx=x~~  1  e  si  sa  chej~=zlx^ 

(851  ) ;  ciò  si  avverta  per. sempre. 

857.  Talora  si  integra  più.  facilmente  per  mezzo 
^  una  sostituzione  *  così  volendo  a 


X  3' 4  x 

xn)m  ,  fatto  b-*xn  =  z  c  però  nxn^1  dx  =  uTz  ed 

«-!,  di  v  /."j*  ,srJ‘+I 

x  dx—  —  ,  verrà  a  I - s=~. - x  — = 

n  J  n  1)  '  '  '  ' 

z  ,  .  n  m  -+-»i 

J 

— ^  ec*  però  preparar,  se  Ri  ¬ 

corra  ,  tali  sostituzioni  :  così  d,v  >/  (u1*1-*-  jc4  )  e  (  30^-1- 
4*4  )dxV(  ax-b  x*)  si  ridurranno  prima  a  .vd.v 
*a)  e  a  (3  a*’  •+  4rJ),W(a.v!  -j-  *4),  e  poi  .fitto 
V(a1H-^1)  =  z  e  <n/  ( ax%  -+x*  )  ==  2 ,  si  integrerà,  ih- 
cilmente  . 

^5^-  In  generale  j~xndx  (  a~hbxm  )r  può  aversi  in 

tre  casi:  I  .  se  re  numero  intero  e  positivo  ;  polche  svi¬ 
luppando  la  differenziale  e  integrandone  ciascun  termi- 

ne,  si  hayT(  aWv-i-  rar~  1  bxm^adx-t-eo.  )  =  C-+ 

r  n-H  r —  r  m-'r  n- e- 1 

a  x  ra  bx 

~h~i  h  f  ec->  espressione  finita 

nel  nostro  caso  (156).  II*.  se  «  =  m  (c4  1  )  —  .1  ,  es¬ 
sendo  c  zero  o  intero;  poiché  fatto  a  -+  bxm  *=  z ,  xm^ 


—  - I  J  «  a  V 

—  dx==^L’x 


j _ ♦»«*'»* 


Tdj'x  dx(a-+bx  )  —  r  fz’ dz{z —  n  )c,  che  svi' 

lnppato  s  integrerà  (I°.)-Iir.  se  n  =  -  m  (c4r  )  -  1 , 
cioè  n  -+  mr  =  —  me  —  1  ,  essendo  c  intero  ;  poiché 

xndx  (  fl  M-  bxm)r—  xnxmrdx  xn  x 

dx(b-i-ax~’:,)r ,  e  fatto  b  h-  «* .■-■”==  3 
v—  «  —  1  .  rfs  ~  1  , 

rf-r=.— rz~r}‘WIfi 


r  ; 


)(  315  X  ] 

JK'  mix  =  =1  fz'dz  così 

— O  —  * 

jx  “*lx  (  a  -+  x'  )  3‘  dà  n  ==  -  2 ,  b  ==  1 ,  m  =  3  T  r — . 

3"  ’  ,l  "+  /;zr  —  7  —  —  3°’  —  1 7  ont^e  c  =  2  ;  quia- 

ai  =  ........ 

—  2a1z;T 

_ -+2a 

2 azxy/(a  -+-a;3  )* 

859.  Infine  è  manifesto  che  j~dx  cos  x  =  sen  x  -v* 

G  ;  Jdx  sen  x  =  -  co5  a;  -+  G  (  848  )  ec. 

S60.  Egualmente^.  ±_ -  are.  senp  -V  C  (850 )  «e., 

C  (  S51  )  ec.  ;  come  pure  Ccfdxla  =:  a*-t-  C  ; 

V;“'V>”4*C(852)  ec*'»*e  Parimente J"dx p' {  x  )  —  p{  x  )-t 

/d<  x  >y)f  {*  >y)—f(x,y)  ec.  (853).  T  ra  poco  daremo 
altre  regole  del  calcolo  integrale  . 


ApPUc: AZIONI  del  calcolo  differenz iale. 

Tangenti . 


P\ki6'\0ei  ProbkmJ‘  d:*  sfoglierei  Sopra  una  curva,  il 
*»c<U.£P  "V  ai,  condurre  lina  tangente  a  un  punto  della  ,, 
Sinia-  Ora  abbiamo  già  trovato  che  se  sia  AP  =  ,v,  10 


vi g,  )(  )( 

l6~.  ?M—  y,  AMrs,  le  ragioni  c~  sono  i  limiti  divedi 

<»» 

(842),  e  la  suttangente  PT  ~  ;  1’ elemento  della  curva 

dy 

AMm  o  1  arco  infinitesimo  M m  —  \/  (  Mr*  — j-  rmx  )  ~  ds  ^ 
*  /  (  Jjf*  -+  Jjr2  ;  }  la  tangentu  MT  =  V  (  PAI2  -+  PT2  )  zZ1 

T-  *S(jy  -+dxx)zz~  -=z  t;  la.  sunnormale  PN  =;  -- 

dy  dy  Pi 

la  normale  MN  rr  \/  PMM-PN 2  )zz  y  J (dy2  -+■  dx*)zz 
d  x  dx 

n\  e  se  per  A  si  conduca  AQ  parallela  a  MP ,  pi  a- 
dx 

via  .  —  x{—  AT ):  :y  :  AQ  —  jy  —  Con  ciò  si  tro- 

dy  dy  1  J  x  y  c/* 

vano  i  valori  di  queste  varie  linee  in  ciascuna  curva,  ri' 
cavando  dalla  sua  equazion  difrere oziata  il  valor  di  ciascu' 
n;i  formula  differenziale ,  e  per  avere  gli  asintoti  facendo  X 
infinita  in  AT,AQ.  Ecco  gli  esempj. 

8<>2.  I.  L’  equazione  al  circolo  è  yz—al — *2;  dunque 


ydy  —  —  x dx  ,  e  ’ 


(a1—  xz)_ 


:  PT  (  il  segno - 


indica  che  la  suttangente  dev’  esser  presa  nel  senso  stessi 
dell’ascissa,  perchè  nella  costru*ion  della  formula  si  è  pre' 
sa  in  senso  contrario,  e  dall’ equazione  y*zz  2 ax  —  xz  si  è 

avuto  un  risultato  positivo  (8£$)):  la  sunnormale-^  — 

dx 

x  ;  la  normale  «y/  (  yz  -4 ‘~^~r  )  =  y  {y'~  ■+  xz)  —  a~  al  rag' 

gio,  come  dev’  essere;  1’  arco  Mm  —  */(dxz  -4-  dyx  )  ^ 
*dx ady 

y  ~  x 

II.  Nella  parabola ,  y1  ~px\  dunque  —  ?-  ,  e  zz  2X  • 

dx  2  dy 

III.  Nell’  ellisse,  yz  ~  — -  (  a1  —  xx)\  dunque  ydy 

i*  (  -  xdx  )/-&  =  -i'1 ,  zi*—-- La—Sj 

*'  '  dx  éf  dy  x 

IV. 


)(  3*7  )(  FIG 

IV.  Nell  iperbola  ,  yi1  —  —  ( 2ax-i-  xx)  ;  dunque 

A*  .  “  dx 

^(a-+x),  e  JLf  ^  Si  ha  ancora  AT  _  ydx^ 

dy  a-i-x  dy 

»:—■  ax  .  J 

~"'a-+.'X*  espressione  ~a  quando  x  è  infinita;  come  AQr= 

y^*dy_  b'x  b'x  /  bxx  .  .. 

1  dx  ~y - ~  \  am+x  )=  —  —  V  —  ’Sl  “duce  a ±6. 

ux  a  y  ay  »  2U-f-.v 

Questi  valori  di  AT,AQ  danno  gli  asintoti  (772). 

V.  Nella  logaritmica,  x=zAlogy(z88)  e  dx rz  ,  on„ 

j  ^ 

C  dy  =  A ,  e  però  Za  suttangentc  eguaglia  il  modulo . 

I  /.  ✓  *  *r  £»•  _  II  tTL  ■  ■  /2  # 

803.  VI.  Sia  jy  —  *  a  ;  si  avrà  «Za? -4-  (ot*-; n)  la  = 

,??(y  >  onde  (851)  —  =:  — ,  e  la suttangcnte qput- 

*  dy  n 

'Vi  Curve  raPPrcsentate  dall’  eqiiazion  generale  ym  =  *n  * 

SU,  «^chiama.!  parabole  quando  son  positive:  se 

ria^W’  n—J  ’  S1  ÌVA  y  =ax9  equazione  alla  parabola  ordina¬ 
la  ’  ? e7m  _;3’72—  1  ’  S1  ha  y*  =<***,  equazione  alla  prima 

it  “u  CUbT'  “  Si  =  eqbaxio- 

alla  seconda  parabola  cubica  ec.  Che  se  n  è  negativa , 

j  *  parabole  divengono  iperbole  la  cui  equazione  è  y n  = 

- m  — t-  n 

*  nam^n__a  n  m_  m-+n 

»  Cl0e  x  y  —  o.  ;  onde  la  sut- 

t<ingente  di  queste  curve  è  in  generale  —  —,  cioè  dee 

pU^ersi  nel  senso  stesso  delle  x.  Se  m  —  n—  r,  si  p-„ 

r  °Ia  ordinaria  la  cui  suteangente  =  —  *  (Z^ó) 
condì,11,  NelIa  quadratrice  ,  prese  V  ascisse  dal  centro  e 
lei*  ,  mP  infinitamente  vicina  ad  MP  ,  ed  mr.BV  mr-,l 
'  e  ad  MO,  si  ha  mr  (  dx)  :  rM  (  -  dy)  :  :  MO  (x  )  •  0T  -  HS. 

^  Xdy  V  '  ~ 

e  poiohè  (Z9o)y  —xeotex  e  dy  ~  dxcot  ex  —  .... 


*«/i* ^ >  viene  y-hC 


:  0ra  VB  (  cjc  )  : 


"  BC(l)::OM(*):MC  = - -,  dunque  CT  =  c  .  CMa  = 

•sene* 

CMa  . 

CD  (WS)’ 

fi.  Vili.  Sia  la  curva  aQ  a  doppia  curvatura  :  poiché  in  es* 

sa  *  è  s,  ed  y  è  z  '(802),  diverrà  ~  —  dx1  -+ 

dy  dz  dz  ' 

dy*).  Così  se  le  sue  equazioni  sieno  y1  ~px,  z*  —  <jy,  ver- 
r'a  z  =  Vpf*  (302),  dj=-&L ,  *  =  ld?~  z  = 

3^“  4^y*>  da 

jj~  e  -I-  dy')  —  dx dunque  la  suttangcn* 


te  1-V  (dxz^-dyz  )  z 


/4* -+•?_„ 


Z=2y/(4X*-+px). 


1 41.  864.  Siano  due  curve  BIOC,BMA  tali  che  prolungan¬ 

do  r  ordinate  OP  della  prima  fino  alla  seconda,  la  retta  MO 
Sia  una  funzione  qualunque  dell’arco  BIO,  e  debba  conduci 
la  tangente  MT .  Immagino  l’ordinata  mp  infinitamente  vi' 
cina,  ad  MP,  ed  Mr  parallela  alla  tangente  TO  :  fatto  BIO  ^ 
s,MO~ m,  sara  (842)  mrzzdu  ,1-M  —  Oozzdz,  e  dindi-’ 


u  :  OT  rr  : 

du 


che  determina  il  punto  T. 

:mpio  il  — 1~  ,  sarà,  du  —  — ,  ed  OT  =  : 

a  ^  du 


2  =  BIO.  Se  BIOC  è  un  arco  di  circolo,  AMB  è  una  ci - 
cloide ,  che  se  sia  ordinaria,  ha  una  costruzione  più  sciupìi" 
ce-,  poiché  essendo  MOzz  BIO  =  OT,  si  ha  1’  angolo  TOP  Z5 
2B0P  (418.419)  22  2TMO  (425),  onde  BOP  =  TMO,  ^ 
MT  parallela  alla  corda  OB,  è  tangente  in  M. 

865.  Con  un  raggio  CA  descritto  un  circolo  ,  9Ìa 
curva  CKM  tale  che  condotto  il  raggio  CMN  ,  la  linea  CW 
sia  una  funzione  dell’  arco  ADBN  ;  condurre  una  tangefi 
MT  al  dato  punto  M.  Immagino  due  raggi  in  finitameli 
vicini  CMN,C/n«,  e  il  piccolo  arco  Mr  descritto  dal  ce£' 
tro  C  col  raggio  CM,  e  conduco  CT  perpendicolare  a  CM 
Sia  ora  CM  “  y ,  ADBN  —  x ,  CA  r  a,  c  si  avrà.  a  :  y  '' 

Nn  (dx):  M,  =  ^  ,  ed  rm  (  dy  )  :  ^ .  iy  :  CT  -  * 


>yx  X  3'9  )(  fig 

ady  '  Sl3  P"  «empio  y  -  f*  U  curva  CKM  sarà,  la  spi-  >43 
'ale  d’ Archimede,  e  si  avrà  dx-=-,  CT  =^~  -  5?  _ 

OEQM.  a  a'  a 

Sia  la  spirale  iperbolica,  in  cui  xy  —  ab',  si  avrà  xdy  - f- 

=  CT  =  -^  =  -^  =  -b.  145 

ady  a 

866.  Nella  spirale  logaritmica  ,  ove  1’  angolo  CMT  è  ^ 
ostante,  immagino  i  raggi  infinitamente  vicini  CM ,  Cm ,  e  *4^* 
rescritto  dal  centro  C  con  un  raggio  CN  un  circolo,  fàc- 
c,°  CM—  _ji,CN=a,  e  segnato  sulla  circonferenza  del  cir- 
c°l°  un  punto  fisso  A,  suppongo  l’ascissa  AN  —  x  ,  il  che 

mi  db  a  :  dx  :  :  y  i  Mr  zz^—  ~ .  Sia  tailg Mmr  - 1  =  — ^  ~ 

M r^ydx  .  dx  _  dy  cosUmr  , 

ftir  ady  °n  C  at  y  —  ^  (  ^  )  (  B5I  ) :  dunque  ly  —  ~ 

bfinva  ?UeSt>  fqUatlone  fa  vedere  l0-  che  la  spirale  fa  un’ 
finita  di  rivoluzioni  intorno  al  suo  centro  tanto  per  acco¬ 
rrsene  quanto  per  allontanarsene-,  poiché  in  luogo  di  x 
Può  sostituirsi  successivamente  x  *+  x  ? x  2x  ?  x  Cc  , 

-t- * , —  27r-+-.*ec.,  essendo  ir  la  circonferenza  ANB  :  20! 

che  facendo  C  =  IC,  si  avrà  =£  =  ±  u  (852)  ovvi-- 


sen  Mmr_ 
cos  iVl mr 


3°  C7  ~  C  ed  y  —  C  cat  ;  dunque  nel  punto  A  ove  »  —  o, 

~  ^a.  ^1^ — y—  ^  ;  3  •  che  1’  ascisse  AN  crescendo  in  pro- 
rewi°ne  aritmetica  «,2^,30?  ec. ,  1’  ordinate  formano  la 
X_  2x  $x 

Progressione  geometrica  C  eat ,  C  eat ,  C  eat  ec.  :  4°  che 

aLlr°0,-SÌ  ha.^  =  C/>  proprietà  del  circolo  che’ taglia  ad 
ngoli  retti  tutti  1  suoi  raggi  come  si  sa. 

Evolute  . 

la  cu16l'  Se  unnfil°,ABC  applicato  sopra  una  curva  BC,  nel-  ,68. 
•empie  LT™}  B  C  a  tanfenCe  AB  »  si  sviluppi  tenendolo 
r  egualmente  teso,  la  sua  estremità  A  descriverà  una 


HG.  )(  320  )( 

ló8.  c“rvf  AM  in  cui  I®.  MC  sark  eguale  ad  AB  -f  l’arco  BC: 
2°.  T  arco  infinitesimo  M/72  potrà  riguardarsi  come  un  arco 
di  circolo  descritto  dal  centro  C  col  raggio  CM:  30.  onde 
nel  punto  C  si  riuniranno  le  due  normali  infinitamente  vi¬ 
cine  MN  ,  772  /2  :  e  4°.  la  tangente  MC  della  curva  BC  sai  a  sem¬ 
pre  normale  alla  curva  AM.  Ora  la  curva  BC  dicesi  l’ Evo¬ 
luta  della  curva  AM,  ed  MC  c  il  llaggio  Osculatore  o  d' 
Curvatura ,  che  si  tratta  di  determinare,  supposta  nota  !«* 
curva  AM  . 

868.  Sieno  MP  ,mp  due  perpendicolari  all’asse  AQ  in¬ 
finitamente  vicine,  c  CO,Mr  parallele  allo  stesso  asse:  fat¬ 
ta  MO  —  72 ,  AP  =:  X  ,  PM—  y  ,  M/72  ~  (  dxz  -f-  dy~  )  —  dì  ,  c 

dxddx  -+  dj  ddy  —  dsdds  ,  sark  (  435  )  dx  :  da  :  :  u  :  MC  - 
uds 

— — :  ma  mentre  AP  ,PM,MO  variano,  MC  non  varia  (861)5 


dunque  differenziando  MC  — f,  verrà  o  . 

dx 

(  udds  -+  dsdu  )  dx  —  ud'ddx  .  . . 

- dxi - ;  e  poicha  du  —  mr  —  dy  »  si  tro¬ 
verà  ri  —  - 7— -j-  °nde  MC  — — :  .  .  . 

dsddx  dxdds  d*ddx  —  dxdds 

_ d±d_y _ _ _ drR _ = 

ds~ddx  —  dx  (  dxddx  -t-  dyddy  ;  dyddx  —  dxddy 

ds *  _  dsd't 

- 7—  •  Supposta  costante  ds ,  si  ha  MC  —  ■  -  —  . 

dy  y/[  dx" 1  -1-  dy 2  ) 

— “ :  supposta  costante  dy  >  si  ha  MC  •  • 

ds*  (dxz-bdy*)^  .  c  ,,  «• 

— - —  ,  -  ma  supposta,  come  si  fa  d  ordì' 

dyddx  dyddx 

nario,  costante  dx ,  viene  MC=z — - —  .L  9 

—  dxddy  —  dxddy 

%  » 

cioè  dividendo  tutto  per  dx *  ,  MC  — fi  ■+  :-T~ d-l. 

\  dxzJ  dx' 

869.  Per  sapere  in  qual  punto  abbia  una  curva  AM  ^ 
massima  curvatura,  si  cerca  il  minimo  raggio  dell’  evoluti  ? 
giacché  le  curvature  dei  circoli  sono  in  ragione  inversa  dei 
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rang*  (,5°9)-  Inoltre  se  la  tangente  in  A  e  normale  all’as- 
®c»; si  determina  la  retta  BA  o  la  distanza  del  vertice  A 
da  l’origine  B  dell’evoluta  con  fare  x  =  o  nell’espressione 
del  raggio  MC  .  Finalmente  per  trovar  1*  equazione  dell’  e- 
voluta,  conduco  CQ  peipendicolaie  all’asse,  e  se  AB  —  a 
"Q—  t ,  CQ  —  z,  ho  primieramente  ,  presa  dx  costante  ,  MO  — 


*  = - ,  («68)  e  *  =  ^~ 


-  y  ;  poi  Mr  (  dx  )  : 


(dy)::MO:CO^PQ=z^—'^t^t  ed  AP  -+PQ_ 
—  d  xddy 


:  valori  che  coll’ equazion 

della  curva  AM  danno  V  equazion  dell’  evoluta. 

8^0.  Fin  qui  le  ordinate  eran  parallele  fra  loro.  Se  par¬ 
tono  da  un  punto  medesimo,  immagino  le  infinitamente  vi¬ 
cine  BjvI  ,  Bwi ,  e  le  CO  ,  Co  perpendicolari  ad  esse:  quindi 
descritto  col  centro  B  l’ arco  Mr,  sia  BM=L^,Mrrr<i*,  mr=z 
dy ,  Mm  zzz  ds  —  */  (  dx2  -+  dy%  ) ,  MO  —  u  ;  per  i  triangoli  si- 

Mrm ,  CMO  (435),  si  ha  dx:tn:  dy:  CO  :  :  ds  : 

Me  =  .  Differenziando ,  presa  dx  costante  ,  si  avrà,  d  (MC)  = 

o  (868)  e  dazz-’~-,  di  più  OQ  =  -d(CO)  (833)  = 

■^dudy  —  uddy  _  —  nddy  ^  vdydds  udxddy 


(  y  )  ;  Mr  (  dx  )  :  :  BQ  (y  —  u  )  :  — udxddy  .  ontje 


yds*  ,  yds*  _ 

,  ed  MC  —  — — , - T~TT  —  - 

1  —  yddy  d*  dx  —  ydxddy 


-±  dy1)2, _ _  „  (  j  r.  è!  a  2 .  ^fls^dy1 — yd(ly 

!v2 —  ydxddy  \  dx2‘  dx- 


d**  ■+  dxdy 2 — ydxddy 


cfle  si  riduce  a  quando  y  =  oo  (  poiché  allora  ds2dx 

<Vy’?nta  o  )  cioè  quando  1’  ordinate  son  parallele ,  come  già 
abbiamo  trovato.  E  se  nei  valori  di  CO,MC  non  si  fosse 
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169.  Presa  costante,  si  sarebbe  avuto  MC  = 

d^J—^Ùdy—^Ux  ECC°  a'CUnÌ  e8emW- 

87  K  Sia  1’  equazion  generale  alle  sezioni  coniche  y 4  ri 
(245)*  Differenziando  due  volte,  presa tfx  costante , 

si  ha  2ydy  =pdx  ±  e  2yddy  -+2dy*=:  ±P~~t  onde  dy  = 

pdx  (  a  ±x)  p*dx*  . 

2 ay - *  e  ddy  — - “JT"»  sostituiti  1  valori  di  dy  e  poi 

di  y  i  dunque  MC  (  =  =  Pl'tl  ~  JA 1  j,dx*  + 

V  -dxddy)  p'dx'  p'dx'*' 

dy*\Ì--P~  J(dx*  +  £d—  (a±*-)*\J  -  1  //„  *  1  .. 

9  ]  P>JxìV[dX  *  ^y~]  -'ZZp'rtA***-* 

P  (  a±*  j  )J  =(86 1  )^-  (751  .  739.)  in  tutte  le  se¬ 

zioni  coniche. 

1  w  '2‘  **°1C^  in  queste  la  tangente  nel  vertice  è  norma¬ 
le  all  asse,  se  in  MC  si  faccia  *  =  0  •  perciò  in  forza  dell5  c- 

Quazion  generale  f  y  —  o,  Sara  AB  —  — */p6a6  —  (86 1). 

?  Nel  circolo  ove  p-2a~2n  (410),  si  ha  MC  =  n  ri 
—  =  a—AB;  onde  i  raggi  osculatori  son  tutti  eguali  al 

raggio  del  circolo  che  ha  dunque  per  evoluta  il  suo  centro . 
170.  fScl1  eU,®«  1  'Voluta  ha  quattro  rami  BD ,  Db ,  bd  <1B 
eguali,  con  quattro  punti  d’  inflessione.  Se  in  MG  si  fac¬ 
cia  a:  =  a,  verrà  ED  =  <1  y^ap  ,metk  del  parametro  dell’  as¬ 
se  minore  (  755  ) . 

121.  Nella  parabola,  poiché  MN4  — TNxPN  (473)ePN  = 

f*  (2S0>sarhil  raggio  NTx  —  edMN: 

v  p  '  PN 

NP  :  :  MC  :  NT  =  CO  =  PQ  r:  2x~bL(  862 .  II  )  ;  dunque  QN^ 

2X ,  AQ  r:  3*-+  ~  ~  3  v  -h  AB  ,  onde  BQ  =  3jc,  il  che  dii  0' 
na  costrizione  assai  semplice  per  determinare  il  centro  C 


X  3^3  )( 

del  circolo  osculatore.  Prendete*  BQ^AP,  c  condotta  CO  FIG 

MC^rt00  ate-iad  A<^’  11  punto  di  concorso  C  delle  due 
sara  il  centro  cercato. 

Per  trovar  1’  equazione  dell’evoluta,  sia  BQ  (  —  _ 

*>CQ  —  z,  si  av'ra  NP  :  PM  (y)  :  :  NQ  (2*);QC  =z  = 

5~=4-'^  onde  e  r!  =  2J£?1.  cioè  - 

P  P  ió  2Z  ró  c  c  L  €~ 

Voluta  della  parabola  ordinaria  è  uria  seconda  parabola  cu¬ 
bica  il  cui  parametro  è  di  quello  della  data .  Ora  nell’  e- 

v°lute  ,  AB  •+  BC  =  MC  (  867  )  ;  dunque  BC  rr  MC _  il _ 

m«MN  =  v'(p*-H^)(:sI)  =  £.v'(4fH.  ,), 

dunque  facendo  =  a  e  perciò  MN  =  !?  jt  .  n  • 
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haBC  =  ~[(l^^)  —  i],  espressione  d’ un  arco  qua- 

lunque  deHa  seconda  parabola  cubica  la  cui  equazione  è 

873.  Sia  la  cicloide  ordinaria  AMBa  col  circolo  a^nirn 
re  BOD  del  diametro  con  l’ordinata  MP  =  v  e  IZ2' 

con  l’ ascissa  PB  -  *  :  si  avrà  mq  (  dy  ):  qM  (dx)  :  :  OP  (  ^(  2a*__ 

*  »**(*)*  dunque  dyzzdx  equazion  differen¬ 

do6  della  cicloide  :  e  se  si  faccia  piuttosto  AF  =  x ,  FM  — 
^onde  PB  —  2a—y,  verrà,  dx  :  dy  :  : ^  (2ay  —y*  )  :  2a  — 

e  però  dyzzdx altra  equazion  differenziale  del- 
la  cicloide,  Stando  alla  prima  c  posta  dx  costante,  avremo 
Perennando,  ddy  =  -=.?±*L-,  d*' ~2lplà 

Dun’“e  MC=(-^^=Vaa(2a-,)  =  s0D:  ora 
MMr  J 

«Ilei,  !  p"a,,e.,a  a  0»A°iChCv,S64)  Ia  tanScnte  MT  è  pa- 

a  OB  ;  dunque  OD  =  MN  =  NC;  quindi  1°.  nel  pun- 


1.  to  ^  Sl  x  — 2a  onde  il  raggio  osculatore  ifi 

’  A  è  zero,  e  perciò  1’ evolura  passa  per  A:  20.  nel  punto  B 
si  ha  x  —  o  ed  MC  zz  BE  z~  2BD . 

8j 4.  Per  determinar  l’evoluta  ACE,  compito  il  rettan¬ 
golo  AB,  sul  lato  AB'  =  DEzzBD  come  diametro  si  descri¬ 
va  un  semicircolo  AQB',  si  conduca  AQ  parallela  a  CM  e 
Si  unisca  C  e  Q;  posto  ciò,  1’  angolo  NAQ  zz:  NDO  -,  dun¬ 
que  OD  zz  AQ  1  418.3  )6  )  e  1*  arco  OID  (  o  la  retta  AN  )  zz 
all’arco  AL<).  Ora  OD  rz  CN  ;  dunque  CN  —  AQ,  e  però 
CQzrAN  442)  dall’arco  AL Q,  proprietà  distintiva  della 
cicloide  ordinaria;  onde  l’evoluta  ACE  è  una  semicicloide 
eguale  ad  AYIIJ.  Si  sarebbe  trovato  lo  stesso  cercando  di¬ 
rettamente  1*  equazione  dell’  evoluta  come  abbiamo  spiega¬ 
to  ( 869 ) . 

C’arco  ACzz  MC  zz  2AQ  ;  dunque  un  arco  qualunque 
di  cicloide  e  doppio  della  corda  corrispondente  del  circolo 
genitore.  Così  MB zz  2OB  ,  AMB  zz  2BD ,  e  la  cicloide  intera 
ABa  è  quadrupla  del  diametro  BD. 

.  Sia  la  spirale  logaritmica  ADM  in  cui  tzz-^X  (866) 

dx  ^ 

ovvero  dy  zz  — - ,  fatto  y  il  raggio  arbitrario  a:  differenzian¬ 
do,  supposta  dx  costante,  si  avrà  ddy  —  o,  e  il  raggio  o- 
sculatore  MCrz^  (870);  onde  condotte  AC,MC  normali 

ctx 

ad  MA  e  alla  tangente  in  M,  il  loro  punto  d'  incontro  C 
«ara  all  evoluta:  perchè  Mr  (dx)  :  Mm  (  ds):  :  AM  (  *)  :MC  . 

ojo-  L  angolo  ACM  —  AMT  (473);  onde  l’evoluta 
ABC  e  la  medesima  spirale  logaritmica  ADM,  Quindi  (867) 
la  tangente  MC  e  eguale  alla  spirale  ABC,  benché  questa 
faccia  un’infinità  di  rivoluzioni  intornoal  punto  A;  dun¬ 
que  del  pari  condotta  AT  perpendicolare  ad  AM,  sarà  MT  ^ 
all  arco  ADM;  onde  la  spirale  logaritmica  e  la  cicloide  so* 
no  evolute  di  se  medesime  . 


Massimi  e  Minimi 
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«a  M  ‘  vì a-  \ÌV^l°  del  circoI°  osculatore  nel  pun- 
_  i-  ’  or^inata  A1P  saia  maggiore  o  minore  di  o<rn’  ai*ra 
•l(1llta  corrispondente  a  qualche  punto  dèli*  arco  KMD  Hp 
scinto  col  raggi,  CM  ;  onde  MP  (prolungata  nel  caso  del 
In  'lUn°  *  pas.sa  Per  ll  cenfro  del  circolo  osculatore  ;  e  però 
algente  in,  A{  è  parallela,  all’ asse  AP ,  c  quindi  la  gUt, 

Agente  y-Ì?  =  co;  dunque  dy  =  ^-=zo.  Può  anche  succe¬ 
»*  G**e  l’ordinata  PAI  sia  un  massimo  o  un  minimo  quan- 
do  la  tangente  in  M  è  normale  all’asse;  allora  y~  —  Q  c 
dy  dy 

PCrÒ  dx^i  =  3°*  °ia  ^  può  ri£uardar*i  come  una  funzio¬ 
ne  dell’  ascissa  AP  =  *;  e  però  per  sapere  in  qual  caso  el- 
ia  diventa  un  massimo  o  un  minimo  ,  si  differenzierà  V  e  1 
^uazione^tra  y  ed  *,  e  si  eguaglierà  a  zero  o  all’  infinito 

>1  rotta  1- equazione  che  ne  risulterà  combinat,  conia 

Set?,™  dark  a*i.TS,0ri  d‘  y'x  1  *«  no"  sierto  assurdi, 

^termineranno  il  massimo  o  il  minimo 

<f=S“X:=-“=  ì“;  ZSSi) 

*~dzy  j  dx 

35-». -e c.  Supposta  dunque  £  =  o  (8:8),  svaniranno  tue- 
**  r  termini  delle  due  sqrje  dopo  il  terzo  (197)  e  verri  pni^z 
~2d^*  '  Parimente  se  a  un  tempo  stesso  si  abbia 

§  -o -d~'y-d'y  <  ,  ,  a4d*v 

dx  ~  dx)  “  dx* 3  verui  pm  ~p  m  =y  ^  -z-4  :  se  a 

Un  tempo  stesso  si  abbia  ^  ~o=z  ~y  =-1 -  d*y 
d*  dx 1  dx*  dx*~dxs' 
Verrà  /  /  a6d6y 

*  PmzzP  m  -y  +  —~Jdx-y  ec.  ec.  onde  secondo- 

Càè  fy  d'y  d6y  /  ■  • 

j,  d*1  *  ecf  saia  positiva  o  negativa,  ambedue 

tc°da  »m*  COntigr  i”">.^?Hpereranno  0  ««anno  supera- 
•  nell-:,™--)1’  chc  P«*1®  ndl. un  «so  sarh  U„  minimo, 
tt0  un  massim°  (SU)-  J"  generale ,  e»Wo  i,J 

-  rotti  ^  ^  ec.  che  vanno  a  .ce,  il 
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c  negativo  da  un  massimo ,  se  è  positivo  «a  tttf 

minimo .  All’  incontro  se  con  =:  o  resti  ,  verrà  pm  ^ 
dx  dx } 

<y-h— e  t/m'  —  y - -A  y  cioè  pm  >  PM  e  pm'  -< 

y  2.3dxi  1  y  2  .Ux'  F 

PM,  onde  PM  non  sarà  nè  massimo  nè  minimo  (877)  ec. 
Ecco  gli  esempj . 

1°.  Dividete  una  retta  2 a  in  due  parti  il  cui  rettango¬ 
lo  sia  un  massimo  o  un  minimo.  Chiamata  x  una  parte, 
l’altra  2 a  —  a;,  1’  espression  del  massimo  o  del  minimo  sa¬ 
rà  2 ax — a.4.  Sia  dunque  v—  2a*  —  xz  ,  e  si  avrà  =2a  — 

dx 

2xzzo,  e  però  x  —  a.  Per  saper  se  la  soluzione  dà  un  mas- 

dy 

simo  o  un  minimo,  differenzio  1’  equazione  —  —2a  —  2x, 

ed  ho  *7^  —  — 2 ,  quantità  negativa,  onde  il  valore  x~a 
dx 

dà  un  massimo  y  ~  az .  In  generale  y  zz  xm  (2a — #)"  è  un 

massimo  o  un  minimo  se  ^/-  —  mxm  1  (2a  —  x)n-m f”*(2a- 
dx 

x j”  I=zo^m(2a — #) —  Allora  x  =  ,  valore 

’  ni  -4*  n 

che  dà  un  massimo  perchè  —  — n. 

dx 

11°.  Trovar  due  diametri  conjugati  dell’  ellisse  che  fac- 
cian  tra  loro  il  minimo  angolo.  Sieno  m,n  i  diametri,  p 
1’  angolo  che  fanno  tra  loro,  e  si  avrà  (766)  mnscnpZZ 

ab ,  ed  m%  -+  nz  zz.  a*  -+  bz  ,  onde  senp  — . 

ab  d  sen  p —  ab{az-+bz — 2  il1) ^ 

dn  "  n1  ^{a1  -+  b1  —  nz~y  ~~  °  ’  C 
ri—  y  ^—^—  —  m.  Il  denominatore  eguagliato  a  zero,  cioè 

il  rotto  **fen P  eguagliato  all’ infinito  (  S^S),  darebbe  nl  i 

d n 

az b*  ed  mzz  o,  valori  che  non  servono.  Sicché  i  diame¬ 
tri  conjugati  ed  eguali  dell’  ellisse  forman  con  la  loro  in¬ 
tersezione  il  minimo  angolo  cercato  il  cui  seno  è  senp  zz 

too.  - .Perciò  se  tane  uZtangC  alt  (6±6)i 

*  Cl  *"4"  L)  n  •  /»  — U  A  •  n  ^ 


N  2  tan?  Il  2 1 

Sara  sen  p  — - £t —  —  — 

1  ~+tano2u  s 

sen  iiii  onde  p  —  2u  —  Bah . 


zz  (  6lo  )  2 sen  u  cosu  ■ 


)(  3“ 7  )(  FIG. 

ili®.  Di  tutte  le  parabole  del  cono  retto  DCB  ,  detcr-  ir8. 
•linar  |a  massima  in  superficie  .  Sia  BD  —  a ,  CD  —  b  ,  PB  x , 

e  sarà,  a  :  b  :  :x  :  AP  =  — ,  PM  =  */ {a*  —  xr)  (47?),  la  su¬ 
fi 

Perfide  wAMP/n  =  y/(ax  —  x*)=  y  {  come  presto  ve¬ 
dremo  )  ;  dunque  - 5 —0  =  3 a  —  4*  »  onde 

dx  3,2  (a*  —  x  ) 

Xzz°~ì  che  è  un  massimo ,  perchè  —  4*  H  denomi¬ 

natore  eguagliato  a  zero  da  due  minimi  coi  due  valori  x  — 
o  ,x  —  a  (8*S)  che  riducon  la  curva  ad  un  punto  o  ad  u- 
na  retta. 

IV®.  Di  tutti  i  triangoli  della  stessa  base  AB  e  dello 
stesso  perimetro ,  qual  c  quello  della  massima  superficie  ? 

Sia  q  il  semiperimetro,  la  base  AB  —  a,  il  lato  AM  —  x0 
saia  MB  =  2 q*—a—x  Dunque  chiamando^  la  superficie, 
si  avi  a  (529)  y  —  y/[q{q—  a)  (2  —  .r)  (  aM-rf  — 9  )  ],  2Zy  = 

tq-+-l(Q  — a)-\rl(q  —  J-H  Z  (a-KY  — q)  >-?=!--—  H-  . . . 

y  Sf  —  •* 

- — - - ,  ^  —  £-( - 1 - 1 — \  —  o  V  dunque  a-+x — 

a-t-** —  q  dx  ‘2'a-+-x  —  q  q  —  X* 

q  —  q-*-x,2q — a  —  e  perciò  il  triangolo  cercato  è 

isoscele . 

880.  Per  trovare  ora  in  quali  casi  una  funzione  Y  di 
due  variabili  x,y  indipendenti  tra  loro,  divenga  un  massi¬ 
mo  o  un  minimo ,  supponghiamo  che  y  abbia  già  il  valor  pro¬ 
prio  a  render  la  funzione  Y  un  massimo  o  un  minimo ;  si 
tiatterh  dunque  di  trovare  il  valor  conveniente  di  x,  cioè 
bisognerà  differenziar  la  funzione  Y  facendo  variare  x  so¬ 
la  ,  *ed  eguagliare  a  zero  il  coefficiente  di  dx .  Così  per  aver 
y  si  differenzierà  la  funzione  Y  facendo  variare  y  sola,  ed 
eguagliando  il  ccefficiente  di  dy  a  zero.  Onde  se  dX  —  Pdx-ì- 
Qdy ,  si  deve  aver  P:r^o,Q^  o>  equazioni  che  daranno  i 
valori  di  x  e  di  y  proprj  a  render  la  funzione  Y  un  massi¬ 
mo  o  un  minimo.  Per  distinguer  V  uno  dall’altro,  posto  dY  = 

P*/.v  .4.  Qdy  e  prese  dx^dy  costanti,  saia  dx Y  n  dPdx  -+ 
dQdy  -,  onde  fatto  <ZP  —  A dx-¥  B dy  ,  dQ~  B dx  -4-  C dy  (  ^>54)> 
verrà,  a2  Y  =r  (  A  dx  -+  B  dy  )  dx  -+  (  Bdx  -+  C  dy  )  dy  :  ma  si  è  vi¬ 
sto  che  dee  aversi  P  — 0  e  pero  dP~  Adx-Jr  Bdy  zr.  o;  dun¬ 
que  fjx  —  e  d1  Y  ~  dQdy  ~  (  B dx  -j-  C dy  )dy~{-— 


ri€.  4  /V.  y’y 

A  *hC)  Jy'  ovvero  ~  =  C~  Ora  quando  s;  fca  .. 

P^-'^V1- rfp/’-  fljV  =  °  0V',ei°  -1'  -  0 >  viene  JY  = 
"  *  —  drdx-z Adx  ovvero  dV  —  Qd’  dzY  —  jdj  -ì- 

*  si  i  detto  che  Y  è  minimo  olZ’sfJ 
e  c  >  °  ovvero  A  <  o  e  C  <  o  («-£>);  dunque  se  si  aV 
biano  x,y  insieme ,  satit  Y  un  minimo  quando  A  >o ,  C  >  o 

ed  inoltre  C-_>0>  ovveto  AC>B':  e  siri  un  massi¬ 
mo  quando  A<o,C<oedinoltreC-L,<oovveto(giac- 

chè  ora  A,  C  son  negativi  )  -  C  -+  ~  <  o  cioè  AC  >  B1 

come  nel  caso  del  minimo.  Questa  teoria  facilmente  si  esten¬ 
de  alle  funzioni  d.  tre,  quattro  ec.  variabili. 

Si  voglia  dividere  il  nuhlero  dato  3u  in  tre  parti  il  eòi 
«  la  terST  massimo-  Chiamando  x,y  due  di  queste  pat- 
fi’cui  if-ryh 

3  aepa  tata  mente  i  coefficientT'Vl  Jx, 

Jy,  s.  «vr&Sn-M-jr-oczSa  „nd»  ,=  *  ■ 

V. )  Aj .  A< = —  2y = — 2a  )  <  0 ,  B  -  sa  _  «x  _  0«  -  _  *  . 
poi  Q  a:  (  3o  -  2>  -  ar  )x ,  rfQ  =-  ixjy  H. ,  3_a_  3f  “2  ,  Jx , 
C^~a~r  —  T  >  <0>  sara  AC(  rr  4al)  >  B2  f  —  a»  )  c 

utodò°twIVt,d' nd'’  11  dali0  nUmcro  >”  «e  parti  eguali ,  il  loto 
prodotto  data  un  massimb  . 

m  Tra  tuttl  ‘  triangoli  isoperimetti  vogliasi  quello  che  ha 
maggior  superficie.  Siene  x,y  due  de1  sSoi  lati,  n„  ;]  neri- 
metto  23  -  x  -y  sant  1’  altro  lato,  e  la  superale  £  = 
y[j  (Sap)5  dunque  2/Y- 

'2  —  *  (  2  —  *)  -+  l(  2  —  x)  -*•  Z  (  x  —  2  ) ,  c  ,*Y  rr 

2S(— i~— ._i_USsf_L _ «x  r  ' 

,3  V — 2.  -~ZX  2  Ur-j  2_JEsua- 

ghando  a  zero  1  coefficienti  di  ,*?,  si‘ ha  £  —  q  =s 

S-jr  =  S-*i  onde  x-y=2J  =  2q-x-y,  e  «  triango¬ 
lo  ricercato  c  equilatero  .  ° 

’Z6',;  <ri8LS;rVe  ?Ucf,°  me.todo  »  determinare  ancora  i  non- 
mmV  Vn/T  (‘3d);  poiché  nei  due  triangoli  infinitesimi 
7nW  (-  V  ,“na  ? “  * .  1’  angolo  mm’r  l -  ,«P  ,  < 

dell’ordinata cùfj 10  .anche  ””  <niV,  cioè  la  differenza  Jy 
deli  damata  che  da  A  «corre  in  PAI,  c  da  PM  o  procede 
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-  indietro  ,  scema  sempre  nella  concavità,  del-  r 

curva;  e  potrebbe  dimostrarsi  nel  modo  stesso  che  sem-  I^‘ 
Pre  cresce  neiJa  sua  convessità..  Dunque  nel  punto  M  ann¬ 
essione  la  differenza  dy  diviene  un  minimo  o  un  massimo 
°c  '8-8;  ddy  —  O  Ovvero  co  ;  ma  il  raggio  osculatore  MC* 

P  esa  dx  costante,  diviene  infinito  se  ddy—O,  e  diviene  ze- 
0  se  ddyzzx  (868.820);  dunque  nel  punto  d'inflessione 
r aPplo  osculatore  è  sempre  infinito  o  nullo  ,  è  perciò 

ddy  —  — ■  ddy 

\  dx1)  '~~dx*~~  °°  ovvero  =  °»  e  ~dx-  ~°  ovvero  oc. 

differenzierà,  dunque  due  volte  1’  equazion  della  curva , 

Posta  dx  costante,  e  il  valor  di  eguagliato  a  zero  o 

a]i>  infinito  ,  darà  i  valori  di  x,y  convenienti  ad  uno  o  più 
Punti  d’inflessione.  Che  se  l’ordinate  partano  da  un  punto 

feto,  si  avrà  — — dl-g^ÈL  -  o  ovvero  «  (S;o). 

882.  Per  vedere  se  ~y  =  o  dà  veramente  un’ inflessio- 
.  dx 

e  m  M,  condottavi  la  tangente  T t  e  presa  Pp  =  P p'zza, 

Zo  1  ordinate  pvm  ,p'm'vf  e  da  M ,  v'  le  normali  Mr,Vr\  T"4‘ 
*  triangoli  simili  MTP  ,  vMr  —  M v'r'  danno  TP  ( )•  PM  (y)  •  • 

,dy} 


Mr  (  a  )  :  rv  zz  r'M  =:  ,  onde  pv  zz  y  - 

dx 

•  Or  fatta  L^-zzo  ed  a  ncgatii 


^  pv'  —  P  dzz 


y"~da 7  *  0r  facta  — 0  e(1  a  ncgativa  in  Pp',  si  ha  co- 
^e  SOpra  (879)  pm  zzy-p  °p -p  c  pm’-y-  ad? — 

•1 #,  ,  diy  ‘U  .  "-*dX  dX 

5 3^3  >  dunque  se  ±  —  —  non  sia  zero,  verrà  (  col  segno -+) 

P'f  ^  pv  e  p'm'  <  p'v' ,  o  (  col  segno  —  )  pm  <  pV  e 
p'v' ;  dunque  degli  archi  Mm',Mm  l’uno  sarà  di  quà, 
altro  di  là  da  Tr,  e  si  avrà  in  M  un’inflessione  ("3ó)| 

^  che  non  potrebbe  concludersi  se  fosse  —  occ  In  "c- 

dx}  ‘  ° 

befaìe  }  essendo  impari  il  numero  dei  rotti  ec. 

chf.  ,  i  dx^dxi’dx* 

o.  ^anno  a  zero,  il  Seguente  determinerà  l’inflessione :  in 
tr°  caso  ella  non  vi  sarà  .  Ecco  gli  esempj . 

Sia  la  prima  parabola  óubica  in  cui  yi  zza %tc;  si  avrà 


)(  33°  a 

.  _dx  Va*  —ddy—  3  val  ,  ,,  „  .  , 

d9—  g-  V  xz’~dxr~~9xy  °  nC  pUnt°  d  mflcsslon<ì 

dunque  x  =:  o,  e  questo  punto  è  nell’  origine. 

II.  Sia  la  concoide  in  cui  .y  =r ^/(aa  — •*-*)(  784)» 

si  avra  dy  =  fi.) ,  —JJ* - 

x2  \/ {  a2 —  dx2 

a2x*  ~h3a2òx2 —  2 a+b _ 

(T'Pr-, “"de  =.o,  «■ 

quazione  che  risoluta  (  333  )  tir  per  x  il  valor  conveniente 
punto  d’ inflessione . 

JÌ 

III.  Sia  la  curva  dell’  equazione  y — a  X  —  a  y>  ;  si 

vài  dy  ~  ~s—lX~ — ,  ~x[y-  = - - - -,  che  eguagli 

S\/(x  —  a)2  2$(x  —  a)à 

a  zero,  nulla  fa  conoscere  ;  ma  eguagliato  all’ infinito  ^ 
x~<*~y,  valori  corrispondenti  al  punto  d’inflessione. 

Rotti  i  cui  termini  si  riducono  a  zero  . 


883.  Si  trovan  talvolta  dell’ espressioni  algebriche  in  W' 
ma  di  rotti  che  si  riducono  a  —  ,  come  - - —  quando*''' 

0  X  —  a 

® ■. Questi  risultati  apparentemente  indeterminati,  fon  suscef* 
tibia  do  vaioli  determinati;  ed  ecco  un  metodo  per  trovai 

Sia  —  una  funzione  di  x  il  cui  numeratore  e  denoti7 

natore  si  riducono  a  zero  quando  x~a.  Si  sostituisca  a* 
óx  ad  x  in  P  ed  in  Q  (  si  prende  —  se  -+•  guida  ad  as*u!' 
do  )  e  trascurati  i  termini  ove  è  dx2  ,dx*  ec.  come  ini*1'1 
t  -tim  rispetto  a  dx ,  si  avra  il  valore  del  rotto  propd^0’ 
se  pure  i  termini  del  nuovo  rotto  non  si  annullino  nuoV9 
niente.  Ecco  gli  esempj. 

v1  —  a4 

I.  Cerco  il  valor  di - a  quando #:r a.  OuìP  —  **' 

X  —  a 

**•  c  Q  =  x  —  a-,  dunque 

y*  a~{-dx — a  dx  ^ 

■  La  somma  della  progressione  -ff  ;r  :  *a  :  .  .  .  **> 

ìlU-:  x  i  • 

x—  1  11  CUI  valere  quando  A’-ar:i,  saia  .  .  *  *  * 
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(  I  -4-rf*)”"*' 1  —  I  —  dx  _ 

H-Ac— I 

III.  Sia  :È£*'ix=a.  Si  avrà  V(,aix  . 


*4)?=a  \/(a2  —  2adX)~a(  a  —  —  —  ec.  (iól)) ,  -  a  y/arx  — 
‘la 

(a3  -+  a2dx)~ - —  a(  a -i-  —  ec.),  a  —  y/  axì  ==  a  — 

3a  / 

V(a4-h3a3d.y  )  =  a-(a4  -3a-  **  ec.  )  ;  riducendo  si  trova 

4« 

^$adx  _ l6a 

a*!**?"”*”’ 

4 

884.  Ma  se  succeda  che  anche  il  nuovo  rotto  divenga 
si  passera  a  considerar  dxz,dxì ,  ec. ,  finché  si  abbia  in 

Quantità  finite  uno  almeno  dei  suoi  termini. 

Es.  Differenziata  1’  equazione  -+*3  -+ .  « . .  -4-  xn~ 

_x  d 

- t  si  divida  per  —  ,  e  vena  x-b  2x*  H-  3xJ  -+. . .  -h 

x  —  I  .v 

iH-2  ,  .  n  -+ 1 

n  n _ X  ■+  nx  — (  /2  -+-  I  )  X  _ _  O-  uanv  _ 

*  -  {x-T?  _-quan  0  *-  I.  * 

sostituendo  I  -4-  dx  ad  x ,  si  ha  nuovamente  —  :  ma  se  non 

o 

Sl  trascuri  dx* ,  come  si  fece  in  principio  (883),  verrà  .  .  . 

o  ,  (rc-+  I  )dx 2  —  (  n  -+  r  )*  ndx* _ «(«-+-  I  ) 

2 dx*  ~  a 

885.  Con  ciò  si  trova  nei  casi  particolari  il  valore  di 

co  e  di  00  —  co  •,  poiché  oX00  —  °X  —  =  — ,  ed  co  —  oc  ~ 

*.  b  o  .  ,  1  *  _ 

o  ;  così  se  „v  ~  I ,  si  na  - - ~  —  co  —  00  onde 

o  o  IJP  lx 

istituendo  1  -+<£r  ad  a:,  verrà  — =(3oiJ  =  —  I . 

li  l-rax)  dx  e c 

886.  Possono  anche  determinarsi  i  punti  multipli  deile 
gUrve.(t35)  e  la  loro  moltiplicità  ;  poiché  differenziando  per 

sen*pio  1*  equazione  d[y  —  b  )*  —  x{x  ay.zzof  si  trova 


)(  33*  )( 


<*r  ~  )  (3* — o 

«È*  —  £)  ""'  O  quando  x=a,y  ~5;  sostimene 

d,  dunque  a+i  ad  *,  e  6  *  d,  ad  j, ,  trascurato  *e»  ver- 

i'd~=z—  —  dy  _  d > 

d*  dy’  dx*  ~  1  ’  e  *  1  :  ma  fa  esPnme  la  tang’en- 

f' asse 'ddU^f hj e"IVa  <  °  11  sua  •«*»««  1  fa  co», 
lori  apparterrà du,1<Ju®  ,e  locata  tangente  ha  più  va- 
«tesró  punto  -'  e  “ ?*  P— ■»  P«  un» 

deru  un’ordinata V-wm  ?  afclssa  *=«  corrispo»' 

multiplo,  ove ‘sou^due  «angeótì^  ^ggio  ” 
porno  multiplo ^andlela rnenre °aU°  asse  ,rCtra  “nd°"a  pet  9 
SS;.  Questo  metodo  per  valutare  ■£  è  generale;  quello 

«e  &ocÌ±Pr^Ìye  di.differenfiar°epararamen,e  quan- 
c,  il  numeratore  e  il  denominato!  del  rotto, 
non  sempre  riesce:  cosi  dato  J f 

7°%aLdt:zz 

Teorema  di  Taylor-. 

ne  dfl8;  ?è:louLta  d"°  (8'23)  Che  suPP°sta  V  »"*  fonalo- 

’•  d  Ven.ea  ?•*'***  e  .«Miete  =  a  quantità 

fi nita ,  si  avrà  Y  —y  ±  aÈ?  «’rf  3 ^  a^/4y 

dx  2dxz  2 .3dxì~*m'  +  ‘3'  Ji*±eC‘} 

L  dd  dotto  Geome^rra^gTe^e  "chtìTtJvò"0^  *  ^ 

tita  sostituendo  JfH- 1  ad  x.  Avremo  0  =  I>  S1  _a  j, 
dd>_  *  c/jf 

d*rL~'J,dX'i~ 7°  ec,;  dunque  j  si  cangia  in  —  2;fh-I^ 

2J?  • —  2  -4-  r  —  «  . 

-  ^  1  —  XX,  il  che  è  evidente. 

»?o.  Sia  ,  =  „»  e  si  ayr,  éy  n.  Iddy 
]  —  2  dX  dx  ' 

cc-  -  v  diviene  x-+a,y  ditrenterh  (*-+*)* 

r=  xr  -  +• 


)(  33? 

=  facendo  .  = 

c  **  X~" 

x^JT  e  Però  x  -h  a  — - -  ,  avremo  (x-+a)m~  - - 

x-+b9  v  (x-t-b)"  ~ 

t’71  mbxm  m(m  - 1  )hzxm  I  .  -  m 

i +1  -+  -^+-b—  -  ec-> ovvec0  (S-^r = (j^  ‘  ~ 

x  771 . mx  mb ^  m(m  —  1  )x~mb*  ^ —  m  .  ^  7 nb 

x-Jrb  2  (  x  -+  b  j*  *  H-  Z>  H~ 

— I  )b*  m(m — I  l(/72 — 2)Z>*  .  •  ,  , 

scrie  clie  ha  un  nu- 

*^ero  finito  di  termini  quando  m  è  un  intero:  se  n^z  —  m> 

"  ,vt'a  =  *-=c  ).SiPos- 

•°n  verificar  queste  formule  riducendo  i  rotti  -r-1—  _ i _ oc. 

}  .  .x-fò ’(,*.+  &} 2  9 

n  sene,  che  serviranno  a  trovar  le  radici  dei  numeri  pron¬ 
amente,  perchè  posson  sempre  rendersi  convergentissime . 

891.  Sia  ora  y  =  Ix ,  onde  ~  =  =  ^  ec. ,  c  si 

dx  x  dxz  xx 

■vr kZ(*dt«)=Z,±5-Jfl=t^i_  ?-4=hec.  Sia  =fc  «  = 

^  *  2-v1  3-w*  4a'4 

ÌV“»  e  avremo  l  (  »  ±  «2  )  =:  l  ~lbx -l  (b  ±  x  )=zlx^ 

ì'h "  ^±^r* * Mb±xy  “  ec‘  Dunque  *(*±*)=h± 

x  ^2 

***•)>  setie  «"vergenti  che 
4cilitan  molto  il  calcolo  dei  logaritmi. 

892.  Siaj/cri^;  avremo  <y  =b*lby(~,=bxl1bc<:.’,&UT\- 

dx  dx 

qi,.  azlzb  a}Vh 

zzb  (  i  -+  alb  Hr — - - h  — —  H~  ec.  ) ,  e  perciò 

4°  77  azrb  a}Vb  ^ 

—  1  *+  ata  ■+  — - h  -  —  -ir  ec.  (  307  ) . 

893.  Sia  y  un  arco  il  cui  seno  è  x  che  indicheremo  cen 

^  A  se/i  x-,  si  avrà  x  =  scnyA?- - - ! _  ^  — 

COj,7'' ec  ;  duni“e  Ai'"  (** 

Tt 
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«  )  =  A  sen  x ±  — — — - 1 - al? _ +  a*(j  H*  2x*  ) 

w-*')  vd'*1)1  ovu v  ^  ec  ^ 

AS9nx±~‘L  +  -°1JL±eC' 

cos y  2coì 3 y 

894  Queste  serie  sono  attissime  a  calcolar  l'arco  che 
corrisponde  a  un  seno  dato.  Preso  dalle  Tavole  Parco  più 
vicino,  la  differenza  del  suo  seno  *  dal  dato  renderà  a  pic¬ 
colissima  ,  e  si  avrà  Parco  cercato  aggiungendo  ±  — _+. 

a*x  cosy 

27o^  CC*  a  qUelI°  11  cui  seno  è  *•  Osservate  i°.,  che  la 
sene  è  si  convergente  che  i  due  primi  termini  danno  i  mi¬ 
nuti  quinti  in  circa:  2*.  che  P  arco  è  espresso  in  parti  del 
raggio  i,  e  per  ridurle  a  secondi,  a  terzi  ec. ,  bisogna  di¬ 
viderle  per  la  lunghezza  dell’arco  di  i"  (522,,  posto  il  lo¬ 
garitmo  dell  unita =  io  :  il  quoziente  dà  i  secondi,  e  di  qui 
r  terzi,  i  quarti  ec,  ' 

895.  Facciamo  y  =  A  cos  x  ,  e  avremo  xz=  cosy  ,  z: 

zrl  =  _ d'y  _  i-4-2*a  dx 

seny  V(I  -  •*)’ dx *  V(l *“)»  ’ d?  -  7(T*y »C.C  ;dun- 
que  A  cos  (  *  ±  a  )  —  A  cos  *  _ — _ _ ^ 

-LOrl.*.*)  .  VU;X"> 

6^(1 — '  ec'’  scr*e  di  cu‘  s‘  fa  lo  stesso  uso  che  del¬ 
le  precedenti  Se  ne  troveranno  delle  simili  per  V  arco  la 
cui  tangente  sia  x±a.  v  co  1 

896-  Sia  ora  yzisenx,  e  avremo  ^  —  cos*  _ 

’d** 

Senx’j~}  =  ~cosxecì  dunque  sen  (*  ±  a)  =  sen  #  rt  a  cos  *  — 
a*  a3  a4 

~  sen  *  4:  —  cos  *  -4-  —  sen  *  h-  ec.  Parimente  se  y  zz  cos  x,  «* 

«ri  cor  (  *  ±  a)  =  cast  *aSenx  -  °1  cos x  de  —  sen x —t* 

a4  2  6 

24  cos*  ec.  Queste  formule  son  di  grandissimo  uso  per 

Jei  *eni' Se  *ia  *=.o, «  »«.(«-<• 

I  ’auelii  ch/ì- ,verra,n°  *  ca*i0»  di  «n  *  =  o  iicosx^ 

I  ,  quelli  che  già  trovammo  (  628  j . 
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892  Fatto y  —  tangx ,  onde  =  —  I_ ... =  senx 

y  j  0  i  dx  COi'2‘r  2(f*a  cos’.i- 

;■ =  ™;  ^  =  àh  -  teli  (6“ 01  sat-a  «**(*  - 


<5rn,.i  ‘  - -  -t-  ec.  :  ma 

JCOS  *  3co.s}a' 


COS*  X  COS4X  CO.S5  X  CC 

ma  ±am+  a ±a*  -+  <2+  rang- . 


>+_  v  O"'  ■  COS  X  cùs'x 

7  c.  e  una  piogressiori  geometrica  il  éui  primo  termine  — 
;!?*+-  «  tangx  „  ,  .  1  *  ~ 

- S  1  ultimo  =:  —  o ,  e  il  quoziente  ~ 

A  cos*.?  ’ 

dunque  la  somma  (2S9)  =  ~™j~?,e]>eròtang(x±a)- 

èang  x  ?-lunZx±*i r  — ?fl _ aVven  * 

cos2*—  a*  3òes**  3(J07J*  eC'— . 

seivxyzos  x±  a  __  la  *  a4  sen  x 

cos3x  —  az~  ^  3^,7Tx~~  JcS? x  *  CC‘  Si  troveran^o  delle 
formule  simili  per  òo£(*;±a). 

«93.  Sui  ora  y  —  mi  senx  o  al  logaritmo  ordinario  di 
*  se  m  rappresenta  il  modulo  ;  si  avrà  ^ 

rfrV,,  j,  dx  senx  V 

zfv  _ ™  *.y  _  2/72  cos  x  , 

dx%  Sen'x  cix  ’  ~  TeTTTT  CC‘  ’  dlln<3ue  1  sen  (  *  *  <0  = 

i * .« * ±  «a  a°—  --??!* gÌCTCM*  „ 

*en*  2stm2:w  Sseu1# 

899.  Se  y~  mi  COS  x  y  sarà  —  ~^msenx  ,«  „  x  aWy  _ 

7,  cosa?  v  ^  djr» 

> — 2msenx 

Cl>s*x''\lx*  *“  ~co7i~  ec,;  dunque  icos(jf±a)  =  2  coi  a» 
q*  am  sen  if  na/;i  ai m  senx 

coTr  ws  *  ~ ec- Sia  >  =  .  « 

si  avra  A  ‘ì'«  _3J7  —J>mcos2x 

dx  sen  2X  ’  2 dx2  sen'zx^  CC‘  C  Perc‘° 

,'°nS<*±a)=l'anSx±^--":  Lo  stesso  sarà  per 

ni  c Ot  X  . 

«no 9?°'  Supi,osro  ora  cAhf  >  si3  ’’  3rco  >'  cui  logaritmo  del 
...  X  *’  °VVt'r0  7  =  Sl^nx,  si  avrà  x^ls.ny,*  per- 
Ciò  __  serj  y  ddy  __  seny  r 

dx^rnl^Ty  '"die*  ~  mxcÙii~y  CC,i  dun(lllc  AZ  seri  (x  * 
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.  a  aeny  a 2  sen  y 

<t)—y± - ! — f — i  ±  cc- 

mcosy  2 m  cos* y 

901.  Sia  ^  ~  A Itarigx  ;  verrà  ~  ^  , 

2m  d**  47/2 1 

fZ’y  5en2ycos4y  ,  .  , 

j  1  — - — j — 7-  cc.  ;  dunque  AZ  £a/7?-(  a:  rfc  a)  —  ^  ±  .  .  .  • 

aaen2y  ,  alJé/2  2y  cos  2V  ,  aJAe/2  2/ eros  4y  ^ 

- -H - - - --  ± - — —  H-  ec.  Queste  fot- 

2/72  4™  1 2/72 1 

mule  posson  servire  a  risolvere  con  molta  approssimazione  i 
problemi  'soli’  uso  delle  Tavole  dei  seni. 

902.  La  serie  y  ±  -+  ec.  (SS8)  da  cui  nascono  que¬ 

ste  ed  infinite  altre  applicazioni,  induce  talvolta  in  inganno 
se  si  adopri  senza  cautela,  come  può  vedersi  nei  casi  ben¬ 
ché  sémplicissimi  di  yzzlx  (891)  e  di  y  seri"  x  quando  xzzt 
nel  primo,  ed  n>-m  nel  secondo. 


ALTRE  REGOLE  DEL  CALCOLO  INTEGRALE 

Metodo  per  ridurre  /’  integrazione  di  più  differenziali 
binomìe  a  quella  d ’  altre  differenziali  conosciute . 

9°.v  Kj>£bbasi  integrare  clx  (  a  -4-  bx ”  )*  supponen¬ 
do  nota  T  integrale  di  dx  (a-+Z» \m)^  ,  ed  n  >  p.  Poi" 
chè  d[^~r  1  {a^bxm)k~>rl]  —  a{q^\)xqdx{a-vbxm)k^ 
b  (772  k  -4-  m  j-f-  1  )  x  'idx(a~+bx  sarà,  integrando 

quest  equazione,  y a’  dx[a-bbx  )  zz . * 

O  H- 1  /  ,772^-4-1  ,  f  a  .  ,  772  /t 

£ _ (  aH-Z>.v  ) _ a  (  «7  >r  1  )/  a  xd.y  (  a  -4-  b x  )  ^  ^  ( 

Z>  (  rnk  H-  m  -+•  q  —H  )  b  (  mk  -+  772  -4-  q  -+  1  ) 

5  —  72,  o  2  =  72  —  772  -,  si  avrà  J~xH  dx  (  a  •+  bx’n  )k  zz  .  .  .  > 

i  -hrt - 7/2  m  k  *-4'  I 

f _ ( a-ì-bx  )  a(n — rn~\-l)rn — 772  ,  . 

^M4a-H)  b[j:7T-{-n-+TyX  *^a 

bx  )  .  Se  in  questa  stessa  espressione  in  vece  di  n  si  seri" 
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Va  n—.7JljT1 — 2 m  ec. ,  si  avranno  i  valori  di /xTt‘n 

)  »  Ai/*"  2mdx  (a-t-bx™  f ,  in  generale  di  fxn  1711 
dx(a  -+bxm/:t  essendo  i  un  intero  positivo;  e  la  formula  sa- 

y,  .  ,  I-+«  —  m 

n  ,  ,  .  ,  m  k  ,  ,  m  k  *+ 1  /  x 

X  dx  (a~b  bx  )  =z(a~hbx  )  I  7-7 - - 

V  '  Vò(i  -+  n  -+  mk) 

.Q(  I  -+n  —  m)(  A)  __  a  (  I  -+n  —  2m)(  B)  ^ 

I  ))  bxm  (  I  -+m(Jc  —  2)) 

_?(  i  -fra  — m(t  —  I  >)(Z)  \  ± 

**"(  I  -+  n-f  m  { Jt  —  r  -+ I  >)' 

5^1  ~\-n  —  m)(\  — f-  ti  —  2  m) . (l-j-n  —  im)  Caditi  ^ 

b*( i  -4- n—]rmk)( I  *+n -+m(k —  I ))  ...  (l  -+n-l-772(*— i-fl)/ *  * 

f  ove  le  lettere  (A),(B) - (Z)  indicano  che 

il  termine  in  cui  sono,  dee  moltiplicarsi  per  il  precedente, 
ed  il  segno  superiore  ha  luogo  quando  i  c  pari ,  l’ inferiore 

Quando  è  impari.  Ora  se  n  —  im~py  cioè  se  — ~—£  —  £  è 

m 

*n  intero  positivo  ,  fx*  dx  (  &  •+  bx™  potrà  con  la  formu¬ 
la  precedente  ridursi  a  Jx^dx  (a-j-bx™  f ,  presi  tanti  ter¬ 
mini  della  serie  e  tanti  fattori  nel  numeratore  e  denomi- 
nator  del  termine  fuor  di  serie,  quante  sono  unita  in  i. 

Esemp.  Sia  fx7°dx{l  —  x*  )  ’z  da  ridursi  ajdx{\ — x')^, 
che  si  ha  quadrando  il  circolo,  come  vedremo:  sarà  n~  io, 

—  —  ltm  —  ‘2ìk  —  ~,p  —  0, - —  ~  i  rr  5  ;  dunque 

2  772 

f*lt>dx(l—  x')*-(l  —  - 9—x 7  —  .  .  .  . 

'  1-2  12.10 

-£vL  *s .  IlLL. *> . »  )-*  J  fdxU . 

l2-io.8*  12.10.8.6  12.10.8.6.4  12.10.8.6.4^  ' 

t 

Cos\fxr±CS~~l  dx{a-±bxS)  “  si  riduce  a  fx  ~ldx(sa-+ 


)  U  :  onde  se  a— 1  ,bzz  - 1 ,  crr  I  ,  s  —  2 ,  t  —  —  I  ,11—2, 
ancheyir**f 1  rf*  (  i  —  **  )'  *  si  ridurrà  a  fx  '^1  dx[i  , 


v  —  are.  sen  x  (  050  ) 

=  —  y/(l  —  xz),  si  avrà  sempre  fxr~*ldx{  1—  **  k  o  il 
numero  intero  e  positivo  r  sia  impari  o  sia  pari 

£04.  Se  i  sia  numero  intero  negativo,  in  luogo  di  ri' 

durre  fx'dx  (  a  -+  bx™  f  *fj*dx  (  a  _£  bx™/,  si  ridurrà  que¬ 
sta  alla  pinna. 

Esemp.  Sia  fx  ^  dx  (  I  -+  x*  )  1  da  ridu  rsi  a  J  lx<  I  -far*)"  1 

=  are  tanj  x(X$o)  ;  si  avrebbe  *  =  -  4 ,  ,*  ==  2  ,  p  =  o  ed 

n  —  p  ,  r 

~~~  =~4-i  "dùcendo  dunque  la  seconda  alla  prima,  sì  u* 

Vtkn=Z0ia  =  l,b=l,-m  =  3,k=-^l,p  =  -i  d  , =  a  =* 

m 

i  ;  end é/dx(  1  -4-  *a)“x  =  -  *~x  -4-  ^  -f yÌ-4  dx{  1  -f- 
*l  )-x  )  dunque/^  dx  (  14  *i  )~l  =  ar'1  -  -f fdx  (  I  -V 

**rx.  3 

905.  Sia  proposto  ora  di  ridur  fj dx  (  a  -f  bx™  f  a 
fxrdx(a-+bxm)q.  Poiché 

d*(a  +  bXmf^bmpxm+"dx{a-*.bXmr \«Af»nd+a-* 

n-M  772  p 

br?=*-^^_h"zfx"'-+»dx{a_vb™)P- « . 

Se  in  questa  stessa  espressione  si  scriva  n  -4-  m  ,  zi  .4.  2m  ec. 
per  a,  e  p-i,p~2  ec.  per  p,  si  avranno  i  valori  di 
dx[a-Vbx  jP  ,  ec.  e  sì  ito- 

rerk  la  seguente  formula :fxndx{  a  -+<  bxT71)p/=z(a  h-  ^/  x 

Mi  ) _ _  im(p_— f  fi  ) 

i-f/7  (r-fin-+/7i)(a-t-5aw) 

_ _ ^ rv  )  (  Z  )  \ 

(  1  H-  a  _+  m  r7—  1  jj(  Ì’hkJ»*)  /  ±  ’  *  *  •  •  . . 

—Li*  ^  J°  1  )  ”  -  —  /-Hi)  /*  n-4-i'm  m  p-i' 

(l+n/i  dx(a+bx  f  , 

ove  r  segni  e  il  numero  dei  termini  e  dei  fattori  si  prendono 
come  prima  (903).  Ora  sep-i'  =  q  o  se  p_  ,  =  ,*'*  intero  , 

l’ integrale  di  «n«f,  (  a  ^  i,*/»'  si  ridurrà  a  fS^dx  (a  -+ 
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^  ,  la  quale  potendo  ridursi  af/dz(a-i-bxm)1  quanJ# 

71  cioè  quando  — ~  è  un  intero  positive 

l~“l  »  anche  la  formula  proposta  vi  si  potrà,  ridurre. 

Esemp.  Sia  da  ridursi  J x+dx(i  —  x*)z  *fdx(  i  — . 

Sl  avrà  n  =  4,a=l?6=:fTi,ia^?,p=i,r~o,5=:A,p^ 
3:=  l'  =  2 .  Dunque yjc4cijr(i  -  — ^ 

5.3  /.  j  ^  j 

^./*8<i*(l  —  **;*:  ma  (903) /.-'da: (  1  —  **)*  =  (  1  —  **)à 

(—  £  _  i*'  _  7-5*’  _  7-5-3*  \  .  7-5-3-I  f,  ,  .  £ 

'  io  I5j  ('-*  )* > 

dunque =  /'»!  _ 

£*-!_  3-£l_  3-5-3* 3-5-3  * /\  ,  i  10 

>o-8  10.8.6  i5.l6^^i'oI.Ò5y<ix(l~*  >a-+9- 

-±I 

Così/-r  ,‘**(<rH-i*V  efxr*‘~,dx(a-+bxsiu  *' ù 

t 

riducono  a  fj  ~~ 1  dx  {  a bxS  )u  . 

*opra90(904^  *'  “*  numer°  intero  ne2ativo,  si  operi  come 
Integrazione  dei  flotti  differenziali  razionali . 

p 

907.  Suppongo  un  rotto  razionale  ,  ed  il  maggiore 

*sPonente  di  *  in  P  almeno  d’ un’ unita  minore  che  in  Q, 
Adizione  che  può  sempre  ottenersi  con  la  divisione  :  così 
_  xdx  axdx  .  . 

(t^bxr--b — yp+S?)  a  CU1 9econda  parte  è  quale  v 

abbum  supposta  per  Ora  cerco  i  fattori  di  Q  (318) ,  e 

Se Questi  son  tutti  del  primo  grado,  reali,  ed  ineguali,  il  rotto 
Sposto  avr-a  .a  forma 


unendo  che  il  numero  de’  fattori 


<*'  rf> [x  -^fc~W'c7xdx’ ‘°p 


f,  X  -  nr  eC.  Sia 


Per  integrare  in  questo  caso,  decompongo  il  rotto  cosi  :  —  H 

B  dx  X~~^ 

- -  H-  ec.  la  cui  integrale  è  Al(x  —  /)h-BZ(x — #)-t-ec 

-t-C,  e  determino  al  solito  i  coefficienti  di  A,B  ec.  (2^3) 

Es.  Si  voglia  integrar  cZy^  — — —  ;  faccio  -+ 

(a  — x*)x  x 

B  dx  D  dx  dx 

*  °perando  al  ,olito>  trovo 

Aa1  H-  B  ax  -4-  B  xx  1 

—  IH- Da — A  >  ~o;  dunque  A — — ,  B  — - , 

—  D  1  a  Sa" 


p__ _ ]_  e  j  __  dx  ^  dx _  dx  ^n(je  __ 

2a2’  a*x  2  a2  (a  —  x)  2a2(  a  -+x]  *  °n  °  ^ 

ftt  Z(a~ *)  ,  ZC  I  ,  xC  v 

r» - - 5 - H  -5  =  -=  l  — y. — r - —  .  Si  troverà 

«  2 a  2 a2  a2  a2  V(  a2  —  x2) 

pure  f-X-  —  JL  iC(a~h  x)w 

J  a* — x 2  2a  a  —  x 

908.  Se  alcuni  fattori  di  Q  sieno  eguali,  ed  (a: _ a)m 

esprima  un  numero  m  di  essi ,  il  rotto  si  decomporrà  in 

Adx  Bdx  A'xm  ~H-  ec _ -+  R  ,  3 

- >H - hec.H- - ; - — - - — —  dx,  e  de- 

*—f  XS  (*— «)" 

A'  m~l 

tei  minati  i  coefficienti  come  sopra ,  s’integrerà  — *  _ _ dx  H- 

(x  —  a)” 

Bx 

- - dx  H-  ec.  facendo  x  —  a~  s. 

( x—ajM 

Eseup.  Sia  da  integrarsi  dy  —  =  .4. 

I)2(xH- I)2  x 

(Bxh-C  )dx  (DxH-E)dx  ,  -5  ? 

(.V  I  )  4’  4 

D  =  _  1  e  però  dr=**?+S2=£)±^  .  .  . 

■  Per  integrare  il  rotto  5^^—,  facc;0  * 

I  =  s,  il  che  lo  eangia  in  — — 3£)rfe  la  cui  in" 

tcgralc  è  -±-3^  =  jr-L-.3HfXLL>,  e  trattando  co» 


X  34 1  )( 

1  altro  rotto,  trovo  l’ integrale ,y  zz2lx - - - 1- - - - .  - 

X—  l  -(jf-4-  I j 

fz(*- 

9r>9-  Se  sieno  in  Q  dei  fattori  immaginar).,  esp;ir?>endo- 
un  di  essi  con  x  -4-  a -+  b  — i,  ve  ne  aara  un  altro  dcl- 
ja  torma  x-\-a —  b*f — l  .  Dunque  il  loro,  prodotto  x*  -4? 

-4 -è’-f  q\  o  per  brevità  -4-  mx  -4-  n  >  sa«  a  un  fnttor 
^ale  «li  Q.  berciò  si  determinerà  (346)  questo  fattore ,  e 

f°i  si  supporrà  che  v  V'V  sia  uno  dei  rotti  parziali 

x~  -4-  /.va’ -4-  n 

J* 

~~q~  >  e  s*>  avra  A  e  B  coinè  sopra.  Quindi  facendo  *  -4- 

2  ed  n  —  —  b'b' ,  il  rotto  diventerà  — — —  ?  — 

-  4  ZZ-Jrb'b' 

A'zdz  B 'dz  n  A'zdz  A' 

V -*•  - Zi  h'V •  ° ab' b .) (851  )  e 


tv  r  dz  B '  r  bf  B'  z 

zT  =  W  XA,co<*ng-  H-  C  (850), 

1H~  l  o' 

Ove  l’arco  è  espresso  in  parti  del  raggio  I  ;  onde  per  valutar¬ 
lo  in  gradi  bisogna  moltiplicario  per  5'°,2y6  (521). 

r  c.  .  (z,4  —  a -4-1  )dz  _  Adz  (Bz-b.C-)dz  . 

Es.  Sia  dy  —  , - - =  —  H - -  ■ — isitto- 

(  1  -+  z)  (  1-b  zz,  j  1-4-®  1-4- 2$ 

v*4  A-1,B  -C=z--,ondedrvr:-J-/s - *-* _ 

^  2 :  2  2(1-4*)  2([-4-zzj 

—  ed y  —  ^-7(1-4-*)-  1  Z(l-l-z4)-  —  x  Arcatane  z  -f-  C  . 

“^•-4- za)  2  4  2 

Sia  anche - - - -  che  si  riduce  a 

*(  1  rfca-'jf  [l-^X-\rxv)  x 

^5jj-3)cZjf^ - jfTjf - Quest’ ultima  quantità,  posto  *  = 

U-4-jej*  1 -frA-b-V-v 

>  diviene  -f —  ~<Z—  ,  la  cui  integrale,  fatto 
2  z4H-£  a  -b  4 

^  ^  1  >  />'  -  ^2? ,  è  —  Z  (  a4  - 4-  —  *  ) - 7-  /4rc  tang~  - .  Sostitu- 

en,  J  2  2  4  V3  a/3 

s  a°  dunque  il  valor  di  ®,  si  trova  pei  l’intera  integrale  /* — ■. 


)(  343  )( 

4  ' - ±-A,  ctangÌ2!S£!)  +  C. 

2  I-Kr  v/,3  ® 

2  910.  Infine  se  Q  abbia  uno  o  più  fattori  di  questa  forma 
(#  -hax-+-ò)m ,  si  supporrà  che  il  rotto  parziale  provenU- 

/  a  2m~*  n  2w-2 

to  da  questo  fattore  sia  dx  (  _ _ _ ^ec.-nRx  g 

.  ,  .  .  (*a  -+■  a*  -+  b  )m  ) 

si  detei  mineranno  i  coefficienti  A,B  ec.  come  sopra.  Quin¬ 
di  facendo  xzzz—  e  sostituendo,  il  rotto  diverrà  .  .  . 


A', 


2tn—l  2/71—2 
^ _ -KB  -j-ec.  -+  R 

b'b')m  ~~ 

2m—i  nm — 2 


cte  che  può  decomporsi  così  : 


dz  -4-  ec.:  ma  i  termini  ove  il 


A't _ d*  +  - 15..  _ 

(  S* -4 -b'ì)  )w  2  (a1 -+■  ò'ò' /a 

numeratore  ha  una  potenza  impari  sono  integrabili  in  parte 
algebricamente  e  in  parte  per  logaritmi  (856  ,  e  quelli  ove 

*  nei  "umeiatore  *ia  una  potenza  pari  essendo  della  forma 
Al  zkdz  _  . 

j m  Posson  ridursi  (904)  a  cioè  possono  in¬ 

tegrarsi  in  parte  algebricamente  e  in  parte  per  ardii  di  cir¬ 
colo;  dunque  con  questo  mezzo  si  avrà  P  integrale  del  da¬ 
to  rotto. 

91 1.  Ecco  un  esempio  che  comprende  tutti  questi  meto¬ 
di  .  Sia  dy  ~ _ d* _ _  Adx  .  t_^xS+C  )  dx  _i- 

l-^x  x1 

(Vx-hE)dx  [i:x>-ì.rdxì-4-Llx-+.l)dx  1 

j  - •  Sl  rrover'a  A  =  r;.B= 

-i)C  =  J>D-I,E  =  -i:F  =  i>G=^J>H  =  3.,I  =  _| 

e  dy——rix  x-Sljte 

l‘2(l+X)  2x*  6(jf*  -4-2)  4V  X1  l  )* 

)  1  1  —  x)dx _  I  .  L  _ 

2  J  Xz  ‘2  x 


i-,  I  dx 
Ora-—  r. - — 


-i{,. 


(S58j..._y m) ... 

*{<*'£?=- suh-Tt ,35:)- Per  ’ntesrare *■$—? «•  ' 

4ÓW-**?’  riduco^~*-i  alla  I. ,  c  si  avrà  (, Potì 


)(  343  X 

~i~-.fx'dx',l-xxl)  '  ; d u iUnw/x’dx  (l  -+x*)~a  ~  — - - — - 

~^Arc  tangx:  ma  riducendo  lai.  alla II. (903) x2dx(i-+x*)~* 

(  r  *+a?4  )~z  -+/'dx  (h-*1)"’;  dunque  Jdx{  I  -+x*)~z  = 

rr— ‘ ---3- -4*  —  Are  tarn-  x  Riunendo  dunque  tutte  queste  in- 

**U  -h  **  )  2 

tegrali,  saraj/  —  Z(i-Kv)-f-  ~Z(je*-f2)-+—  Z  (  a:1  -4- 1  )  -+ 

ì  _  —  Are  tang  x  -  Are  tang  — (-C. 

2  X  2X  4(l-4-  X~)  2  ÓV.2  V2 

9Ì2.  Dunque  ogni  differenziale  frazionaria  e  razionale 
s>  integra  o  algebricamente  o  per  logaritmi  o  per  archi  di 
circolo.  La  difficolta  Consiste  nel  trovare  i  fattori  di  Q, 
difetto  piuttosto  dell’  Algebra  che  del  metodo  d’ integrazio¬ 
ne  .  Notiamo  alcuni  casi  in  cui  un  rotto  radicale  può  ren¬ 
dersi  razionale . 

913.  Sia  f  J  dx  :  ridótti  i  radicali  allp  stesso 

V 

•rado  (146)  verrà  —  ,  e  fatto  =  zt  on- 

x  “4*  y/ X* 

de  »  —  sI2,d*—  I2aIX  dzj  la  differenziale  è  razionale  e  pe¬ 
rò  integrabile  . 

Sia  X  una  funzione  razionale  di  x  e  dy  —  Xdx*/(a-\-bx-+ 

c5*)  ;  cerco  i  due  fattori  di  a  -4-  bx-+cx* ,  e  se  son  reali 

si  troverà  x  per  la  nota  formula  (368.8°.,),c  quindi  dx ,  dopo 
di  che  si  potrà  integrare.  Se  per  esempio,  dy=:dx 

*’).  si  farà  (S68. S‘,.)±a*T**=Q  =  <-~|-,-(~f--)  = 

(±a:p*) 

x-\-a  .  ,  z^a-haz  ,  ±=4  azdz 

^—=.*,.04,  =  (>fìfiT.,  e  V(± 

*  =  — ;  dunque  dy~j ~~r~  y  ■  La  formula  col 

Segno-*gi  integra  riduce ndo  fdz  (  1  j'1  a  fz'dz  (  ss4  -+ 

3(9°^j»  il  che  dà y"ft4  Za(z*“f  ;  onde  poi  riducen- 
do  ^esta  a/sacZs(5l-H)“3  (903),  si  trova  Sa,Jzidz{  1  -h 


2aV 


.  )(  S4'4  )( 


*  ^  (ih-21)1  l-+aa  ’+  a* X  arc  tan*  z "+  ^  ’  ovv*r®  S0‘ 

«tituito  il  valor  di  z ,  J  dx  ^  (  a*  —  )  =  JL  _  *»).***% 

are  tang  y/  — .  Ma  la  formula  col  segno  -  si  integra  al  s 0? 

lito  (908)  e  si  ha  f-  *“.!**' i®  =_  ì‘  /  *±i  .  _  «*g  . 

(z  —  1)’  2  2—1  2(2  -+•  I  )* 

a  a  _  '  7 

0vvei°  SOi3tituito  il  valor  di  fc  (  c  osservando 

li  _  e!  /  *-*-V  (x*  —  az)  ^  c 


dx 

€e  dy  —  -jrr — ; - »  fatto  come  prima-  ^ 


=F  A’ 


«ara  dy  e  col  -t-  verrà  y—jìX  arc  tang  , 

£  »  a —  x 

col  — si  avrà  y=l-  [  x  -+  V{x*—  a  )  ]  (907) . 

914.  Se  1  fattori  di  a  -J-  bx-\-  ex'  sono  immaginar] ,  fac¬ 
cio  svanire  il  secondo  termine  ponendo  * -4- -  -  s  ed  ho  Zt/sX 
{  2c 

V[z‘-+cz]  .  Sia  dunque  onde  fatto  nell» 

nota  formula  (  36» .  40.  )  a  =  1  ,  A  =  u ,  sark  z  —  t  ’ 


■  c  dz  - 


(«'•+*?“)»  dopo  di  che  si  integrerà.  Così  se  dy  =  dx  y/(x*  -+ 

,  1=1  ul— a* 

a~)  >  avremo *  =  - ,  «  =  *H-V( «Ha1) ,  dxzz—Ltu*** 

~lL  *2u2 

a  )  t  \/(x~-4.az  )  —  —Zt — ,  onde  ckyzzu-1  da(ua-4-a*)I=fcIX 

(2u)  r  }  cioè  col  segno  di  sopra  ,  dy  —  —  a  > 

U?U n*CÌU  a*ilu  j  n  «4-a4  a*  \i*  —  a 4 

4  3«  -+  4,7T'cd^  =  C-*-  ma  -g- —  = 

/na  —  — h  q2\  r 

V  4rt  A  2u  /  =  i£“v  (*4  -+  a2)  l  dunque  y  ~  C  *+ 


,  )(  345  X 

2  V/r  *2-+  a1)  -b  ~Z[  V(**-+aa)-f  *]•  Col  segno  di  sott®, 
c7>~^ed^-ZC[V(^-fat)-i-x]. 

Metodi  di  integrar  per  Serie . 


915-  Quando  una  differenziale  non  ammette  in'tegrazio- 
ne  esatta,  si  ricorre  alle  approssimazioni,  e  le  serie  sono  al* 
|Ofa  l’ultimo  compenso.  Infatti  riducendo  in  sene  una  fun- 
e‘one  X  della  variabile  X ,  si  ha  una  serie  di  termini  mono¬ 
mi»  le  cui  integrali  riunite  danno  un  valore  approssimato  di 

J  Xdx.  Per  esempio,  V  integrale  di  —  — —  è  l  (  a  ■+  x  )  e 

dx  dx  xdx  x zdx  .  .  dì • 

^r7  —  zz - — T  •+  i - ec-  (223)  »  dunque  f- - ov- 

Q  -4-  x  a  a  aì  '  ^  J a-b  x 

Vero  l  (  a*b  x)zz - -  -b  — —  ec.  -4-  C  :  se  si  fa  x  zzo, 

v  a  2a*  3aJ  3 

Sara  C  zz  la  ,  e  l  {  a -b x)zzla -b  ~ - -  -+  —  —  ec.,  onde 

a  2 a'  3aJ 

l[a  —  x)—la - — —  X  -  —  —  ec.  Supponghiamo  —  = 

a  2 a-  3a3  rr  b  a 

,  ed  avremo  l  (a — x)  =  2la  —  l  (  a -b  z) —  la - - - 

a-b  z 

^Z~r~7  —  ec-  ;  dunque  l  {a-bz)  —  la-b  — -S—  -+  — — 

*Xa~+-  z)  a-+  z  2{a-^.z.) 

ec-  y  serie  tanto  più  convergente,  quanto  sara  z  minor  di  a. 

^er  esempio  Z  1 1  =  Z(  ioh-  I  )=Zio  •=+  —  -4 - -  -f.  ec.  =r 

Il  2.  Il 

2)392  ec. 

Così  si  ha  dy  zz  — -  — —  zz  dx  —  X*dx  -+  x+dx  —  x6 dx  -b  ec. 
J  \-b  xx 

,  .  X*  X5 

\  223’)  :  ed  y  zz  are.  tana  x  (  850  )  —  x - T  i‘+  ~~ - - b  ec. 

0  I  5  2  a 

Così  dy  zz - - zzdxi  I  —  xX)  2  zz  dxf  1  -b  —  ~b 

1.3,4  ,,-xy[,~xx>  2 

— — - - h  ec.  ^  (161)  ;  ed  y  zzare.  seri  x  (85^  z=  x  -t- 

.  4  2.4.6  / 

^  j  fs i  ^  tf 

*+•  - - - — - 4  ec.  »  integrale  a  cui  nera  <1  è  c«- 

J  2.4.5  2-4<5-: 


.  )(  34<5  )( 

stante  Ha  aggiungere.  Sia  *=  i ,  e  la  circonferenza  =: tt ,  «* 

“  5=7*  “■ 

916.  Bastino  questi  esempj  :  ma  il  seguente  Metodo  d* 
integrar  per  parti  da  delle  serie  più  convergenti . 

La  formula  Xx  =/kdx  -+/ xdX  da  fxdx  =  X*  —fxdX ■ 

Sia  dX  =z  X'dx  ;  dunque  J xdX  -J X'xdx  e  fatto  xdx  -  dz  onde 

sar ìJX'dz=X,z-fzdX'~±-{X'xx--fxxdX/  ).  Si» 

dX'  —  X"dx  -,  dunque  fx'dX* -Jx" x2dx ,  e  fatto  xzdX  & 
dz  onde  *=,,  sark  fx!'dZ  =  X"z  -fzdX"-~  (  X'V  - 

Jx-IX'  )  ec.  Sostituendo  questi  valori  nella  prima  espressione: 
si  trova  J Xdx  =  X*  —  il  X'-H  *i  X"—  **  X'" 

^  3  2  0  2-3  4 

— — T~  X/W  —  ec-  ovvero ,  supposta  c/x  costante,  onde  dX  ^ 
-  •  o  •  4  •  0  J  x 

ddX _  dX'  rf<ZX  ./v 

X’~dx~dX’  dx~X  ~^eC'»  81  avra/Xd.v  =  X„r  - 
*adX  **AiX  _  x\lddX 
2 .  cLv  2.3.djpa  2.3.4  ^  “*■  eC' 

Es.  SiaX  =  — T-^  ,  si  avrk  —  = _ T"_L__  _ 

«•+*  d*  (o-+*)4  ’  dx*~  ‘  ' 


{a-t-x) 


dddX  —  2 . 3  /•  ,  » 

fp’  *>"  -TOP*'*-  DcWx*=/-^-  =  . 

x~ 

-+  c,  ovvero  Z(  <z  x  j  —  Za^ 


«-+*  X  *H h  ‘2<aH-  x)4  "^*  CC’ 


9*2- Sia X  —  m{a-^x)71  \  onde^  zzm{m— 1) 

»('n-l)(ffl-2)(a4#)”2"Ji  ec.  Dunqu tfxdx^ 
(a**  1  -  -  m(w  .  xf* 3^.  ec- 


*K 

dx* 


X  34?  )( 

F*tto  *  =  0,  verrà  C=  a"\  ed  (  a  ■+  x  )m  —  a"‘  _r_  nix  (  a  -+ 

»  ìm"i-  I  ,  .  4/  /  m — 2  r  i 

)  — ~m  \ m  —  I)* (a~\-x)  -+*  ec*  Facendo  a<  h* 

a: —  772  771  772-1  \  ,  ,  772-2 

*  —  Z) avremo z  —(z-xj  -+  mxz —772(772 — 1  )xz  ~b 

«.,onae  Ai- «.  )  •  ■ 

<  »  -+  *  f = *m(  1-4-  ™  -H  “ter ili  h-  ec.  ) ....  te+jt  i!  - 

«V  O  .<r"  2SW 


I  raa  zW— -  T 

JC  2aa  C  '*  («•+*)" 


- ec.  ;  dunque  se  z-i-xzzb,  avremo  (  b  — 

z  2.aa 

„  722  772  771X  777(772-4-1  )  X  *  272  772  . 

*'  =6  =i  (“* 

JB*  772  (  772  -+•  I  X*  v 

-e-2-r_x7- -*-«•)• 

9i8.SiaX=a*Za,~=«,,Z*a,^d?  =  alfZ»aec.,  il  che  dà 
<i*  <2x 

</Xc/xcz:(852;  a*=:  C  -+■  axxla  (  I  —  X*Za-+-  -X.  x^l^a  —  ec.;  .  Sia 
*—  o  y  si  avrà  C  =  i,  ed  a*—  ih-  a*xla  (  I  —  \x^a  ec.  )  -, 
dividendo  per  a* ,  verrà.  I  zza~*  -t-  xlu  (  r  —  £  xla  -+  ec.  ). 
dunque  a~x  —  I — xZ/z(l —  lxla~¥  ec.),  e  supposta*  positiva, 
k  sue  potenze  impari  cangian  segno,  ed  a*  —  i  -+  xla  -+ 


9.  Se  X  — -1—  ,  la  serie  sarà  troppo  complicata .  Pongo 


fudx  —  Ux  — fxdu  =  —  — ,  •+/  “ 


Cinque  — —  -  12  onde  —  — 2— ==  cftz  -,  dunque  f—  — 
I-+x*  (l-+*T  l-+*a 

fvdxzz  ux-fedu-  — -,  Pongo  — —  —  -a 

J  I-KV  J  (l*+#  ) 

°ndc —  —di/ ,e  fatto  2X*dx—  cZzonde  “■*-  —  z  gara 

(i-h*1)3  3 

rJzx*dx  /  ,  C  /  2*?  2.±x\lx 

y(i+?ji -dI =“*  BdB= i.-^v  *  v  • 

^ong°  _J - u  onde  T— e  fatto  2.4#Vj:  — 


do,  si  ha a__ co*  a  (serc a —  se/z}a-i--^Se/|*a~h  — seri’ a  -fc 

. Senna  .  2  3  24  3-5 

cc.  J  —  —  (  I  ■+.  —  senati  -f  “  serica  ■+  "TZ  s<?ntfa  -+  ec.  )  • 

c  —  o  .?  3  5  3-5-2 

'4e  a  45  «  Perciò  x=ii,  sarà,  la  circonferenza  8 azzr^ 

I  °  «  ~ 


4(1 


^  ~~~  H-  — -f-  ec.  ). 
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Integrazione  delle  Differenziali  Logaritmiche 
ed  Esponenziali . 

920.  Vogliasi  fxdxl-x.  Posto  lx-y  e  successivament. 
Xdx-Jz,zJy=du,„dy-dt,tdy-dS  oc  ,  P  integration 
por  parti  (916  )  d'a  fxdxl’x  -  y’z  -  ny"  ~  '  u  -n  „  (  „  - 
1  ‘  —  ni"—  l)(o-3),"~3t+eo  =  l-Jxdx  — 

nl  '  xfxfXd*  -*■»(«->)  r  -  jxj*  - 

2  )  ln  ~3xf^/^  f±  fXdx  Cos)  se 

-  =3,  X  =  *S  ver ^/Xdx  =  xl,/±f%dx=t%ec.,t 

5  5  52  5J ; 

wv  921'vSte,  /2  negativa,  fatto  Zajzrji  e  successivamente 

ec.,  verrà  dx  =  xdy ,  e  ce* 

lo  stesse  metodo  s’avrà  f 

(X  -4-  ~lx  _J, _ X'7 ^ 

— 3)  ^  ^(n  — 2).._2.1 

-  Zi  ’  ^0S1  se  w  =  3r  cd  X  =  2*  (  Z* —  1  ) ,  si  ha  X'  ^ 

2*  (  2Z*  —  1  ) , 


{n  —  i)LH  lx 

I 


X  349  )( 

2x  *+  2  Xlx  (  2  Lx  —  I  )  ]  _f  JL  f**dxl9  __  j* q  ' 

‘2j  lx  l*x 

92.2.  Debba  ora  integrarsi  l’esponenziale  amxXdx .  Po, 
Co  dx  —  dz,  onde  z  (833],  e  fatto  successi va- 

^ente  fZX  —  X'dx.jdX'—  X"dx  ec. ,  verrà  col  metodo  stesso 

j^xdX =£'  (x_  *:  _j,  _xi  _  ±  , 

"iZa  V  /«Za  m‘1l*a  *  ;«"Z"a  *  ^  *  '  *  • 

- 

/  <*  x  't/jf,  ove  il  segno  di  sopra  è  per 

Z  a 

numero  pari  n  d’apici,  ed  n  è  determinata  da  x^n‘+f^— 

Y- Cd;  X  ~  ' Xla  ■+  f  fc  Si  ha  r  = 

( o*Za  -+  2),  X.  —  6  (  3*Za  •+  i  ),  Xv/  =  !8Za  =;  C,  onde 

"-t-i=3>n-2  '  fi*'’ x'dx{  xla -+l)=a^[zs{xta 

I)  — xla-+  2)  6(Sxla-+[)  I  ° 

.. V  4 ^7 r  " ~fa  ~  ~ w iS«J  ' - 

923.  Se  a  =  e,  numero  il  cui  logaritmo  iperbolico  è  t, 

Sì  ha/e**Xdx  =  ~(X—  —  -+~  — ...  +  x  _ 

m  ;n  ma  Z  +-  •  •  • 

- *  /  WJ?V(  U-+ I  )  ,  - 

/  e  x  Cosi  se  m  =  2  ,  ed  X  22  2 (a  — 

*)  (a.  a?  !  ),  verrà  X' =  3  (  2*  —  2a -M  ) ,  X"=  4  =r  C  ,  on- 

%n~im  I=a>'»=I  (  a  — *)  (  a  —  or  —  1  )  ^  = 

V  t2(a  —  *)(a  — *-  I)  —  2*-*-  2a—  I  ]  -+Je**dx-e**  (a.— 

*)*  +  C. 

924.  Sia  anche  da  integrarsi  Poiché  a*—  1  -4.  ^Za-4- 

ec.  (918),  verrà  h  ia  ^  ^ 

3^  ■+  ec.  Onde ^  ~~J"~  —  C  1-  Z„v  -+  x  ec  . 

C  se  si  avrà  =  C -+ ZZs-+Zz -+  —  H-  —  - j-ec.: 

®  __  2.3  3.2.3 
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* poic,,è  f£ - Uz{s6° 1  =y  •  sari/f  =/ »  •  S = •  ■  - 

fzdyzzzy—fydzzzzllz—fllzdz,  e  per òfllzdz  —  zllz- 
j  £  -  zllz  —  C  —  llz  —  lz  —  ec. 

925-  Infine  poiché  xmx  —  I  -+  wWjf  -4-  —  *  ■+  ec. ,  sa* 

rà  fxm*dx  —fdx  -+  mfxdxlx- +■  - y x*dxl*x  -+cc.  =  (  920) 

172  X  TO*#2  V  ,  ,,  ,  1  772  >722a?2  , 

*  (  I - —~\r  — - ec-  )  -f-  771*  Z*  ( - -  -! - ■—  -  ee.ÌHr 

a  3  2  3  4J 

m*xìlìx  ,  I  mx  ,  77iaaa  .  t 

- —  (  —  —  — j-  H — - ec.  )  -+•  ec.  che  nel  caso  di  x  —  1 1 

...  ,  771  772 2  772  ^ 

si  riduce  ad  1 - -  H — - -  -+  ec. 

2  3J  4+ 

Integrazione  delle  Quantità  differenziali 
ove  entrano  Seni ,  Coseni  ec. 

92 6.  Poiché  (859)  fdx  cos  x  zz  seti  x  y  e  fdx  senx  —  — 


t,  sa  t\fdy 


1  eJdysenny-  —  —^-^yJdzX 


ti— hi 

-=2— 5.  e /*, 


cos  z  seri  Z— - -,  e  J  dz  setti  z  cos  z  —  — ■*  — - -  .  Si- 

«  H-  I  72  -Y-  I 

miìmentejdysenycosay  =  (619)  —fdysen  (  a  .4.  x  ) y  — 

1  r.  ,  v  cos(n  -h  I  )  V  cos  (a — i)y  n  . 

—7  Jy  sen  (a  —  I  = - 7—  -  -i - ii£.  Sareb- 

2  2(a4Ij  2  (  a  —  I  ) 

be  lo  stesso  per  dx  sen  x  seri  ax ,  dx  cos  x  cos  ax  ec. ,  e  si  trat" 
teiebbe  colla  stessa  facilita  dx  sen  x  seri  ax  cos  bx  ec.  riducen- 
do  questi  prodotti  a  seni  o  coseni  semplici  per  mezzo  dei 
valori  di  sena  cos  b ,  sen  a  senb  ec.:  ma  per  integrar  dxsenzXf 
dxsen*xec.  è  preferibile  il  metodo  seguente. 

92^.  Vogliasi  fdxsen"x .  Fatto  senx—  y,  onde  dx  ^ 
dy  (  1  —  y- )  * ,  riduco  ( 903 )  fdx  sennx  — J yndy  (i  —  y*)~~  * 

o  a.fdy(i — j1)  2— are.  seny  —  xse  n  è  pari,  o  ufydy{l^ 

y *)  a,  =  —  cosa,  se /rè  impari,  e  restituiti  quindi  i  valori? 


-  )(  35 1  )( 

ilo  Jdxsen1  x—  —cosx  r  «— -I  n  —  n 

^  ien  a  _  — - (  sen  x  H - sen 

senn~^x^ec  1-*. ("- 'K"-3) -  I  .  n 

termini  se  n  è  pari,  e  —  cos  *,  presi 

Vimini  se  «  è  impari.  Così  Jdxsen*x=  C  —  —il (Scn*x  + 


Vimini  se  n  è  impari.  Così  Jdxsen*x—  C  —  ™t?L(ser 

4  sen**  •+  — -  sen  *  )  «+  a  :  e  fdx  sen* x  =  C  — 

^  42  0.4. 2  * 

v  *  /  4  4renax  4.2  , 

928.  Facciasi  x  —  900 —  s  ;  avremo  rfa  =:  —  dzisenxzz 
°os  z ,  cos  x  —  sen  z  ,  e  fdz  cos1  z  —  — ^  (  c*s”  1  a  -+  71  1  ^ 

cosn-3  s  +  (ii-lK^S)  con~ iz  Vi)£n-j)^_r‘  ' 

(«  — 2j(n  4)  {"-2)(n-4)(„-.<5j*' 

_*  ec.)  H.  bg&=&±.„  n  è  pari ,  e  se  è  im- 
Dar;  a.  («  —  !)(/*— 3)...  3 

e  *»  ^  ~(^_3  j  — t~  •S4?"  *  >  presi  i  termini  come  sopra. 
Per  esempio ,  / dy  cos’y  —  C-{-  (  cos4y  -+  -4  Cos2y  j.  li? ,  ■ 

r  1  5  3  31 

e  J  c0s6y  =  C  -F  —  serc^  (  cos  ^  -F  cos*^  -p  cos  ^  )  _p 


929.  Vogliasi  anche  fdy  senmy  co sny  .  Fatto  cosy  — :*,on* 
cty  =  —  d*  (  I  —  x*  )  a  ,  riduco  (903)  fdy  scnmy  cosny  —  — 

J*Hdx{  1  —  *4  )  o  a  —  fdx (  I  -  -*■* )  a  —fdysenmy  se 

771  - X  772  -FI 

72  è  pari,  o  &fxdx(  1  —  **)  *  =  ~\~Tt  se  «  è  impa- 


u  —  ~~~~  j  se  «  è  impa- 

*'  •  e  restituiti  i  valori,  ho  fdy senmycosHy  ~  C  -»-  .  .  . 

cosn“  V  -F  ^-!Ìd0CV^ , 

772 -F  n  —  2  (tt2-F.’7  -  '2)\m-+n  -  4; 


ec„  \  ~ 1  fi 

2J ...  m-+ìfdy  sen  y  sc  n  è  pari  ,  e  s t 

c  impari  v^}i(r,m3)  -  2sen  y  . 

P  ’  prCS1  1  termim  cc«ne 

sopra  (927). 


930.  Facciasi  ^_po® — z;  avremo ^/ì/ac 


W”“I  _  .  (^I)^7* 


-4-  ec. )  -+■  (™fa&^-fdzcos-z 
{m-+n  2)  {m  j_  n— 4)  (w-Wi)  (OT  M-rc-2 ; . . .  m  -h  2 

se  n  pari,  e  —  («-l)(/z-3)...2coa  2 

P  ’  SC  "  e  imParl- 

1  .  ?óeT,  estmP‘0  )  Ia  Prima  formula  dà  fclycos'y  sen*y  =  C-+- 
8 scn  ^  (  oos  y  -t-  2  j  __  C  -*•  ì  sen6y  (A  —  sen'y  ) ,  e  la  seconda 

/^oo^se^  =  C_ìcos^(scn^_i_ìsen^  ^  ^  Biaogoa 

dunque  che  !  due  risultati  siano  eguali,  o  differiscan  solod’ 

una  qualità  costante,  che  nel  caso  nostro  è  *  riducendo 

°4 

tutto  in  seni  c  osservando  che  cos4 rz(  1  Sen*  \* 

931-  Consideriamo  ora  i  rotti  nei  quali  entrano  seniec.: 

1®  fJ&L— dy  ,,  r  ~(U 
J  tony-J  -ST.1^  052  0  =J ^if~£ry=ltans\) 

(849.851).  Fatto  y~yo°  —  z ,  avremo  —  ^  = Itane 

'45°  _  f  )=-UotUs°-+±  )  (613.3°.)  =  Itan g-(  45»  -t- 

-)(«jo):  3".  rd2Sts2- rd^y)  ,  r. 

2  J  3  7  senJ—J—e~y—Ueny=Jdy^y- 

;  <!l_seny_r- dico, y)_  _  r 

J  cosy  J  COSy  ~  ‘‘osy  —  Isecy—Jdytangy: 

?.r—ÈL—r  ±y  . 

J  sen  y  cosy  J  ces'yt'^fy  ~ 1  tanSi  ■ 

532.  Posto  Ciò,  ecco  f  -ÉL-.  Fatto  senyzz  x~' ,  onde 


■  X  SS  3  )( 

Ì}-~x~,dx(x'-!)~Ì,  tida»  (903)  f = 

rm- 1  r  J  sefy 

JX  dx(x*~  1)  * 

J  seri3"  y 

y. C°*y  (85° )  se  m  è  pari,  o  a  —  fdx{xx  —  1  )~~  a  — 

J  s^^Ty:=zlKtanS~y{9Z^)  se  m  è  impari,  e  restituiti  quindi 
1  valori  ,  ho  r-^~~  —  23!±  ( _ L _ 

J  senmy  m — l  ^  seri"1  y  (m~3)  senm~ìy 

^  "3 )(™-5)senm  sy  ')  (/72--l//n— 3)...  1  P  3 

termini  se  ot  è  pari;  e  se  è  impari,  (m ~~ 2j(m  4)...  r 

,  n_  *  (”'-l)(m-3)...2X 

t-tajig  — y ,  presi - termini . 

2  2 

933-  Suppongasi  j  =  90°  -  *  ,  e  sarà  flÈlL  —  —  ! 

.  T  .  ./  cosmz  m — 1 

/-I _ ^ _ m~2 _ ,  (m  —  2)  (ni  —  4)  v 

W*  >J  (771-3)  co**- J®  (ot-3)(/ti-5) ■+ec-  / 

2)(777  — 4)-  •  •  2  ran#  fc 

(/n  —  I)(ot  —  3j...i  se  m  è  pan-,  e  se  è  impari,  - 

2)(ttz— 4) ...  1  o  z 

(^ij(^sjZàltari^45  —  )(P30»  presi  i  termini  co- 

prima .  Per  esempio  /l^L  —  il'ìl  /  __J_  .  _5_ 

-  _  J  cos7 y  6  \cos6y  icos+y 

"•2.cos  6,4.2  2J 

934-  E’  dunque  facile  integrar  la  formula  poi. 

Ch*  =  si  ha  fi22^=Ì=?t!( ,  _  „„= ,  j, 

sen”y  sen”y  v  J  >  > 

!e",V  =  *'  d'vcnta  (;—**)*  integrabile, 

t>‘‘icciiè  qui  k  e  numero  intero  e  positivo  (85S).  Se  ni  — 
allora  dyros**y  <iy(i  —  scn'ly)k 

_  8  a^3T=— -e^— ’'SpreSS10ne  ‘he  sviluppata 

8  integrerà.  per  mezzo  della  formula  C-l^. 1_  (0^0)  l0  QteQ.,0 

J  sen^y  *  “ 


)(  354  )( 

sarebbe  per  e  t-Jl _ . 

J  cosi"y  J  senmy  cosny 

Integrazione  delle  Differenziali  a  piu  Variabili . 

935-  $c  T  sia  una  funzione  di  più  variabili  x>y,z  eC.t 
le  differenze  dX  T  di  T  per  x,(^TdiT  per  y,d*  T  di  ? 
per  z  ec. ,  le  quali  si  hanno  facendo  variar  solamente  o  * 
°  ^  o  z  ec  ,  si  chiamano  di  fferenze  parziali  ài  T:  ed  all’ in" 

contro  le  somme  J^Tdx/fìTdyJ*  T dz  ec.  che  si  hanfld 
integrando  per  x  o  per  y  o  per  z  ec. ,  cioè  considerando  co" 
me  variabile  la  sola  x ,  la  sola  y ,  la  sola  z  ec.,  posson  dif' 
si  somme  parziali  di  T.  Tale  è  la  notazione  che  adottiamo 
per  le  differenze  parziali;  ella  ci  sembra  più  espressiva  e  me" 
no  equivoca  di  quante  ne  sono  in  uso  tra  gli  Scrittori ,  i  più 

dei  quali  indicano  con  — -  dx ,  dy  ,  dz  ec.  ciò  eh* 

dx  dy  .  dz 

noi  intendiamo  per  d*  T ,  eff  T ,  d%  T  ec  Si  osservi  intan' 
to,  come  per  principio  fondamentale  di  simili  differenze» 

che  supposto  T  =  <p(x,y)  (821),  sarà  dX T  =  <p (x  ^dx,y  ) ^ 
T  (826)  e  eff dXT=z<p(x-hdxty-bdy)  —  dyT  —  dXT:pV 
rimente  dy  T  =p  (x  ,y  +  dy)-T  e  d*  d?  T  =  p(x-+dx,y-* 

dy)-dxT-d>T.  dunque  d?  d*T  =zdXdyT. 

9Z6.  Data  pertanto  una  differenziale  P dx  -+  Qdy  a  du« 
variabili  in  cui  P,Q  son  funzioni  di  x  ,y ,  se  T  ne  sia  l’io" 
tegrale ,  avremo  dT  =  ?dx^  Qdy  ;  dunque  supponendo^  xj 
indipendenti  1  una  dall’altra,  si  potranno  formar  le  panico" 

Jan  equazioni  d*  T  =  Vdx ,  dy  T  =  Qdy  :  e  poiché  d?  d* 

^P/d>T^/Qe//T  =  ^T  (935),  sai* 

dxdy?  =  dydXQ  e  cioè  una  differenziale  Pdx^ 

Q^y  sarà  esatta  o  potrà  integrarsi  ,  se  la  differenza  parzif 
e  1  P  per  y  divisa  per  dy  eguagli  quella  di  Q  per  x  di' 
risa  per  dx.  r 

Dunque  i°.  giacché  d*  T  =  P dx ,  dy  T  =  Qdy , sark  d*T •+ 

^  P — Pi/a'  ~+  Qdy  —  dT ,  e  in  generale  da  V.,  funzione  dix,)9  ! 


X  355  )( 

*  ha  sempre  d*V-t-d*V=dV.  a*,  se  varj  la  sola  *  e  poi 
>*  sola  y,  sarà  I*.  T  =fx?dx-t-C ,  II1.  T  =JyQ,ly  .+  c  -  e 
y~v  a  ess"  C  p{y),  C'  za  ?(*/:  3°.  le  due  espressioni 

Va  ^dx  y  Qdy  avranno  comuni  rutti  i  termini  ove  si  tro- 
xy }  onde  i  termini  non  comuni  in  quelle  espressioni  con¬ 
danno  x  senza  y  in  fx  Pdx ,  cd  y  senza  a?  in /^Qdy  (833): 
4°.  poiché  dalla  I.  equazione  si  ha  dy T  (=  Qdy)=  dyfxpdx-h 
dyp'(y)  (8531»  dalla  II.  dxT{-?dx)^dxfyQdy  ^ 

^*)>  sarà  {86o)<p{y)—f{Qdy  —  dyJ'e?dx)ì<p{X)—f(?dx  — 

dXJyVdj)  e  perciò  III.  T  =/*  Pd*  J^dy  -  dy fX?dx), 

1 V-  T  -  Jy  Qdy  -+/(  ?dx  -  d*/*  Qdy  ) . 
i  ,  93»\  Per  render  più  comode  queste  integrali,  chiamo  S 
termini  comuni  o  Simili,  e  D,D  i  non  comuni  o  dissimi- 

Ìi»f*  ld*’  fyQdy  (93«  •  3*-) ,  onde/*M*=SMdo/><W,  - 
.  Sostituiti  questi  valori  nella  somma  della  III.  e  IV. 

equazione,  verrà  2T-D  +  D'-j.3S  ■+ f(Pdx  -b  Qdy) - 

J  [dy  D  -+•  dy S -t-d  mz  /{Pdx-bQdy)—T>dyS-i- 

T-nf  n'3iè"')’-  ‘??  =  0><D'  =  °(5’3«.3’.)i  dunque 
ta  p?  Pj"1’  S\  C‘°f  !,  lnteS'  ale  d  una  differenziale  esat- 
rdxH-Qdy  si  ha  dalle  somme  parziali  di  Pdx  per  x  e 

ùL  I  K  ?er  Jj-  presi.  una  sola  volta  *  termini  simili.  Così 
«‘acche  la  differenziale  (  3*»  2bxy  —  3 yx  )dx  h-(^2  — 

6*J/'+3cy*)dy  è  esatta,  trovandosi  — 2 bx—6y% 

dy  dx  J 

Jntegio  3 xzdx~\~  2b)xdx —  3y*dx  per  X  e  viene  x1  -+byx* _ 

*xy\)  integro  bx*dy  —  6xydy  -+  $cyzdy  per y  ed  ho  bx2v  — 

oxy*  Cyì  .  onde  TzD^D'h-S^  jp3  H-  byxx _ oy2x _ 

Cy  -+C.  Ma  poiché  talora  è  necessaria  qualche  sostituzio¬ 
ni  per  ginger  più  facilmente  all’  integrali  ,  ne  porremo 
*Ul_  varj  esempj . 

I  [*dy-ydx  J»  _  ,  ;  ha  p£*_  fd- 

J  {x—yY  X  J{x-zxY  J[l-~~Y' 

11. /**=•£,  fitt0  i=„,  si  ha  y_*_ 

J  x  -*y  y  . 
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III  ady^/fj-m  \  c. 

J  V(-'h7T  : 

to  V (*-i-ji)=:*,  si  ha /[(  2z  —  -+  ( 2*  —  3Z1  -+ 

2S  y'ajd»]. 

IV.  /  ^zìiipy-^Jnz^ .  fatto = * 

si  ha  J(zx~l  dx~\-  dzlx  -f-  9z*dz) . 

ir  /'—{&*>  -*-6y)dx  —  (sxy-i-6x*)dY 

v  J - *W7kT-*j) - :  fatto  L  *  =i5' 

II.  x-by  zz  z 2 ,  onde  III.  xdy-+ydx=z  dp,  IV.  dx  -+  dy  = 
2*d»,  moltiplico  la  I.  per  la  IV.  e  la  II.  per  la  III.  ed  ho 
xydx  -+  xydy  zz  2pzdz ,  ed  x*dyr+xydx  -+  xydy  -+  yxdx  zz  z2dp  i 
dunque  ->xydx-i-$xy'dyzz  iopzdz,  e  6x2dy-b6y2dxzz6zxdp  — 
12pzdz  ;  sommate  queste  due  equazioni,  la  data  integralo 

diviene  /*(p"  >da  —  %zp-+dz  ) . 

VI  /  —  a{xìdy -+yìdx)  _ 

„  /  :  fatto  L  xy~r’ 
II.  -+-j/  — z  onde  III.  xdy  -+ydx  —  dp ,  IV.  xdx-\-ydy: Z 

ads,  moltiplico  come  sopra  ed  ho  xxydx  -+  xy*dy  zz  pzdz , 

ed  xJ dy -{•  yx*dx -h  xy*dy  -\-yldx  zz  z~dp‘,  dunque  sottratte 

queste  due  equazioni ,  la  data  diviene  fai?ÈZlZ£**l  9  ove 
fatto  si  ha  f - 

2  , ,  t  J  yV~u‘) 

VTT  f  lrx  y — jd.v-*-(  *J —  3txy*)dy  ^ 

;  ./ — fatto  1  -*=*> 
II.  a1  —  y2  zz  z * ,  onde  III.  *dy  -4-  zr  dp,  IV.  .vd*  — 
ydyzzzdzj  moltiplico  al  solito  ed  ho  yx2dx  —  xy2dy  zzpzdz  » 

*d  x'dy -\-yx'dx  —  xy'dy — y*dx  —  zxdp-,  dunque  somman¬ 
do  queste  due  equazioni,  la  data  divien  e  J  (pdz-{- zdp  ) . 

9JS.  Data  una  differenziale  a  tre  variabili  PJj;~hQcZ)/-t'  il 

R‘?s,  c  chiamata  la  sua  integrale  T,  sarà.  d*  T  =  Pd*,d^T^ 
Q^JSd  T~Rd*;  dunque  (936)  perchè  la  differenziale  sia 

completa  o  possa  integrarsi,  bisogna  che  sia  ~  =  > 

dy  dx  1 


=  dsQ_^R 

dz  d.v  .  ds  dy 


939.  Avvc- 


•  939*  Avverandoli  queste  condizioni,  V  integrale  T  “ 

D  -4*  D  -4-  D'  -4-  S  si  otterrà  integrando  Pdx per  x ,  Qd y per  y,Rdz3 
Jpei  Z  }pi  csirtutti  i  termini  diversi  e  una  sola  voltai  simili  (93"’). 

Così  poiché  in  { 2yzx  -4-  ^bz'x'  )  dx  -4-  3y*  -V 

ì  ■+  \  421 1  -4-2Ò*v4z-4- - -- — -r-ì  s*  avverano  le  tre 

'  '  s/{y  -*■*>  )'  ' 

indizioni,  viene  fX?dx.=;y*x*-+bx1x\  fyQdy  =^/{y*  .+ 

«  >  — *-  >3  —4-  xzyz,  j  Z  ì\dz  =r  *4  -4-  bx'z1  -+  \/  '  yz  -4-  a2  ) ,  onde 
A —  D  ■+  D'-f-  D"  _+  S—y*xz  —h  bzzx+- 4* \/  (.y1  -4-  z1  j  -4-^ 5  -4. 
2+-4*G  Così  si  trovan  le  condizioni  per  le  differenziali  di 
un  più  gran  numero  di  variabili,  e  si  integra  quando  han- 
no  luogo  . 

940.  D  ita  ora  I»  differenziale  del  second'  ordine  ?d1x  -4- 
Ydx*  ove  P,Q  son  funzioni  di  xt  prendo  quella  del  primo 
la  cui  differenziale  è  Pd*x  -+  dxdP  ;  dunque  paragonan¬ 
do  la  data  con  questa,  verrà.  Qc/arzrdP,  equazione  che  av¬ 
verandosi  da  J\  P ddx  h.  Q dx%  )  =  Pdx.  Così  mxm~l  ddx  -4- 
M fn—i)xm  "ilxz  è  integrabile,  poiché  d?  nr m(m-  l)Xm'2dx~ 
9^*»  e  l’integrale  è  nix'  1  dx  y  che  nuovamente  integrata 


941. Conr/j:  costante  la  differenziale  è  Q<lx*,  onde  /q dxz  — 

dxJ~Qdx  *4-  la  costante  C dx.  Per  esempio  J dx1  (  1  —  **  )  = 

**J  (  dx  —  x zdx )~dx(x - —  C dx  ,  e  nuovamente  in- 

3 

Cegrando.,  ~x - L  *4  -4-C* -4-  C' . 

942.  Data  la  differenziale  dd  terz’  ordine  Rii5*1  -4- 

$(lxdzx- f  T dx* ,  prendo  quella  del  secondo  Pd*x  -4.  Qdx2 , 
che  differenziata  dà  P<i3*-4-  (tiP  -j-2tydx)dzx  -4-  di}dx*  .  ed 

RzP,  Silx  —  dP  _+  vQdx ,  T  dx  zzdQe  perciò  Q  —  /t  dx  -4- 
C  •  Sostituiti  i  valori  di  P ,  ^  nella  seconda  equazione,  ver- 

^  2"”^“ /Td*  =  C,  equazione  che  avverandosi,  dà 

Integrale  Kddx-+dxz<J'rTdx-¥C).  Per  esempio  x'd'x- 4- 
dxddx  -4-  ( 30:* — I  )dxl  ha  la  condizione  necessaria,  e 
integrale  è  xzddx  -4- ‘te3  (•**  —  *  *+  C  ) . 
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$43.  Se  dx  è  costante,  si  avrà  l’integrale  dx*(Jrdx-+ 
C);  dunque  integrando,  dx  f( dxf^dx h- C ) -f- C'dx ,  e  di 
nuovo  integrando ,  /(  dxjdx/rdx  •+  C  )  C'*  h-  C".  Co¬ 
sì  dm*f*mdx  =  7 - £ - - - i.C?*4.C'x  +  C"  Nel 

modo  stesso  si  trovano  le  condizioni  c  le  integrali  di  diffe¬ 
renziali  piìi  elevate . 

944*  Sia  la  differenziale  del  second*  ordine  a  due  varia- 
bili  ?ddx  -t-  Qddy  Rdx2  Sdxdy  Tdy2 .  Prendo  la  diffe¬ 
renziale  di  A dx-i-Bdy,  nella  quaie  A  e  B  son  funzioni  qua¬ 
lunque  di  x,y ,  ed  ho  Addx  -+  Bddy  -f-  dAdx  -}-  dBdy.,  che 

fatto  dA~d  A  -4-  d?  A  ,  JB  rr  d  B  -t-cZ^B ,  diviene  Addx  -+• 

B  ddy -dd7-dx'-+  (~dJ  •+  27)  dxd»  •*  °ndeP' 

A,Q—  B,  e  perciò  R  =‘LF,  S  =  ~— e  T  =  — -2 

\r  C  j  •  ?X-  .  dy  dx  ’  dy 

Verificandosi  queste  condizioni,  1’  intesale  sarà  p dx  -+ 

Qdy:  tanto  avviene  in  yddx  —  xddy  °il  cui  integrale  è 
ydx  —  xdy . 

945-  Con  dx  costante,  dovrà  integrarsi  Qddy  h-  Rdx2-* 
Sdxdy-+Tdy2  ,  che  nascendo  come  prima  da  A  dx  -4-  B  dy, 

=  dunque 

cZ  A  —  Rdx,A—J  RcZx  <p  (y),  ove  essendo  d?A{zZ 
d*Qd 

$dy - dx  ~  ) =  ^  fX  ^-dx  -+  dytp'  (y) ,  ve  r rà  p  (y)  Sdy  — 

d  Qdy  y  X r 

- d  J  RcZ*);  e  le  condizioni  per  integrare  saran- 

no  S=  ^5 h- T  =  Ìld ;  onde  1>  in' 
dx  dy  dy 

tegrale  Adx-bRdy  diverrà  dx  J~X  Rdx  -+  dx  <p  (y  )  -1-  Qdy 
Cdx  .  Per  esempio  (  a.v  •+  x2  )  ddy  +ydx2  -+■  (  3*  -}-  3y  -+  a  > 
dxdy ,  presa  dx  costante  ,  ha  le  condizioni  prescritte ,  e  1’ 
tegrale  è  (  xy  -4-^*  — ^  c  j  dx~b  (  ux~¥  x2  )dy.  Nel  modo  ste$' 
so  si  trovan  le  condizioni  per  piu  di  due  variabili. 
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FIG. 


APPLICAZIONI  DLL  CALCOLO  INTEGRALE. 

Le  applicazioni  del  Calcolo  Integrale  si  estendono  a 
fotte  le  parti  delle  Matematiche;  ma  noi  ci  limiteremo  a 
quelle  che  son  puramente  geometriche  e  che  servon  di  fon¬ 
damento  all’ altre  (840). 

Quadratura  delle  Curve  • 


946.  Sia  la  curva  AM  con  le  coordinate  APz^ar  PM~ 

>  e  vogliasi  la  quadratura  dello  spazio  AMP — Q .  Condotta  1 
1  ordinata  mp  e  la  Me  parallela  a  ?p ,  f,ara  Pp  —  Mr  = 

Ì3e  » rm  -  1  e  1°  spazio  M/npP  =  (y  -+  ±$y  )  £*,  onde  ^ 

;  2  5* 

y  dunque  presi  i  limiti  (838)  o  fatto  Sy  =  0  (836), 

*?rrk  dQ=ydx  e  Q  =r  AMP  =  fydx  H-  C,  onde  AMQ  = 
Jxdy-t-C:  ove  si  noti  j°.  che  se  le  coordinate  facciano  un 


angolo  obliquo  P=<p,  sarà  (644)  AMP  =  sen  <f>  fydx  -+  C: 

2  .  che  per  integrar  queste  formule  deve  y  esser  data  per  x 

o  *  per  y  .  r 

94Z-  Es.  E  Sia  un  quadrante  di  circolo  descritto  col 
'entro  A  e  col  raggio  a  :  si  avrà  ^  =  —  *a)  e  fydx  ==  1 

AQMPzr/fxv'Caa-^^H.CrzCH-ax-^i—  JLiL  - 

,  7  9  2  3^  2.4  5a? 

(,6,) ■  *“»•=<>.•*  aqmp= 

°>  c  però  C— o;  dunque  AQMP  zz  ax  - - fL_  _ ,  ec 

6a  4oa} 

!I.  Nell’ellisse  Ìy  —  ~,J (a*  — x1);  dunque  J ydx  — 
f  x1  x*  . 

*  a*~/T  - - r~  ec-  )■ 

o  a  40aJ 

111  Nella  parabola  ,  jef*  =r  dr^px  e  =  —  y'p*  =  g 


~xy.  L’equazione  alle  parabole  di  tutti  i  gradi  è 

3 

dunque  mly  —  nlx-+(m~>n)la,  e< 


xdy  :  Jydx  xdy  :  :  AMP  :  AMQ  :  onde  lo  spatio  AMP  sta  al 
rettangolo  circoscritto  APMQ::m 

IV .  Nell  iperbola  equilatera,  xy  —  aa  edydx  —  ;dun* 


que  Jydx  —  aalx-Jr  C  .  Se  si  voglion  prendere  gli  spazj  dall’ 
origine  A,  lo  spaziò  sarh.  —  o  quando  xzzo  ;  dunque  C=c — 
dal  =  zn  (30$  ,,  e  lo  spazio  Q'APMN  =1  aalx  —  aalO  —  ao. 
Se  *z:AD-a  ,  albra  lo  spazio  Q'ADBN  —  aala  —  a<z/o  ;  dun* 

que  BDPMzzaaZo:  —  aala  —  aal—  .  Quindj  se  la  potenza 

d1—  I,  «ara  BDPM  —  lx ,  logaritmo  naturale  dell’  ascissa 
AP=za-t-r:  ed  ecco  perchè  chiamansi  iperbolici  i  logarit¬ 
mi  del  1»  idulo  I  (.302). 

V.  Nella  cicloide  AEB' ,  xdy  —  dx (  2ax  —  **)(8?3)  e 

f xdy  ( zz  AC R  )  (946)  ~fdx  V(  2 ax  —  x')zz  ALQP'  (873 . 946) ; 

dunque  tutto  lo  spazio  AED  eguaglir  -  -■  •  •  • 

AQB',  onde  lo  spazio  cicloidale  c  tr 
tore . 

VI.  Nella  cissoide 


AKMPA 


fxJ  dx(a-x)  Otn  fx*dx {a  — x)*~z ÀCONP(I  );ese 

y*I  i  /•  3  __  jc 

x*dx(a—  x)z  *Jx-dx  (a — x)  si  troverà  (905) 

Jx*dx(a  —  X)*zz*x*{a  —  x)z  +  yx*dx{a—x)  a.  Dun¬ 
que  Jx  ±dx{  a  —  x)~*zz  sfx  olx(a—x)5—2x(  ax—  xx  )*, 
•vvero  APjMKA  =  3ACONP  —  4ANP  ^gACONA  —  ANP 
Dunque  poiché  quando  x  —  a, il  triangolo  ANP  svanisce  e  H 
segmento  ACONA  si  cangia  nel  senvcircolo  ACNB  ,  lo  spa¬ 
zio  infinitamente  lungo  MKABQ  è  triplo  del  semicircolo  ge- 

oAot^Il  Nel,a  logaritmica,  ydx  —  A dy  (862),  e  fydx^ 
b Ar M  —  A.y -4. c  :  ma  quando  y  —  \  —  AB  ,  lo  spazio  ABMP 
diventa  nul!ov  dunque  C  z= —  A ,  e  ABMP  sz  A(<y  —  1  )  ^ 
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^  r etcangolo  OIQM .  Se  si  fa  y  —  o ,  si  avrà  1®  spazio  in-  o  ' 
«altamente  lungo  BXYAzr  — A=al  rettangolo  PQIT.  4 

Vili  Sia  una  curva  BM  che  abbia  pec  equazione  y  —  ^ 

**  ’  8i  avrà.  (  925  )  lo  spazio  ABMP  zzfxxdx  —  x  (  1  —  ~  ° 

^  f  1  X  x*  \  X  *lzx 

0  4  ^  V  2  3l  41  /  2 

(  -7  —  ec.  ^  *4*  ec.  Se  x  zz  AP ~PM~  1 ,  lo  spa- 

v  3  4  5J  ) 

lio  abmp = *  -  «• =^83430 

510^12  ec. 

IX.  Sia  la  curva  dei  seni  AMA'M'  ec.  la  cui  equazio-  jg^ 
ne  è  *  =  are  sen  y  ovvero  y  zzz  sen  x  \  si  avrà  APM  — 

fdx  sen  x  zz  C  —  cosx .  Faccio  x  zzo,  sarà  Cc:i  ,  APM  — 

1  —  cos  x ■  Sia  #:rzi8o0  =  c,  si  avrà  AMA'  — 2,  doppio  del 
Quadrato  del  raggio.  Se  x  zz  2  c  zz  A  A",  si  avra  lo  spazio 
^MA'A 4- A'M'A^A'  =  o ,  il  che  è  chiaro,  poiché  1’  uno  è 
Positivo  e  1’  altro  negativo  .  In  generale  se  x  =  2 kc ,  lo  spa- 
2,0  sarà  zero;  e  se  *  =  (2* -HI  )c ,  lo  spazio  sar'a  =  2.  Po-  jg7 
8ta  P  origine  degli  x  nel  punto  A,  medio  di  A'A',  la  rct- 

ta  x  diverrà.  c—  x  —  90  0  —  x,  e  si  avra  yzzcosx-,  onde 

io  spazio  ABMP  «eri*,  lo  spazio  ABA'Arr  1  ,  e  A'MBA'Arr 
o  non  attendendo  alle  sue  due  parti  positiva  c  negativa 
A'MBA'A  -2. 

X.  Nella  curva  CE  a  doppia  curvatura  volendo  le  «pa-  TOr> 
‘°  CEF  (  parte  della  superfìcie  curva  CDEP  normalmente 
aTzata  sulla  curva  CD  (802)  )  essendo  al  solito  CF  .=.  x,  si 

yzzszzz  J'y/  (  dy*  ^ dz*  )  (802);  dunque  Jydx  diverrà  f  dx 
/v  (cfya-q.  dz2  ).  Così  se  le  sue  equazioni  sieno  y  *  —par,  ( y  *-j- 

**)•  =  yerr-a  , 
p  p* 

r*"/w+J)=  [(£&’+&?*) = 2.*^.  alt,.» 

./  V  p  3p*  7  3 P  i$p' 

0sta«te  ,  perchè  yzz  o  dà  lo  spazio  —  o. 
tancr^i48,  i’orAinat:e  partono  da  un  punto  fisso  C,  il  ret-  ,00 
no0l®pPMr  di  prima  (946)  diventa  un  triangolo  CMr,  e 
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188.  quindilo  spazio  C0Mc4  '  c  .  „ 

fa  cm 

e  COMC=^V„n-C.  4 

"9;,*ìn*k^ co.?coìj=am'  »  ««e  polo  p,P]vt = 

jr.QM  a,PB_i,.e  P  angolo  APM  =  si  avri  (6rJ 

p  Qrr A  & 

cosp’  e  ±  a  5  dun<lue  io  spazio  APM  = 

—  ±  ab  -A.  ^  far.  _ b%  tangp 

eoa'  p  Jcos  (p  ^  ,2  j  dP - ~  —  ±abltanS<te°-Jr 

-)  ($30 senza  costante;  dunque  poiché  PBQ  = 

^«tanf<,ir648,,sara±Ap^PBQ=ABQM=uil,a^45^ 

P*  ed  AAMM-2aA/,a„(?f45.4.I  )  4 

i83.  Nella  cissoide  se  si  fa  AB  =  «,  AM^  MAB  =  p  , 

AQ____  (649),  AO  =  MQ  —  acosp  (645),  AP 
J»COs?>,P2Vr«=jr,«n®  ,v  =  -5_  .  ,  a* 

VyJ  coi^~-acosp> ed  y=—? — ' 

^  COò*  <p 

2a'--Pa'-C0i’-p;  dunque  AKMOA=  —  r  dp  ,  r. 

r  lj  ~^srì-a  Jdp-+ 

-  /  </pco,“p  -  la*  (fangp  -+  I  je„ ip  _  |„)  (jgj).  Dunque 

AKMPA  AMP(—  Ij'sentpcosp)  —  AKMOA—  -aM^p  — 
^enzp-^enpc «»*).  Ma  «enPco«^  =  i„n4?t+  J 

cosp  f633)=isen4p-J-aenPc„iV_sen?>COir,)(<!lo)  eper, 

5e/?pcos  p  -4  (  5«?*4P  +  );  dunque  AKMPA  —  la* 

(  ^-«aapH-Iaenqp  ).  Fatto  p  =  90»  =  A, (S* ,j ,  efha 

*7 2p  -  0  =  5<,,‘ 4P  (,Sl  '  è  Poichù  i  u*p  è  .1  semicircolo  AON* 
..20),  sarh  lo  spazio  infinitamente  lungo  MKABg=4*®  =s’ 
3AONB.  4  V 

1  SS.  II!-  NcJIa  spirale  dr  Archimede,  AGFBN=xyAGFBA^ 

yj"  =y^A  =  a’Mr=~>  d(  COMC)  —  *t£M(p4  8)=: 

"3o"  ’  * "  T J*=  C-~ l  dunque  COMC  =  J2Ì.  senz» 

2-3«x 


X  3<*3  )(  „G 

«ostante;  onde  fatto  y- lo  spazio  COMAC  -  fi  _  al  188. 
terzo  di  tutto  il  circolo, 

n  N°n  S1  è  Preso  quì  l’integrale  ifyzdp  perchè  questo 
n  pu0  estendersi  al  di  lk  di  ^=360°,  altrimenti  i  trian- 
&  i  elementari  ~y*dp  conterrebbero  i  già  sommati ,  difetto 

*  CU:  puà  supplirsi  calcolando  i  trapezj  elementari  compresi 
*a  ’J,Jt  'ire  vicine  Lo  stesso  inconveniente  ha  luogo  per 

j3  r'f-  'mu  a  ordinaria  J jdj§  se  più  ordinate  corrispondano  al- 

14  stessa  ascissa. 

I  .  Nella  s.  iralc  iperbolica  scemando  x  mentre  cresce 
j r  X:  o.) ,  sari.  CN  (  a /  :  Nn  (  —  dx  )':  :  CM  (y)  ;  Mr~  —  yJf  ;dun-  1 9°* 

1  .  -O  \1C  — —  y  ^  —  :  ma  3;  aò  (800) ,  e  però  —ydx  ~ 
v  ;  abdy  .  y*dx 

y  ~~  ~~y~'  dun(lue - —  —  ’bdy,  e  lo  spazio  compreso 

la  curva  e  due  ordinate  =  C. 

han  iY*  ?UeSt°  mettod.°  Può  applicarsi  anche  alle  curve  che  TOo 
n  1  ordinate  parallele.  Vogliasi  per  esempio  la  quadratura  T"”' 
del  settor  parabolico  AFM.  Fatto  1*  angelo  AFM  —  /?  -  .2p  e 

Perciò  FM  =y=  (751;, sara  i-  f yxdp  —  /Life  — 

a./*'  i6/<*os+p- 

^^6l°)  -+  fa/zgp)  senza  costante  se  il  set- 

tore  cominci  dal  punto  A . 

A]Vr  ^ndi  (  sia  detto  *luì  di  PassagSio  )  in  due  parabole 
I  vl>AM'col  fuoco  ed  asse  medesimo  e  coi  parametri  n,;/  II*7- 
settori  AFM, A'FM'  compresi  tra  due  raggi  vettori  comu- 
»  saran  tra  loro  :: />*.7»/a:;FMa:FM/*  ::**:*'*  eCt  fcplj. 

Rettificazione  delle  Curve  . 

^  949.  Poiché  (861)  ds  =  s/{dxz -+dyx)J  sarà  Parco  AM  =  a 

C  °  r°rdinate  sieno  parallele  o  par-  T9r 
ua  un  punto  fisso. 


FIG. 
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x'dx'- 


!  8 1 .  P5°-  Es*  **  Nel  circol°  » y  =  V(«*  —  X*  ) ,  dyz  zz  » 


*'**<*/=?“?*  e  «M=.=yl-(2^)  =  ( 9IS)»^ 

_f.! _ j.  2j_3£l  _4-  - ^  ec<  j  dunque  T  arco  MB  =:  y  ^ 

•J.3«*  2.4.51J4  2.4.6.^ 


h1  32*  -4.  eC.  (  629  ) . 
2  4-5  a4 


II.  Nella  parabola,  AM  =y^\/(l-+ 


180.  *  p* 

~  ) —(914)  c~t*  ~  ' 

4  P 

damo  y  — o,  e  Sara  C  =  —  dunque  AM  =z~~y/(y  *+ 


)=(914)Ch-^-  —  )]•  FaC' 

P  4  4 


Pl)-+P-l2  ^1±^(2Ì±Ì^  J . 


951.  Può  osservarsi  che  se  col  centro  A  e  col  semiassi 
maggiore  BA  fp  si  descrive  un’ iperbola  equilatera  BN',  1° 
spazio  ABN'Q  Sara  Jxdy  (946)=/^  ■+  Ìp*)(Z68pdufl' 

que  AM=— y<W(J**^>==“  *ABN'Q  e  P*10  AM  * 

|p  =  ABNQ;  onde  Za  rettificazione  della  parabola  dipendi 
dalla  tpiadr attira  dell'  iperbola  e  reciprocamente. 

IH.  Nell’ellisse,  supposto  il  semiasse  maggiore  n  1 , 
rh  y4  — Z»a  (  I — #*),  e  fatto  1 — ò1  —  c*  (746),  si  ha  BM"' 

y  !  dx  J  — - - >  integrale  che  non  può  aversi  con  le  reg0' 

J  v  l—  x1  ^ 

le  precedenti.  Bisogna  dunque  ridurre  in  sene:  ma  per  ma* 
gior  semplicità  ridacendo  solamente  VI1  —  ca*a),  avrei*1 
dx  ■  cV  _c4«*  1.3^  I-3SfV^ 

-,V(1— r1)  2  2.4  2.4.6  2.40.3 


_  r  dx _ r '  **dx  g+  r  **dx  ^ 

cc  )  7  V( i— »*)  2.4 7  V(*— *a) 

f _ fì!fk - ec.  Ora  riducendo  fe  integrali  di  c»a' 

2.467  V(t— **) 


scun  termine 


ine  a  yi.v  (  r  —  a;4  )  2  (903)  fatto  k  —  —  ^ ,  m 


a=i,6  =  -i,  n  =  2,4  >6,  ec.,  i  =  i,2,cc.,p  =2 

avr11 


)(  $6 5  X  a  .  FIG 

avrk  BM  =  (  i  -  —  —  JEl _ -  rv-'À-j— - ec. }  *92 

2  2  22  -41  22.4*.6‘  2  .4*. 6  .b 


Cclx 

J  aAi  - 


V(l— 


*a-(  I  — .v*)*  [  - 


,  4  ,  ,  1  V  r  I  S-^C*  3*5  -7 

v  2-4a  2.4  .6“  2.4  0 


3*'. 4*  2a .  4*  •  6* 

-  ■+  ec-  ] :  ma 


DN— / _ dx- _ (950. I.);  dunque  son  note  tutte  le  quan- 

*  •  .  ,  /  y/tl~XZ) 

titii  di  questa  serie  di  cui  è  facile  conoscer  la  legge. 

C2  Oc4  n^c« 

Sia  ari;  si  avrà  AMB  re  (  I - 5  —  tv"T7  ,;ì  vrs  — 

•2  2.4  2  .4  .0 

ec.  )  AND.  Dunque  la  periferia  dell’ ellisse  è  a  quella  del 
I  c*  II*  3c4  l.I2.3a 

c*rcolo  Circoscritto  ::  I  —  — r  •  —  ì~  + - i — “T'VT  • 

2  <2  -  4  a  2.4  .0 

Se5 

— - - ec.  :  I  (  supposto  a  il  semiasse  maggiore  ).  Questa 

•erie  sarà  convergentissima  quando  i  fuochi  *aran  vicini . 
Per  esempio  se  c  re  — a,  la  circonferenza  dell’ellisse  sarà  a 

Quella  del  circolo  circoscrirto  ::  0,997  405  2p28di  261  . 

La  rettificazion  dell'  iperbola  si  ha  quasi  co!!o  stesso 
Metodo,  e  può  vedersi  nelle  Memorie  di  Berlino  an.  1745 
e  seg.  la  maniera  di  ridurre  alla  rettificazioni,  di  queste  due 
Curve  1*  integrali  d’  un  gran  numero  d’altre  d  j  re  n  zi -.di . 

IV.  Nella  seconda  parabola  cubica, y 5  —ù£~  dunque  s  — 

/Wfl  =  —  «  ( I  -+••  )--+  C  (858);  fatto  y  —  o, 

**  V  a,al  27  V  4a' 

s*  ha  Cze  —  —  a  e  1’  arco  preso  dall’  origine  ec  a  [  (  I  -+• 

9 y  3. 

^)a~l](872). 

V.  Nella  cicloide,  dy  —  dx^/^  (^73/  preso  AB~«; 

1 

dunque  s—J dx  ^  ~  —  2y/'ax  —  2AN  (874). 

VI.  Nella  logaritmica  ,  ydx~  ady ,  szz  f  Q  a*yf 

J  y 


—%,  si  avrà  —  =  ed  s  —  J  . 


2  (907)  =  3  -4-  ed^—^-Z  +  al  j 


V( *_*—«*)  \  __ 
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.93 W<y+a-)+al(-.-7-L.--)  =  V(>*  +  *4)  - 

,  /  a  ~+  J  (  aa-+  yy  )  \  _ 

ttl  ^ - — - -  J  -4-  C ,  espressione  d  un  arco  di  Ioga' 

ritmica  in  cui  C  è  facile  a  determinarsi  (947. VII). 

VII.  Nella  spirale  d’  Archimede,  —  rm2-* 

Mr*  )  ~  ^  ^  (948):  ma  x  t^C—y  dunque  s  ^ 

COM=y^--^  ^ {^yy-*  —  ^  .  Descritta’  una  parabola  CNf 

jfi1 

con  p  —  — -,  fatto  CQ—  CM-j/  e  condotta  l’ordinata  QN> 
sara  CN'ir: {^i  (95^)  ;  dunque  CN'=  COM> 

onde  regna  dell’  analogìa  tra  questa  spirale  e  la  parabola. 


Vili.  Nella  spirale  iperbolica ,  x=-,dx  =  —  —t  d 

I9O.  y  y *• 

rM(=->±'  (948))-** 


onde 


abdy 

nM1  (  —  m1  -4-  rM*  )  : 


ày2-+ 1  e  latteo  COMzzJ'Q  ^(bb  -tyy).  Dunque  de' 

scritta  una  logaritmica  NK  la  cui.  suttangente  n  b  —  a  quel' 
la  della  spirale  (8 65  )r  si  avrà  f  Esem.  VI.)  MOC  —  alfarC* 
infinito  NK,  prendendt)  l’ordinata  NiI=CQ“CM.  Ma 
1  espressione  d’ un’arco  di  spirale  o  di  logaritmica  compfe' 
so  tra  le  due  ordinate  y  ,y,  si  troverà  y(  _ ^{b2’* 

yy>  /[A  4.  vt**' ■+/;] 

IX.  NeHa  spirale  logaritmica  {6ty)cosr1Nlmr{c)'.mr(dy):'- 

I  :Mmc;  —  ;  dunque  ADM—  —  —  MT  per  esser  simili  ‘ 
c  c 

triangoli  /nrM ,  MAT . 

jqa  X.  Nella  curva  CE  a  doppia  curvatura  x  è  3,  edy  è*  1 
Vó’  (802);  dunque  */(dx2-+  dy2)  diviene  y/{ds2-ydz.2  )—  y/(dxt'ir 

dyz  -4-  dz2) .  Così  se  le  sue  equazioni  sienoj/*  zzpx  ,y J  ==  ’ 


—  PÀ**’  j  % _ tydy 


verrà  dy*=P??L,dz 
4* 


—  =  dx2  >>/—  ,  e  J^/(dx2-*-  dyK 
dz2  )  =J^/{dx2  -4.  P~~  -4-  dx 2  v4  )  = jdx  (  I  H-  ~  V  £  )  : 


**+\/px 
co  della 


)f  367  )( 

senza  costante,  perchè 
curva  —  o . 


x  —  o  da  1’  ar- 


FIG. 


Misura  delle  Solidità. 


952.  Un  solido  S  da  misurarsi  s’immagini  decomposto 
11  un’  infinita  di  piccoli  strati  paralleli .  Chiamando  t  la  ba- 
se  d*  un  di  essi,  dx  la  sua  altezza  o  una  parte  infinitesima 

della  distanza  jc  dello  strato  dal  vertice  ,  sarà  S  =ftdx+C. 

953-  Per  esempio,  sia  B  la  base  del  solido,  A  la  sua  al- 
ezza  j  se  le  basi  degli  strati  son  proporzionali  a  una  poten- 

*a  ni  della  loro  distanza  dal  vertice  ,  si  avrà  Aw  :  B  :  :  xm  :t  — 

r  b  r 

A*~ ;  dunq Jtdx  _  —  Jx*dxzz  ^~—m  senza  costante 

SfiA  P°rZl0ne  cominci  dal  vertice-  Onde  il  solido  intero  = 

»  polche  allora  .y  =  A;  perciò  la  solidità  delle  piramidi , 

^  cui  m=.  2(539),  è  ±BA  (563). 

954-  Se  il  solido  BAW—S  è  di  rivoluzione,  fatta MP  =: 

sarà  mp  -  J -i- 2y ,  e  il  cono  troncato  MWM'=  T95* 
*$x  (y*  “**>$*  *+  -  J &*)  (564)  *  onde  ~  {y*-+yiy^. 

dunque  presi  i  limiti  (838)  o  posto  $>  =  0(836),  verr £dS  = 
*J*dx  ed  S  —x  Jy2dx-hC . 

£sem.  I.  Nella  «fera ,  yz  =  2a*  —  x*  ;  dunque  la  solidità 

d’un  segmento  sferico  (56?)  =  ir** (a  -  -L  *  )  e  la  sfera  = 

4  ,  .  3  ,  3 

^  a  7T —  ai  —  del  cilindro  circoscritto, 
o 

II.  Nell’  ellisse,  yy~~  {2ax—-xx)\  dunque  il  solido 
generato  dalla  sua  rivoluzione  intorno  all’  asse  maggiore  sta 
alIa  sfera  circoscritta  ::bfr.aaf  ovvero  è  del  cilindro  cir- 
c°Sc  ritto.  3 


con«£55'  Si  chÌa,l l^EUìssoide  allungata  quella  che  abbiamo 
dalla  •m,a,  ed  compressa  quella  che  è  formata 

a  rivoluzione  dell  Ellisse  intorno  al  suo  asse  minore .  E’ 

faciIe  il  trovare  che  anche  quest’  ultimo  solido  è  —  del  ci- 
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jy-  lindro  arcoscntto.  Dunque  1*  ellissoide  allungata  sta  all’  el¬ 
lissoide  compressa  :  :  abb  :  aab  :  :  b  :  a  . 

III.  In  una  parabola  d*  un  ordine  qualunque  si  ha/*  = 

x*am~”,  onde  iry'dxzzirdx  a1^1*  x7” ,  e  Jxy*dx  =  .  .  .  • 

m.  2m — 2 n  2/2-+  m  m  2m — 2 n  2 n 

mirv+z  x  mxx\/a  x  wxx)i 

- -  — - - - — - ,  espres- 

2/7  -+  m  2 n  -+  7 n  2  n  -+m 

sione  del  sedi  do  che  oerciò  stara  al  cilindro  circoscritto  ::  in  • 
m  -+  ‘In  ;  }  indi  il  paraboloide  ordinario  nel  quaie  772  —  2  > 
nzz  1,  è  'a  meta  del  cilindro  circoscritto. 

tV.  Similmente  se  l’iperbola  la  cui  equazione  è  ywxn  zz 

^rz-+/i  ^ra  -ntorno  alt* asintoto  CP,  prendendo  CO—ADcz 
a>  il  solido  descritto  dal  trapezio  ADPM  avrà  per  espres- 

sionc  -- — —  7r  (  a*  —  xy  ),  e  perciò  supposto  2n  >  772 ,  »* 

solido  descritto  dallo  spazio  infinitamente  lungo  OADX  sta 
al  cilindro  descritto  da  AECD  :  :  m  :  2/2  m  ,  e  nell’  ìperbol» 
ordinaria  è  eguale  a  questo  cilindro. 

Superficie  curve  dei  Solidi  di  rivoluzione  . 

95^.  Sia  R  una  superficie  di  rivoluzione,  e  si  faccia 
tutto  come  sopra  (  954  j 1:  poiché  M7/2  =5  aJ  (bx7  -+  Zy7),  1* 
superficie  del  cono  troncato  Mt72772/M/ sarà  x  (2y  -+5^  )\/( 

S>*)(-Ó53),  onde  — ^  -  — —  >  <r  (  2y  H1-  àr)  ;  dunque  fatto 
~+ùy~) 

ly  =  C7,  verrà  c/R  —  2fry  cdR-27r/y  *+ 

cly2)  -+  C  ~2xjndx  -+  C ,  chiamando  n  la  normale  MN  (Sòl)' 
Es  I.  Nella  sfera,  n  —  a  (8Ó2);  dunque  la  superficie 
d’  un  segmento  sferico  qualunque  è  2aKx ,  e  quella  della  sfe' 
ra  è  4a"7r  o  quattro  circoli  massimi . 

II.  Nel  paraboloide  ove  72  —  ^  (  px  -r  —p7  ) ( 25 1  )  >  s‘  ^ 

4 

air  Jdx\Z(pX-\-  ~p7  )~^y/(px-±—p*  fi  -+  C  (S58.) .  Sia*^ 

4  ojp  4 


,  ****  Nell’  ellisse  fatto  a  il  semiasse  di  rivoluzione 
y  '  sarà  il  trasverso  nell’ ellissoide  allungata  e  il  conjugato  nell* 
compressa,  e  posto  ne’  due  diversi  casi  ±  a1  4:  b7  =:  c9  >  gl 


FI  C. 

curva  gai  o  !9^* 


X  369  K 

(258.)  ri  —  ^  ^ ,  e  peiò  se  la 

intorno  ad  A  A  o  intorno  ad  EE  ,  si  a  via  —~Jdx 
^lel  primo  caso,  descritto  col  raggio  CD=  —  un  arco  DBN, 

la  superficie  fatta  da  AM  intorno  ad  AA  sarà  (947)  ^ 

^BNP  ;  ma  nel  secondo,  determinata  C  col  porre#  — o,  sarà. 

IV.  Nell’  iperbola  fatto  a  il  semiasse  di  rivoluzione  che  * 
può  essere  o  il  trasverso  o  il  conjugato  ,  e  posto  a*  t  b~  — 

e*»  si  avrà  (72 1. 767)  «  =  ^;  e  però  se  la  cur¬ 

va  giri  o  inforno  a  CA  o  intorno  a  CQ,  si  avrà.  fdx  X 

/  fl4  a*  J  T9w- 

V  C*1  T  •  Ne*  primo  caso ,  determinata  C  col  fare  x  —  a, 

,a  superficie  cercata  sarà  (913)^1  ^  (xx  - 
^b-K  ex  -t-  y/{  c*x*  —  a*  ) 

—  * - , —  £-7 - :  ma  nel  secondo  ,  determinata  C  cól 

c  a(  c  -+•£>) 

fare  *  =  o,  s,tk  (9.4)  +  —  1 1~  H- . .... 

a  ▼  V  c’/  e  ì.  «* 

v.o-m 

Metodo  inverso  delle  Tangenti  ,  e  Integrazione 
dell ’  Equazioni  differenziali . 


,  952-  Si  chiama  Metodo  inverso  delle  Tangenti  quello 

cue  insegna  a  trovar  l’equazione  d’ una  curva  in  cui  sì  co- 
n°sca  una  proprietà  qualunque  delle  tangenti.  Cerchisi  per 
*s-  la  curva  in  cui  la  sunnormale  è  costante  cd  r  a,  Poi- 


(86 r)  l’espression  generale  di  questa  retta  è  avre- 

yfl  ^  ^ 

In°  —  a , ydy  —  adx ,  e  integrando,  per  esprimere  che  la 

Fr°prietà  daM  conviene  a  tutti  i  puni;i  della  curva ,  si  ha 


ZIO  TU 


nuovo 


cd  integrando  —  4  =jdxf  Xdx -+  C*  -+  C  ec.,  ripetuta  1» 

operazione  finché  si  abbia  y.  Così  se  debba  sommarsi  la  se- 
—  x*  x 5 

ne  ^2^3‘i'3.^“^■J:óTz"+ec• 1/1  **&>  supp°sc°  *  non 

maggiore  di  i  ,  differenziando  si  ha  dy  —  (  - 1  -p  —  -+• 


■  j  dx  9  e  di  nuovo  differenziando 
ay  -4-  ec .)dx*,  e  differenziando  u 

r  »,4  -  \  _  dxJ 


ed  integrando  (907) 


senza  costante 


ed  integrando  (92 0)1 


1  ed  integrando 


X  37*  )( 

b*),,  =  (i±ff)*  l{  ^x)_ 

Inoltre  se  sia  «  =  ^,(7-^-^  r  =  „ 

^  d*  (ìx  dx2  *  rfo:  cfx-J  5  18 

Si=‘dPec  ’reitÌL  1  *  -f~-' 11  x-fd(  ciy  -fpdx  - 
f~f->  ut.  x=fù*d  y  Jf'„Jx ~px jrix~ i ‘hjrh . 

^ '  X~j ~  ^  y—jpdx—  j'dxpidxzzj'dxj'dxj'ì rdx  - 
/  ~~  f—  f—  «e.,  formule  integrabili  se  p  sia  funzione 


«I  v ,  y  di  p ,  r  di  7 ,  s  di  r  ec.  Così  per  1’  equazione  i 
cioè  1  =  qr - 1  --  -  ..  t. 


n  y  d*yt  .  I  z~ 

Sr^df**00  t  =  qr  o  la  IIL  d*  = 

fqxdq~—q1  -+  C'  ed  >  =  — 5y-+~C'o1-t-C/,±: 
ó  3*5  2 
(**— 2C)2,  C' (2x  —  2C  ) 

3  5  2~  K C  - 

Riprese  anche  le  formule  ^  <?,—  —  r  ec. , 

verrk  I.  —  qdy  ,  ip»— jqdy.p  —  ’ÌZ  -^Jqdy  , 

rdr  —  sdq,  -lr2zz J sdq t  r  y/ijsdfi , x  ed 

^  \Z'lJsdq 

—  /-™£ —  cc*’  foi:mule  integrabili  se  2  siafun- 
V 2J  sdq‘  yj 2 y  5^2 

^i°ne  di  jr,r  di  p,*  di  g  <*•  Così  Pei’  equazione  ^  — 

^  .  r  ,  d*’ 
t/*  cioè  rrrp  e  / rdp  =  —p 2  -+  C,  la  II.  dk  *  = . 

>V(P^^]  =  (S‘4)Ui>-fV,(p,-t-2C)_IC']  =  *re,C'e*- 


preso  il  valore  di  p  e  mutate  le  costanti  —  inC,e-— ,  in  C'- 
0  .  2  C 

959-  2  .  Si  integrerà.  1’  equazione  P dx  H-  Qdy  —  o  se 

dyr  _  uxq 

rfy - (93*  )•  Spesso  pero  anche  non  avverandosi  gufel' 

la  condizione  ,  1  equazione  può  integrarsi  col  moltiplicarli1 
per  an  fattore  idoneo:  tale  è  xdy  —  ydx  -t-  xdx  —  o  se  si 

moltiplichi  per  ~  .  Sia  dunque  F  il  fattoc  «ercato,  e  I’  e* 
quazione  diverrà  FPc/ar  — h  FQì/ji  —  o ,  che  supponendosi  or® 

integrabile,  dark  *^11  =  , 0 differenziando ,  — 

dy  dx  dy 

Prf^F_Fd*Q  Q(i*F_ 

c[y  \jx  ~~dx~  ~  °  *  formuI*  generale  da  cui  si  avrà  * 

se  si  prenda  per  F  un’  idonea  funzione  di  x  e  di  v  con  e* 
sponenti  indeterminati,  come  F  =.  xMyn  ■  ed  m ,  n  'si  deter' 
mineranno  col  sostituir  nella  formula  i  valori  di  F,P,Q  * 
loro  differenziali ,  e  con  eguagliare  a  zero  i  termini  omolo' 
ghi.  Cosi  data  1’ equazione  2adx —  2 bydx  —  bxdyzz  o,  avrà 


«TP 

y  >~fa~  —  my  x  >  *  sostituendo  nella  formula,  rrov# 

(/72--2«—  I  )bxmyn-+2anxmy’,~I  —  o.  Eguaglio  a  zero  i  tei" 
mini  omologhi,  ed  ottengo  i°.  m  —  2n  — 1  —  o:  2*.  = 

dalla  seconda  equazione  ricavo  n  — o,  onde  la  prima  d* 
dunque  F=z.ry0  — per  cui  moltiplicando  la  dat* 
equazione,  si  ha  2axdx  —  2lxydx  —  bx2dyzzo ,  ed  integra^ 
doj^x1—  byx*  —  C.  B 

Si  osservi  1°.  che  lo  stesso.metodo  ha  luogo  se  si 
S1,1  >1  fattore  che  rende  esatta  una  data  differenziale,  co0 
TUC  dy  ydx:  2°.  che  se  m>n  si  abbiano  da  una  sola  cq^' 
z.:'.c,  come  da  m  3  a  -fi ,  si  potrà  fare  n  zz  o  e  andlC 
prender  per  n  un  numero  qualunque:  30.  che  non  si  ha  ^ 
cui  regola  alcuna  generale  per  dare  ad  F  una  forma  ad®1' 

rat* 
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tota  al  particolari  bisogni ,  benché  in  certi  casi  sia  facile  di 
determinarlo-,  ed  eccone  il  modo. 

Supposto  dF  —  A dx  -+  Br ly  onde  ^  ^  — A,  —  =  B  ( 936  ), 

'1  x  Fd^P  n_  Fd*Q 

trovata  formula  generale  diverrà  ~~jy~  ■+  PP - - 

AQ  — o,  cioè  _ ‘L2  -  dunque  se  il  primo 

dy  u'x  F 

^embro.di  quest’  equazione  siafunzione  della  sola  x  onde  d*(^  rz 
^  ,  lo  saia  anche  il  secondo  c  perciò  anche  F,  e  si  avrà. 

j>  ,  ,  ’  .  cZ.vi/-vP  7/~ QdV  /~dF  . —  _ 

^  o ,  db  zz  A  dx ,  — — - dQ  —  —p—  ,y  -p  (—et  )  —  .  .  . 

/dx^l 

(  =  -?Q),  e  quindi  F  =  U  ^  .  Da- 

'  <idy  J  <iX  1  Q 

per  esempio  ,  1*  equazione  rdx  -f  tydx  -+  udy  —  o  ove  r,t,u 

d^P 

8on  funzioni  della  sola  sarà  P  —  r-J-cy,  Q  =  i/, — , —  —t 

dy 

^ tdx 

td  F r  -  e  ,  fattore  che  rende  esatta  la  data,  e  che 
11 

per  F  equazione  xdy  —  ydx  -+■  xdx  —  o  accennata  di  sopra, 
trova  essere  come  dicemmo .  Con  questo  metodo  si 

Gemmano  le  due  serie  y  zz  xz  :+:  —  -f-  +  0  -+•  cc-  •  P*i- 

4  4-6  4  0-8 

dy  2dx 

chè  differenziando  e  poi  dividendo  per  a:1 ,  si  ha  — -  — — -  q^ 
—  qcec.*,  dunque  (  lÙ  —  — —  T- x —  +.  ec..—  .... 

*>-0—  ^  ^  *  rt  X  ^ 

y  onde  differenziando,  —zz  qpa:dj/-f  (  2  ijy)  dx ,  cioè 

X  X 

( 1  ±^fa)  dy  qz  yxdx  —  2*dx  —  0,  ove  t  —  .v ,  u  zz  I  ±x*  ed 
/  xdx 


Z/y/(  I  ±  Jf2  )  ( 


856)  =  .  .  . 
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r  s/(i±x*)  ,  i 

rì“ e  (  300  ^ =  V(T±7*7  (3°8)-  l2uin<il  •  •  ' 

(  1  =fc  x*  )  dyjzyxdx  —  2Xtlx  ,  V±2  ^ 

^(l±x*y  9  0  V(l 

C~±2,  perchè  y  zr  o  da  x  zz  »•,  dunque  y  zz  ±  2\/(l  ± 

Si  noti  che  ad  rdx  -4-  tydx -V  udy  zz  o  si  riduce  anch® 
ry"dx~Jir  tydx -\-udy  ~  o  dividendola  per  yn  e  ponendo  yl  n 
z:  vi  si  riducono  anche  dell’  equazioni  più  complicate,  m* 
non  dobbiamo  allungarci  di  più.  Intanto  il  metodo  è  parti' 
colare  ,  c  perciò  qual  or  non  riesca ,  si  passa  a  separar  V  e* 
^uazione  cioè  a  dividerla  in  due  membri,  ciascun  de’  qua' 
li  contenga  una  sola  variabile  con  la  sua  differenziale.  An- 
che  questo  metodo  non  è  generale:  ecco  alcuni  casi  in  cu» 
la  separazione  riesce . 

960.  Se  Pz:  XY  ,Q  z±  X'Y'(X,X'  son  funzioni  di  Xi 

cd  Y  ,Y'  funzioni  di  y  ) ,  .«ara  — ~zz —  —  -^equazione  se' 
X  Y 

parata . 

961.  Se  P  e  Q  son  funzioni  omogenee  di  x,y ,  cioè  se 
tutti  i  lor  termini  hanno  x  ,y  allo  stesso  numero  di  dimen¬ 
sioni,  fatto  x—yzì  sara.  ^  una  funzione  Z  di  z,  e  si  avr‘* 

dx  -+Zdy  —  o  —  zdy  -+ydz  -4-  Z dy  ,  e  separando,  — * -B—  zz 
^  ^  — (*  z 

-y  •  Così  (ax-t-by)  dx  zz  (  ma  -4-  ny  )  dy ,  fatto  x  zz  yz  onde 

5  =  Z  -  ZLmz  .-Z2 .  diviene  -  £  -  _< «  e. 

P  ^  ciz'~-+{b — ni)»  —  n* 

quazione  facile  a  integrare  (910.914). 

962.  Sia  ora  l’ equazione  generale  ax^y^dx^dy1  -+bxm  X 

yn  djf*  dy1  -4-  ex™  y*  c/x*^  _f.ec.zzo  ove  per  la  natU' 
radi  tali  equazioni  si  ha  semprep-t-q  —  pr-+c/—p"~^q'zzec’ 

fatto  y-zzzj  ella  diventa  r*axmz  ®  d£d£-¥  .  •  •  • 

-<■  2'  )-ìd/d/  2"  )-2"  * 

,  p"  .  q" 

ax-  c/i  -4-  ec.zzOj  e  sara  omogenea  se  m  r  (  n  -4-  5  )  "" 
2  —  m'  r  (  n'-f.  q'  )  —  q'  zz  /«"  -+  r  (  »"  -+  q"  )  —  q"  ec. ,  cioè 

se  r  =  zz  ec.  Così  I*  equa' 

n  -+  q  —n  —  q  n  -+([  —  n  —  g. 
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fcione  ay*xidx‘+ldx-+cyxdx-{-fx*y*dyzzo  da  mzzjizz.  2, 
ri  tzti'  zz  o  ,  m"  n  //'  ==  1  ,  m zz  4  ,  n"'  =  2 , 3  ~  ~  q"  —  c , 


2—  I  __  2  —  4"+  I 


—  I  e  però  rz=z —  =  — —  =- - 

1  — 2  1—2  2~t~  l  ~ 


—  —  I  ;  dunque 


fatto  y  ~z  *  1 ,  si  avra,  az,  *"  x*dx  -+*  Wjf  -+•  c* 

-T7  4  J*  —  o ,  equazione  omogenea  e  perciò  integrabile 
(961).  Parimente  l’equazione  ax*  dx*  ■+  tx’j»5  dx  dy  -+ 

e*ry  1 1  dx'  dy  •+  %xs \dy*  —  O  da  m  —  2 ,  n  ~  °  »  m  zzri-^. 

=  2 , 2  = 

2  —  3  —1-  2  2-5-+.1  — a“5-+4  — 


I,2/'/=4  e  peròr=-—  a - ~ fT-W  ~  I-V4 

«i- .  dunque  fatto  y  =  z5  ,  si  avra  625 axzdx*  -+  25&x?z  X 

<k*d**H-125c*5ft~3d*,d*^£*,*~3  d&*  ~  o  ,  equazione 
omogenea  die  facendo  z—nx  e  d*~{t -+u)dxì  si  riduce 

»  g(t  ->-  «)4  ,  .  (.■  -fa') ^  ^  _ » .  or  Ja  que- 

M3  U  li‘ 

flta  si  Ira  t  data  pet  u  ,  onde  supposta  t  ;=  U  ,  da  Wii.v  -+* 
*d„  =  («-(-») diviene  *£  =  ±  =  ±.  Od  resto,  se  taluno 

dei  rotti  -ZllZlZZtL  ec.  divenisse  —  ,  non  se  ne  favcb- 

Ti'-\-q—  n  —  3  0 

be  conto,  ciò  solamente  significando  cne  qualunque  valere 
di  r  rende  omogenei  i  termini  d’  onde  quel  rotto  risulta  ;  c 

se  divenissero  —  tutti  i  rotti,  o  andassero  a  zero  tutti  1  lo- 
0 

io  numeratori  o  denominatori,  ciò  indicherebbe  che  per  se 
parar  le  variabili  non  vi  è  bisogno  di  metodo. 

963  Passiamo  ad  altre  equazioni ,  e  sia  da  integrarsi 

_ “?4  x=o,  ove  p  ,  X  possono  essere  funzioni  di  q. 

Paragonandola  con  rdx  -\-tydx  udyzzo  (959)»  81  ha  — 

—  I ,  t  =ìr p  ed  F  ~ _ e  :  onde  fatto  pdxzzdz,  ella 

diverrà  —  Xe~"  2  dx  -yé~  *  di  •+  e""  ~  dy  ~  o ,  ed  integran¬ 
do1  (j^),  —  fi^jL*ye~~*zzG,  cioè  y  —e^pdx . 
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(  [ -  -H-CV  Così  se  si  abbia  «  ~  —x' .  saraun  — 

l/^d»  j  ^ 

e 

I ,  X  zr  ed  y  zz.  e  X  fc*  x*  dx  -ir  Ce  X  —  (  923  )  Ce  "*•+ 

x 1  —  2*  2  .  A  questa  equazione  si  riduce  1  °.  m  —  —  -+* 

dx 

Xyn~^ì  —  ocol  dividerla  per  yn~*~le  far  poi  —  zzu:2*.pym~*‘l — 

yn 

XyH  —  o  col  dividerla  per  yn  e  far  quindi  y™  -zz 

a  :  3°.  pXy”'  1  dx  —  X'yV1dy  -+■  X"yT1  dx  —  O  dividendola  per 
X'  x" 

Xcir,  facendo  =  r, -—-  —  5  e  trattandola  poi  come  la  passata- 
A  X 

964.  Ma  sia  l’ equazion  lineare  del  second’  ordine  y  -+ 

ndy  bddy  dy 

~dx  =.  o  ove  ayb,  dx  son  costanti .  Fatto  p  —  --^  ov¬ 
vero  mp — *  (  m  è  indeterminata  )  r  sommata  que¬ 

sta  con  la  data,  viene  I.  y- f-  (  a  ■+  m  )  p  —  (  mdy  —  bdp  )’ 
—  zzo,  ove  suppongo  (  giacché  F  indeterminata  m  lo  per¬ 
mette  )  che  un  m^°  della  prima  parte  y  H-  (  a -f-  m  )p  sia 
1  integrale  della  seconda  mdy  —  bdp\  dunque  y  -+  (  a.  — j.  m  ) 

p  —  —  f  {  mdy  —  bdp  )—  y  —  — ,  onde  —e  II. 

m4/  ^  7/2  to 

- -  ±  ^ —  b  )  .  Fatto  ora  III.  j/  -+(a-l-m)p  = 

> — —  e  perciò  du—dy - ^  ovvero  mdu  =  mJy  —  bdp * 

772  772 

la  I.  diverrà  22 - -  —  =  o  che  ci  da  (  963  )  IV-  22  ^ 


Ce"  .  Quindi  poiché  dalla  II.  nascono  due  valori  m'  ,m"  df 
772  che  posti  nella  IV.  ne  danno  due  22',  22"  di  22,  la  III. 
scioglierà,  nelle  due  y  — }.  (a  -4-  m'r)p—  11  ,y  — 1-  (  22  -4-  771" )p  ^ 

u"  dalle  quali  si  h»  Ja  V.  y  — 1 

m  — *  7?2  ' 
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Così  dsta  si  -f  —  sarà  «  —  —  — — —  ,  on- 

y  Sdx  5dxz  5  5 

2  <3 

de  per  la  II.  viene  m  — - ±  —  e  perciò  m  —  —  ,  mr  — 

5  5  .  .  •  » 

—  I  ;  dunque  per  la  IV.  ir  z:  CeSv  *d  u  —  C  e_af,  con  che 
dalla  V.  si  ottiene  y  —  (CeSx-b  ^C'e  X). 

Di  qui  si  ha  la  somma  di  tutte  le  serie  della  forma 

xr  v*r  v ,r 

I  _ 1 - 1 - j-  cc.  in  infin. ,  esscn- 

1.2.3...^  I.2.3  ..2r  1.2. 3... 3r 

do  r  numero  intero  e  positivo.  Si  voglia  la  somma  della se- 

*  4  $ 

rie  v— 1  _ 1 _ - _ _ _ -  -b  ec.  :  differenziando 

y  1.2  i- 2.3.4  ^  I-2-3Ji5-6 

abbiamo  dy  -  {  x  -b  —  ■+  ec.  )  dx,  e  nuova¬ 

mente  differenziando  presa  dx  costante  ,  ddy  —  (  1  -b 

- 1 — - 1-  ec.  )  dx2  ~\dx2 .  Si  ha  dunque  y —  ^zo, 

*•»  1  2.34  dx: 

ove  azzojb  —  —  I  ,m=  ±  v  I  » m  =  I  >m  —  ~  1  e  perciò^  zi 

i-  (Cev_f.C'e  *).  Per  determinar  le  costanti  si  osservi  che 
quando  x  =  o  ,  viene  y  —  — (C-4-C')  =  l  ,dy  (  —  (Cc*dx  — 
C'c  X dx  )  )  zi  o  =  C  —  C  ;  dunque  G  z:  C'  z  I  ed  y  ~ 


965.  Se  manchi  y  nell’  equazione  data  ,  fatto  zr  <5 , 

ella  diverrà  az  -+  —  oy  e  il  suo  integrale  si  trova  y  zi 

dx 

—  A  Ce  b  -i-C'  (9S3  )  :  e  se  manchi  anche  >  si  userà 

per  il  metodo  già  spiegato  (958)-  Se  nella  II.  c- 

dx~ 

funzione  sia  --  a2  z:  b ,  verrà  wz'  —  = - -<z  e  quin- 

4  0  2 

di  u'  zi  u  nella  IV  ,  ed  y  =z  r—  nella  V.  ,  ciò  che 

non  potrebbe  avverarsi  se  ?on  fosse  anche  C  z;  C',  Oc» 


„  .  .  X«8)( 

per  determinar  y  1*  questo  caso  ,  prendo  w  infinitesi¬ 
ma  e  pongo  ni"  =  m'  -4-  w;  dunque  ~,z=. - 1-  — — 

^  to'  ■+  U)  ìli 

X 

77 — rz,/  —  Ce"*  (  i - - — (  30S  )  ,  trascurando 

m  [  m  -t-  tu  )  \  m  m  / 

wl,wJ  ec.  (19:);  e  poiché  to'—  m"=  —  la  V.  equazio^ 
x 

ne,  posti  nel  numeratore  Ce®2'  per  u'  cd  to'  -+  w  per  m", 
2* 

diverrà  (1-+  — )C«  a  ,  onde  fatto  —  —  C',  viene 
<*■  a 

2x 

y~{C  -+  C'x )  e  a  :  così  se  si  abbia  y  h-  — ^  H-  ^  ^ 

5d*  25dar" 

__  5* 

•  o,  sark  a  =  -1,  &  -  A  ed  j  =  (  Ch-  C'*)e  2  ,  Che  se 

nella  stessa  equazione  II.  le  radici  to' ,  771"  sicno  immagina¬ 
rie,  potrà  supporsi  (  149)  — ?  7;J'/  _ 

—a~J°lLz±,  onde  —  - _ -3*(a-Hyv'-0 _ _ 

2  772'  (a  —  2gy/~^  I  )(fl42^“  I  ) 

-~2qj:  4^Ty/—  I  J  a:  _ — 2ax  -r  4qx<J — 1  2  a* 

4ff‘  “  “*  -  «r  ~ 
t  »  — — - J  —  x  i  dunque  ^  r= . 


’  . . 

e  t[(a-+m)C'eZ^~ r—  (a-ì-m")Ce~~Ì^'~l]  ±zJ-l 

in’  —  m"  ' ma  e 

c»s  z  ±  \/  I  .  .ferì  z  (630)  ;  dunque  sostituendo ,  ponendo  C  e  C' 
invece  di!fj^LC'ÌflÌ^  e  di  [fc-+™')C'-i-  (a-i-TO^Cjy-! 


c  rimettendo  i  valori  di  £ , , ,  vena  e=.^fC  co*  -J£* _ 4- 

C'Sen^hì)-  Così  se  si  abbia  J  -  ~  -+  =  o ,  sari 

_  4  7«=>  _  5a.v  5C/.V1 

=  h£=J  ed  y  =  c**(CcosX‘+C/senx). 
y66.  Nel  modo  stesso  poti  anno  integrarsi  due  equazioni 


38»  ■ 
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,  -Mi*-*  '*  —  o,y-+  f*  ^.^  =  0,  suppone  *,b,f,g  et- 

stanti  ^  poiché  se  la  seconda  si  moltiplichi  per  1*  indetermi¬ 
nata  m  e  si  sommi  con  la  prima,  verrà  (ro-+-  l)y  -t*  (a 

fm)  x -b(gmdy -+bdx)  ~o\  onde  fatto  come  sopra  (964;, 

(w-4-i  ) ^ -4-  (  «  — f fn)*—~  j\gm(ly  -+■  bdx)~gy~Jr  —  >  si  a- 
r  b  ,  am  -4 -  fmx 

via  m  -+ 1  —g,  a  -+fm  zz  —  ed - - —  —  g  —  m ,  equazie* 

772  O 

ne  che  determina  m.  Quindi  *e  sia  (m  *-j*  I  )y-h(  a  fm  ) 
x  ~u  zzgy  -4-  —  e  perciò  mdu  —  gmdy  -f-  òd# ,  1’  equazione 


sommata  diverrh  u  -+  — ~  —  o  e  avremo  al  solito  u  —  Ce  7/1 

dt. 

Il  rimanente  si  fa  come  sopra  (964),  e  tutto  ciò  ha  luogo 

quando  pur  1’  equazioni  sieno  »  4  a/r  •+  —  -*^-^1  - o ,  y  H- 

TcZr  J 

—  rTdt 

,  bdx  — c'dy  ^  /  m 

u  X  -4- - ~  —  o,  e  81  trova  rz  =  Ce 

967.  Sia  anche  P  equazione  y  -+  Xove  X  è 

dx  dxl 

funzione  di  x.  Tutto  «i  fara  come  sopra  (964),  se  non  che 

x 

1’  equazione  è  qui  —  —  —  = oche dà  (963)11  =em  (C  — 


J «  Xdx).  Così  avendo  y  —  =  2X ,  sari  a  zz 

■1,5  =  -!., «'  =  4,^  =  -!,  X=to,tt'  =  Ce?"-l- 

c-+3»w"  =  C'e-**H-as?  —  I  (923),  ed^  =  _Lc'e  '*  -+ 

4 


ec  -968-  1 Questo  metodo  che  a  cagione  dell’ indeterminate  m 
’  introdotte  nell’  equazioni,  si  chiama  dei  Ceeffieimti  In - 


1/ 
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determinati,  vlaTc  anche  per  1’  equazioni  lineari  di  un  qua¬ 
lunque  ordine  nimo,  le  quali  sommate  con  un  numero  n — 

I  d’equazioni  mp —  — ^  —  o,  kq  —  —  o 

dx  dx  dx 

cc. ,  si  integreranno  con  la  stessa  facilita:  il  giro  però  saia 
in  queste  più  lungo,  attese  1’ equazioni/i — I  da  cui  debbon 
dedursi  i  valori  dell’  indeterminate  k  ,  g  ec.  dati  per  m ,  c 

quelle  del  grado  (  n  —  1  )slmo  dalla  cui  risoluzione  dipen¬ 
dono  m' ,  m" ,m"r  ec.  e  quindi  u',u",u'n  ec. 

Del  retto,  con  le  due  equazioni  p—d?  „  — 

dx  dx  dx 2 

integrano  anche  quelle  di  second’  ordine  ove  manchi  y  oxo 
sia  integrabile  la  risultante  equazione  di  prim’  ordine  tra  x 
o  y  t  p:  allora  p  saia  dato  per  x  o  per  y  c  si  avrà  y  = 

fpdx  o  x  zz.  j  — .  Così  da  dx‘  • +dxdy  —  Xd2y  zz  o  risulta 

1  integrabile  er  :  e  da  dxy  ^  mdxdy  -4-  nydx 2  =:  o  ri¬ 

sulta  7  -+-  mp  -f-  nyz=.o  —  qdy  -+  mpdy  -t-  nydy  =pdp  -+  mpdy  -+ 
nydy,  parimente  integrabile  perchè  omogenea  (961). 

Ma  l’ omogenee  di  second’ ordine  ,  in  cui  dx,d2 jrec.  si 
valutano  per  una  dimensione  ,  posson  sempre  ridursi  al  pri¬ 
mo  con  le  sostituzioni  yzzux  e  7*  —  che  atteso  dyzzpdx 

c  dp  —  qdx  —  zd* ,  danno  —  =r  —  ~  z=  ^  :  così  aydx2  — 

-V  .V  p — U  2  J 

bx  dxdy  -4-  gy  1  d  2y  zzo  diventa  au  —  bp-bgu*qx  zzo  —  au  — 

lp+gu'*,  onde  *=.,V--T,ÈLzz£l'±  .  , 
gu"  p — u  bp — au  ° 

(bp  —  au  )  du  .  . 

[p—.  »  e9uazion  del  prim’ ordine  che  se  possa  sepa- 

xarsi  (  come  nel  caso  di  a~b)  separerà. anche  l’altra—  = 

du  .  * 

pZSJt'  equazioni  si  ridurranno,  sol  che  sieno  omo¬ 

genee  riguardo  ad y,dy,d*y,  qual’ è ydxy —  dy* —  Xydxdy^ 

«  ;  poiché  fatto  p  zz  rz  uy ,  7  —  —  yz  onde  dy  zz  uydx , 


dp  —yzlx  —  udy  -±ydu  ,  —  udx  ~ 


;  >  ella  dire#* 
t*  yqdxz  — 
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®toyqdx*  — p~dx“  —  Xypdx 2  —  ozie  —  il1  —  «X ,  che  dk«c/*  ~ 


C«* 


-uX)dx~~du  .  du  ..  . 
—  - - ,  onde*  —Xdjtj 


equazione  separata  del. 


Prim’ ordine  che  separa  anche  —  —  udx . 

y 

L’  equazioni  che  non  hanno  la  forma  delle  precedenti  .0 
fton  possono  affatto  integrarsi  o  esigono  delle  artificiose  so¬ 
stituzioni  per  separarne  Te  variabili  .  D’  ordinario  si  sostitui¬ 
re  con  frutto  eguagliando  ad  una  nuova  variabile  i  termini 
che  ammettono  integrazione  ;  ma  non  vi  è  regola  generale  per 
Sostituire  ,  e  poiché  il  molto  esercizio  supplisce  in  questi  ca¬ 
si  alle  regole  ,  porremo  qui  varj  esempj  di  sostituzioni  crn 
cui  si  giunge  a  separar  le  variabili  in  diverse  equazioni  del 
primo  e  second* ordine ,  ove  X,Y  esprimon  sempre  una  .fun¬ 
zione  di  x  o  di  y. 

V  xìdx1  -4-  axydxdy  zz  bdy2  :  compiendo  il  quadrato  si. 
ha  (x dx-+±aydy  )*  ~(±(i*y-*-b)dyz ,  ed  estraendo  la  ra¬ 
dice  ,  xdxzz  ±dy  [  */'{a2y  -f  \b  )  —  ay  ]  . 

ll,^a*X2dx-+  ^a*bxdx-h  qabyxdx-^Za^ydx-i-  b*y*dx — 
<*b}dy  —  o.  Osservo  che  l’equazione  può  scriversi  così: 
(aa*  -4-  by  -habf  dx  — *  à*b*dx.~— •  cib'dy  ~ o  ;  ^supposto  (2aA’-4* 


by  ab)2  dx  z 


verrebbe  y  —  —  — - a.  Faccio  dunque 


e  sostituendo  e  riducen* 


2 ax  ,  .  2 adx 

yzzz - , - a,éy  —  dz - —  > 

b  0 

a  .  ,  abdz 

do,  viene  dxzz  — - - . 


III.  —  a}dx — 3yx?dx-h%y9xdx — y3dx-{-xìd)-{-a3dyzzo. 
Osservo  che  supposto  Syxdxiy —  x  ;  =  o,.  verrebbe  yzzx  ,  '* 
che  si  avrebbe  anche  dall’ equazioni  combinate  —  dx<  aì 

y 3  )  =  o  ,  dy  (  x3  -4-  a)  )  =  o  .  Faccio  dunque  y  zz  z  -4-  * ,  dy 

dz~\-dx*  e  sostituendo  e  riducendo,  viene  . 

a’  a3-4-xJ 

IV.  x2dx  -4-  xydy  -+  zz  Xdx:  fatto  xy  zz  5,  si  ha 
zdz  zz  (X  —  x2  )  xdx 

V.  2 ydy  -+  x dy  -i -ydx  zz  (  a  -4-  x  -hy  )  Y a  •  fatto  x  -4-  y  zz 
>  viene  ydz  — h  %dy  —  (  a  -4-  z  )  Y  dy  :  fatto  yz  zzu  ,  viene  du  — 

** Ydy  y  dy  dii'  1 

=  a  Ydy  :  fatto  -A  -  -L ,  viene 

y  y  1 

u  .  .  aYdy 

~^zzpt  viene  infine  ap  =: — - — .. 

Bbb 


qdu~~  ujj _ a  Ydy  ^  ^ 

2"  ~  X~~’ 


Il  4-s 


X  SSs  )( 

VI.  ±?yjy±yyjc_  xdx-^ydy 

>*  =  *’,  viene  5l2*±i£*) -  ds  .  f,„„ 

*’•**-,.*  -?•  fatt0  **  =  J>,  viene 

_a'dp  __  d* 
p2  “4-  a*  * 

VII.  (f  -»*  Jrfj,  -+yxdx=,dx  V{x,  .+  e  _  fttte 

°  =^0„d*-^*=^^",verrà^=ai,,V(,  . 

j  )  e  _ _ _ _ af£r  U 

V(“l~I  )~a*— 

vi».  2&=aY^_^;fattooY^=i,  Wene 

viene  !£=,*  * 

ry  a}c?j; 

1A.  —  - —  -i-bydxzzaydy:  fatto  bx  —  ay-aZt  V 

ixdc=nzdx^2l±:  Atto%dM=£± .  viene  ^ 

a*  (pdx-ì-xdp)  Pi  j 

- &tto  jivrrru,  viene  —  =  2!*f# 

X.  (/»4-i)vV* 

a*  1  v  ~r  =  ydy , 

-S^(— v-r*^  ( ^ -i-^i > «/jc -v  , 

0  *  V  7  ~ - - - J  ^  fatto  ,jr  - 

c«- ,  viene  (m+ ,  }ipx.x 

_ .  x  dx 

x-px  *-#-1S,“i+('  +  i).*-,ws 

Jf 

772 —  I  772 — I  . 

«  pdp  ,  cioè - 1—  — _ *  _ pdp 

m  -f  2  “T  • 

x  (tn-t- 1  )a  bp — 1 

XI.  mydx  -+  «Wj,  =yrdy  ovvero  *J,  (  j  =>Vj  . 

fatto  mlx^.nly=lpi  x.y.=p>  v.ene  ldy  c.BÒ 

x-~-l  =  dyìyn*m(r-'). 

•Jt 


)(  3*3  )( 


,  /v  o~o  A 

vrr  Xuy — ydx 

1  -V(dx2-i-dy*):  frtfv=px,yzzp</{i  _ 

viene  ^75Ì7f^  =  ':  fatto  *  =  «*  > 

tirando,  sostituendo  il  valor  di  ed  estraendo  la  ya- 

y/{l  —Z)  — p+  ) 

XIII.  aydy  —y'dx  -+  x*dx  cioè  xzd»  =  v*  (  ^^dx)-  fafc- 

y 

a  a 

W  a.\  —  x=lz  ^  xz=.  j,  yy=-  \/fe"zt  viene  *zdx  z=.  ^ yeixzz  9 
Voe  X*dx  _*  dz 

*\  ‘t*  a,  a — 2 

Ve  V2- 

xiv.  dy-  >f*L  _>!**.  faft0  .  a_  4 

%  ±zdp+pd%  -  zdp  il«Ì2 ,  viene  «^  -+  £f^f  _  f*<k  _ 
**  P5  *3 

XV.  (  fatto  a: -*->=:«,  si  ha  Zz{dt~ 

dx)zz  azdx t  cioè  dx  —  L_ , 

a*  -Ha* 

XVI.  - y^dx-jcydy___  x 

V(y*dx*  -  3 xydydx+y'&y*)  “  Y  *  fatt°  J  ~ *  ®ndtì 

e  dx  —  ydz-^rzdy,  si  ha _ y*AE _ — 

V  j  i  •>  t  \/{y  dzz  —  zzdyx -\~dyz  ) 

5  quadrando,  riducendo  allo  stesso  denominatore  e  sepa- 

«ndo,  viene  cioè  ± _ 

_Ydy  y~Z  ’"Yy  V(,~sa) 

vV-v1)' 

XVTT  '^y  dy*  ady* 

'  dx*  ydx*  {T^aJìdP^  2a>  (  1  ay)  =  ©, 

cioè  fr-Majr)dy*  a 

^(ih-gji)  y(i4^pH'2flrf*  che  fatta  co¬ 

stante,  si  ga  integrare  (945)^ 


)(  384  )( 


XVIII.  2yì'dyìldyy/xy-¥y%dy*  —  =  dx*(ydx — xdy)OVC 
dx  è  costante:  fatto  —rea,  viene  ydy*  ~ dx*  (2^/z  -+  C  ) . 

y  , , 

XIX.  xddx-ì-dx'1  =z  —  ore  dyè  costante:  fatto 

,  j  •  <*3dz  , 

xdxzz  zdyy  viene  —  4-=  —  ydy. 

XX.  a“ni dyn  "  ddy—Xdx™  ove  c  costante  dx:  fatto 

.  ,  .  2m  vi~i  , 

dyzzzdxj  viene  a  z  dz~\dy . 

XXI.  adxdy  —  (2 addy  —  2xddx  —  2ddy^/x  —  dx*)(  a  — 

as)^/x:  se  si  faccia  a —  x  —  p*  c  dy  —  pdz,  viene  -^*-7-  ^ 
a  V  * 

pddx  —  —  ddz^/ x  —  C^~  ,  cioè  posto  II  valor  di  azz. 

P  2P  , 

x  e  di  dx—  —  2pdpyddzJ  x  -1-  —pddx  - -  il 

cui  integrale  è  dzy/xxzpdx  cioè  pdz  {zzdy)zzP—  r-  -t-  C. 

V  ^ 

XXII.  Y dx*  —  Twdy2  —  nyddy zzo  ove  éZx  è  costante:  fat- 
to  dx—'zdy\/ym  onde  o  —  (  dydz  *+  zk*y  ) 

n 

"  m — n  .  x  nydydz  .  .  "  2/7i-n_ 

»Jy  ,  cioè  nyddy  =  —  — ,  viene  Y dyy/y  =2 


=  _mrfv._W* 


— -.4 - . 

2  o, 

pop.  Del  resto  dal  non  potersi  separar  le  variabili  non 
bisogna  dedurre  che  l’equazione  non  è  integrabile:  ve  ne  so¬ 
no  alcune  che  ricusando  in  certi  casi  la  separazione  ,  pos- 
son  generalmente  integrarsi;  e  tale  è  la  famosa  Equazione 
dfl  Conte  Riccati  dyzz.  ax"'dx  byzdx ,  sopra  cui  laveremo 
che  si  consulti  il  Calcolo  Integrale  di  Le-Seur  e  Iacquier. 
Ecco  ora  dei  problemi  sul  metodo  inverso  delle  tangenti . 

PitoBL.  I.  Trevar  la  curva  la  cui  suttangente  ^ 

— Si  avrà  dunque  separando,  ^^zz  — e  integrando? 
nix  —  rnly  -4-  ZC  ;  fatto  dunque  x  —  y  —  c,  sarà.  IC  ~  (  n  ^ 
mjtc,  onde  y  —  x  c  ,  equazione  cercata. 


riG. 


X  385  )( 

li.  Qual*  è  la  curva  che  ha  per  suttangerite*^-  rz.— n  —  ? 

\  dy 
rra  — i  - 


Sì  avra  ^  ed  integrando ,  ly  —  /'(«*■-+•  ZC  = 

y  a‘  — f- 

ZC(aa-Kx2)*,  onde  ^  =  C VC a* ■+  fatt0  ~X—°'  divien 

costante  I*  ordinata  y  ~  Ca  zz  b ,  onde  Czz  -  *,  perciò  == 

(  a*  equazione  alf  iperfcola  (767). 

III.  Qual’ è  la  curva  in  xui  lo  spazio  ABM  =  J.AMQ? 

—  r  r  ™dy _ ndv  ot 

»i  ha  dunque  -- J  *dy  ydx  (94^)>  ~y  ~  ~x  *  ^  ~~ 

n  m  —  n 

IV.  Trovar  la  curva  BM  il  cui  spazio  ÀBMP  eguagli 


l’arco  BM  moltiplicato  per  una  costante  a,  ond cjydx  — 

•*  J {dx*  -+dy*).  Dunque  ~  »  ed  'integran¬ 

do,  —=?l-ly-+V{y%~ «*)'J  (9J3  )• 

a  <2 

V.  Trovar  la  curva  AM  ,  in  cui  il  raggio  osculato**  ^ 
MC  =  ~  MN.  Poiché  MO:MC::MP:MN,  supposta  dx  co¬ 
tti  dx*  -+  dy*  vi  , ,  ,  , 

«tante,  sar'a  (869)  -  y  =  ~Z^dy ~  ’  °vvcro  ~yddX^dx  *+ 

o.  Per  integrare,  sia  dx—pdy  e  differenziando ,  ddy:?: 
c  sostituendo  nell’  equazione ,  ^  =  dua‘ 


199 


que 


- 1 4=1  - £rr,  (S5i).p=*  ^  V(^^?  ed*= 


±  dy  .?* _ ^  equazione  differenziale  del  prim’ -or¬ 

dine  delUxurvT Cercata.  Se  n  =  my  si  ha  dx~±ydy{  c*  — 
y*)~Ì,  e  à  x  =  c’rfcVK  ~ ’  equazione  al  cìrcolo.  Se 
m  =  211,  si  ha  dx-^f^  equazione  alla  cicloide. 

VI  Trovar  la  curva  BM  tale  che  conducendo  per  IV- 
rigine  A  dell’  ascisse  la  retta  AO  che  faccia  coll’  asse  un  . 


FIG-  ,  .  X  386  )r 

S01-  PJB::°un‘a  ^  Z^OM.  ^  ™  *U* 

ad*^J-*)d>.  Sia  ,  -  *  =  ✓.’*  ZkZ  =  %-*j/ 

onde  sostituendo  nell’  equazione ,  è  -  __  z  _C 


meri  gót  e*  06^*  T  ’  Chf  P°tea  trovarsi  anc!le  per  i  nu- 
men  S*3  e  964.  La  minima  ordinata  BD  si  ha  facendo 

dx  y — * “  00  ( )  <*  allora  *  =j  =  al  £  -  BD~  AD .  Lo 

•pazioDBMP  — PQ^DC—BCQM  — j;y_a*p  il  — Jxdy {9^6) . 


Ora  f xdy  -/'(ydy—  ady  Ce 


«  dy)  =  C^ 


aCe  (923),  e  sostituendo  in  —  ay  il  valor  di  y  —  x-+ 

*~Ce  a>  =  +  ma  quando 
lo  spazio  BCQM  svanisce,  si  ha  ,=  AC  =  rf£ed,  =  CB  = 

°nde  dunque f xdy  — 

—  ed  infine  DBMP  —  xy  _  -li 

C  2  c 

»o,  VII.  Tsovar  la  Curva  EM  rhp  f 

dinata  PM  un  angolo  EMP  e  T\TP  P<?r  *1* tto  coll’or' 
*  y  ,  e  AA1P  P^porzionale  all’ ascia- 

,  cne  sara  perciò  deli’  arco  o  angolo  TMP  Si 
avra  dunque  TMP  =  ^,  e  (646)  y* f  ::I;  *  =i* 

dx  „  y  ~ m  dy ' 

.  I  ,  —  cos  — 

dunque  fv  -4  ~f  X_  _  ™ _ m 

m  tn  C°  m  ~~  x  1  e  Però  y  —  C  -+  mi  sen  ~  - 

$en  —  m 

t  771 

Che  «*>  di,  =  .  dando  1«,'=_£  =  _ 


FI  Q. 
202, 


X  387  X 
(a.  .  #  -- 

m  ,  cioc  sen  —  e  "*  ,  e  però  x-mXaroo  di  circolo  il 
_C 

mi  seno  'ee  “  »  vedere  che  la  curva  incontra  la  linea 
dell'  ascisse  in  punti  E,F,E',F'  ec.  «ali,  che  l,*n*  =  — 
C  m 

tu'  et*  x  eSuaSli*  ìn  moltiplicata.  per  tutti  gli  archi,  i  cui 
C 


sano  =  e  w  .  Ora  il  numero  di  questi  archi  è  infini- 
poiché  se  il  primo  è  a,  quelli  che  avranno  lo  stesso  se- 
ir>  saranno  a  ,  c  —  a,  2c  -+  a ,  3c a  Ac  _ . 

‘?uindl  le  distanze  a  cui  la  curva  incontrerà  hUinTà 
dell  ascisse  saranno  espresse  per  matm{c-a)  wA."ì 
m  {  3c  —  «  ;  ec.  Pre.a  dunque  AE-  ma ,  AF-  me  —  iÌ^Re' - 

Fatto  ora  ^~cot- 
dx  1 


o  per  avere  il  massimo,  sarà 

(6io.<Sii)«„£  -  i,  c  i  valori  che  soddisfanno  nel  seno 

positivo  a  quest’equazione,  preso  a  =  9o”  =  Ic  nella  serie  a, 
c  —  a,  2c  4  a  ec,  sono  .  . . 

.  13,. 


1  x  5 

:-c,-  =  ici 

2  ni  2 


-=-£c. 


-  =  -  c  ,  ec. 


e  Poiché  in  questo  «so  sen  —  —  I  e  Isen^L  —  0%  si  ha  „  — 

p  m  m  J 

U  fi?  ,*  ai  SUn,V  Più  elevati  C’C'  ec  le  ordinate  son  cgua- 
*ra  loro  ed  alla  costante . 

Se  nell’  equazione  y  =  C  -+  Z  seti*  -  si  faccia  sCnw  —  —  c 
Sa^  *="•  C-Wo  =  C-  oo  (  197)  —  so,  ovvero  yL  00  e 
Però  a  tutti  gli  archi  o  ascisse  a?  che  danno  *  —  0 

toSTu*  Un'ordinata  ne?ati™  ~y  «he  è  infinita”  asin- 

±2cn II  na  0ra  r“  src.m  SOno  *  =  0,*  =  ±c«,*  = 

«ec.  in  infinito j  dunque  la  curva  ha  un  numero  ihfi- 


FIG.  A  ó”" 

202.  nit0  “  asintoti  perpendicolari  ah’ asse.  Il  primo  passa  per  Po- 
rigine  dell’ ascisse  ore  n—0  ed  è  AS ,  il  secondo  passa  per 
D  .alla  distanza  AD  r;  cm ,  i!  terzo  ad  una  distanza  AD'  sr 
2AD— 2cm  ec.  Lo  stesso  è.  nel  senso.  negativo. 


INTEGRAZIONE  DELL  EQUAZIONI  A  DIFFERENZE  FINITE. 


—  f-.  *  (  =  — )  =  0 

cip  r 

p pe  *  '  pe 

931.  Poiché  la  somma  c  di  tutti  ì  valori  di  lp  dipende 
da  r  di  cui  p  è  funzione  (930) ,  ed  *  —  £  (  *  —  I  -+  »  — 
—  3  ec-  )  (8-4>)>  si  avra  c/p  col  cangiar  successiva¬ 
mente  x  in  x  —  I  ,  x  —  2  ,x  —  3. ••■3, 2,1,  e  col  prender  la 
somma,  dei  logaritmi  di  queste  quantità,  o  il  logaritmo  del 

cip _  lltp _ 


X 

cip  ’ 


ed 


>=•**(< 


X  ^  V 

sb*  )■ 


loro  prodosto  (299)  che  chiamo  Za-p.  Quindi  _ _ _ 

irp  { 852  )  e  chiamando  p  il  termine  che  viene  immediata¬ 
mente  dopo  p  nella  sene  ec.  p,p,p  ec.,  sark  r  §r  (  ^ 
X  X.  X 

pr  )  =  Trp' ,  e  perciò  Ss  z  =  ff  JL  ed  y  =  irp 

x  £r  *i>  ^ 

(  17  — /  ■+  C  ) .  Così  data  -+•(*-!- 1  )  5jj*  -t-  a  (  2*  -+•  I  )  zz.  O  »• 
■np 

sark - r—  =  *-4  I  ,p  -l=z - —  ,d=  --- ,  xp  = 

P—l  *•+!■  *41  ^ 

Ì_T 1  *  — .2  x  —  3  *'  .  1 

*  '  *  —  1  *  —  3**0'  ~~  x  ìP 

“““•  3 - “  -•  3-3.1  =  — —  .  — —  =  a  (  2X  -+  i  ) ,.  X  = r  - 

I  *H-  I  p  —  I  V  ' 

i*(2A?-+  1  )  ,  I  C 

—  — td  ,,  =  i(C-«(3*-w))=(8a:)^  -  •*< 


X  -+  I  ,  _  X. 

"xH-2*  ~~  x  -+  I 


Supposta  • 


9 Z°-  'o'Upposta  Sx—I  (823),  sia  da  integrarsi  l’equa¬ 
zione  lineare  del  pritn’  ordine  y  —  py  —  X  =0,  ove  y' 
y  -+  ly  »  c  p,x  son  Funzioni  di  jj.  l  atto  y  —  rz ,  onde  — 
r5«-I-  zjr  -+•  òi’izt  l’equazione  si  cangierà,  in  rz  (p —  1  )  — 
r^z  -  zlr  —  JrSs  H-X  o  ;  e  se  sia  rz  (p  —  I  )  —  z^r  —  O  ov¬ 
vero  I.  pr=r~f.$r,  rena  rJs -t- Srjz  —  X  ,  ovvero  II.  Izzz 

—  •  I^jj^ei  integra  riducendola  z  Ipz=.l(r  -+$r)  —  lr  =  $(lr) 
(b'3l),  onde  Ir  — cip  ed  r  —  perciò  dalla  II.  siha5zc^ 


)(  389  )( 

Supposta  costante  p—f>  saranno  dei  prodotti 

f  1  di  f  moltiplicata  per  se  stessa  tante  volte  «,«-+-1 
quanti  sono  i  termini  che  precedono  y,y'  nella  serie  ec. 

^n^y..."y  ,'y,y ,/  ec. ,  ed  in  tal  caso  si  avrà  y~f  (C-t- 
e  — ^ —  ):  e  se  sia  costante  anche  X  —g,  il  rimanente  in- 

fn—  1 

tegrale  c  — 1 —  esprimerà  la  somma  - — -  (25^)  della 

f\f- 1) 

progression  geometrica  — —  » — - — *  c*oa  somma  di 

fn  f  } 

tutti  i  valori  che  si  hanno  da  — cangiando  successiva- 
mente  n‘in  n-r,n~a _ 3,3,  li  si  avrà  dupque  allora 

Può  sciogliersi  con  questo  metodo  il  bel  Problema  già 
proposto  di  sopra  (3*0.  XXIV.  ).  Se  come  ivi,  sia  c  la  sor¬ 
te  impiegata  al  frutto  -semplice  di  m  per  I  ,  c  gl»  anni  in 
cui  vuol  consumarsi  la  sorte  •  il  frutto,  ed  x  la  somma  co¬ 
stante  che  dee  spendersi  annualmente,  supporrò  che  nell’an¬ 
no  nSlTno  la  sorre  sia  ridotta  ad  y ,  onde  tra  sorte  e  frutti 
si  abbia  y  (  I  -+  m);  e  giacché  in  quest!  anno  si.  spende  x, 

la  sorte  nel  seguente  anno  (  n-t- 1  )SI’’2°  sarà  y=r(/n  -+  1) 
y  —  x ,  equazione  da  cui  si  ha  p—f  —  m  -4-  1  >  X  =  g  = 

*,  ed  —  — ma  qtìando 

J  m 

anni  sono  «m  si  ha  la  sorte  yzztm\  dunque  c~C(m-*- 
r  t.  v.  x  ,  x  .  .  n  -*•  I 

I  )  —  x,C  ed  y  ==  —  -)  (m-b  1) 

m  —f*  I  ™  .  ,n  , 

Or  tutto  vuol  consumarsi  negli  anni  nzzt ,  e  perciò  nell’an¬ 
no  n  =  t  -4-  I  dee  aversi  y  =  o-,  dunque  o  =  —  -4-(c  — 

m 

x  ,  .  „  __  me  (  m  -+•  1  / 

1  y  e  la  somma  cercata  x  =:  - — - -  -J-. 

'  (  m  1  )*—  I 

972.  Sia  anche  1’  equazion  lineare  del  second’  ordino 
JH-  a$y-+.b%zy  zz  X  in  cui  a ,  b  son  costanti  e  Ji.vr.l-  Se- 

Ccc 
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condo  il  metodo  dei  coefficienti  indeterminati  (964)  pongo 
mp  —  mèy^o  e  sommate  le  due  equazioni,  viene  Pi  y  -+ 
(  a  -+■  m  )p  —  m^y  -+  blp  =  X .  Supposto  al  solito  (  964  )  y  ■+ 

{a  -V  m)p  —  -~<t  (  miy  —  Hp  )  =  y  —  ~ ,  abbiamo  a  •+  m  r: 

con  che  si  determinano  i  valori  m' >mr  di  m  (964);  e 
fatto  II.  y  -+  (  an-  m  )p  —  u  —  y  —  5?  e  perciò  =  $y  — 
— —  ovvero  m$ux:m$y  —  bàp,  la  I.  equazione  diverrà,  u  — 
m$u  =  X  che  ci  dà  (971  )  u  =  ir  (  1  JL  )  (  c  —  x  .  .  .  . 

x  m  1 

*  : —  )ì  onde  fatta  la  costante  1  -+•  —  —  he  pe¬ 
ra  .  t  (  I  h - -  )  m 

m 

xò  m  =  si  avrà  u  =  à-(C-(ft-I)»— ^_)  (971  )» 

e  se  anche  X  fosse  costante  ,  verrebbe  u  zzhn  (  C _  (  h 

x)Xc7  )  =  Chn  —  X{hn  —  1)  (971).  Posti  pertanto  in 
h 

queste  i  due  valori  m  ìm  /  di  m  o  h'  fhr'  di  h ,  si  avranno 
i  due  u!  y  u"  di  «  ed  y  =  1? L±£lr^TlIa^j£K  f  6  v 

Vale  il  metodo  stesso  per  I*  equazioni  simili  del  terzo  , 
quarto,  rSW1°  ordine  (966.968). 

9Z3-  Bisogna  trattare  al  solito  (965)  l’equazione  gy  -+ 
aly  -+b$2y^ ....-f  U3àry=  X  quando  jr  o,  o-  resta  solamen¬ 
te  —  In  quest’ultimo  caso  sia  uf  =  1 , ,  —  4  ,  X  =  o, 

e  dovrà  integrarsi  $+y  zzo  ovvero  ^  zzo  :  dunque  i°. 

Ì~,  =  C,  o  xzCSx-,  2°.  ^7=1^  =  ««1-4-0'- (821) 

C*-4.C',  o  =»*&»_*<;'**;  3*.  C5x„  -4. 

c''  =  (827)C(i**_  ij-jlTo',  4-  C",  oS,s 
4*.  cìyzzyzzCSxcìx*  — 

H-  C7?***  -+  h-  C7"=  (83Z  )C  (  —  Ix*-* 


}  -4*  C'x  •+  C  '  —  ì  Cx*  -+ 
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fa*)  ~  C(i*’  —  !■*)-*■  C'  (  i*’  _ 

*(C'—  C  )**-+(  iC  — iC'-*C")*-4-C"'. 

9-4.  Si  applica  questa  dottrina  a  varie  specie  di  Serie  Ri¬ 
correnti  :  noi  ci  limiteremo  alle  più  semplici .  Già  si  sa  (273) 


che  l’equazione - r  — A -4*  Bx —f*  Cx  ec.  si  riduce  a 

az-+2ax  —  x 


(  a2  \  .4.  a2  -q-  a*Ca'*  -4-  «‘Di'5  -4*  a4Ex4  -4-  eC. 

®  ~  2  — a1  -4-  2aAx  -+  2aBx4  -4*  2aC„v}  Hr  2aDx4  -4-  ec. ,  e  i  due 

(  -  Axz  —  BxJ  —  C*4  —  ec. 

primi  coefficiènti  A,B  si  determinano  dall1  equazioni  a4 A 

alro,a:lJr4<  ‘JaA^  cc  o:  riguardo  agli  altri  C,D,E  CC.  , 

~  C  j» 

4-  —  CC. ,  d 


si  ha  C  —  — -2—  -+  \ 


—  2C  B  c  — 2D 
,  D  =  — —  -4-  -1  »  E  = - 


2*  ,  5**  f  29X4  _ 

onde  la  serie  ricorrente  I - 1 - ; *  — 3 - 1  4~  cc-  — 


. _ _ * _ rotto  genitore  della  serie  .  Ora  le  costanti 

az  -4-  2c.v  —  x 4 

quantità  -4-  ~ i  dal  cui  prodotto  nei  respettivi  coefficien¬ 
ti  a 

ti  B,A  ovvero  C,B  ovvero  D,C  ec.  che  precedono,  na¬ 
sce  ciascun  coefficiente  C,D,E  ec.  che  segue,  si  chiamano 
scala  di  relazione  :  ed  è  facile  osservare  1°.  che  la  scala 
di  relazione  c  formata  dai  coefficienti  che  ha  la  variabile 
nel  denominatore  ordinato  del  rotto  genitore  presi  con  segni 
contrarj  e  divisi  per  i  termini  costanti:  2°.  che  per  avere 
il  coefficiente  di  un  nuovo  termine  della  serie  bisogna  mol¬ 
tiplicar  l’  ultimo  già  trovato  per  il  primo  termine  della  sca¬ 
la  di  relazione  ,  il  penultimo  per  il  secondo  ec. ,  e  far  la 

somma  di  tutto.  Così  il  rotto  - — si  cangia  nel- 

la  serie  1  H- 2z  *+  3Z*  •+  3S 5  -+  4*4  -*■  f  6z*  "4* rx?  ‘z*ec-’ 

la  cui  scila  di  relazione  (  mancando  z  ,  zi  )  sarà  1  ,  H-  0, 
”+0,  _4.'i  ,  —  I ,  e  supposti  trovati  i  primi  cinque  coefficien¬ 
ti  i*2to*o>4J  per  avere  il  sesto,  il  settimo  ec. ,  si  fa¬ 
rà  4’^.’a3  -4-  0.3  •+  I  •  2  —  I  •  I  =  5  coefficiente  del  sesto  ter¬ 
mine,  1  •  5  H-  o  .  4  -4*  0.3  -+  I  •  3  —  1.2  =  6,  coefficiente  del  set¬ 
timo  ec. 

9:5.  Data  dunque  una  serie  ricorrente  f~¥gx  -+.  hi*  + 
ec.  con  la  scala  di  relazione  p,-4*2,H-r  ec. ,  la  sua 

_  ,  s  -4-  tx  -4-  ux*  ec. 

8°mma  all’  infi  mto  sarà  un  rotto  genitore - - - -. — - 

I  —px  —  qx—rx^c. 
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ai  cui  la  scala  di  relazione  già  somministra  il  denominnto- 
re  (p74).  Per  avere  1  coefficienti  .v  ,  f ,  u  ec.  del  numerato¬ 
re,  si  divida  s  -+  tx -+  ux2  ec.  per  i  —  px  —  qXz  cc.  e  pa¬ 
ragonando  il  quoziente  -4.  (  t-hps  )  x  •+  (  u  -+  qs -f  pzs)  x* 
ec.  con  la  serie  data,  si  avrà  szzft^zg—pfyu  —  h  —  pg— 

5./»  »  dunque  la  comma  cercata  sarà. . 

f •+  (&  P.f  )x-*-(h  — pg  —  qj')  x*  ec.  _  v  .  . 

—  7'  —  — -  *  —  - .  Cosi  se  la  sene  sia  1  — 

l—px—qx  —  rXì  ec. 

- 1"  V  ec- }  e  la  scala  di  relazione  — 1  ,  avremo  frz. 

a  a  a  ’  à*  J 

itg~  — ,h  —  --ec.,p  — - e  la  sua  somma 

a  a*  ^  a  1  a1 

all’infinito  Sara  -  — - - 5(974).  Clic  se  si  voglia  la 

a  *+  2ax  —  xz  ^  '  0 

somma  fino  ad  un  dato  termine  rxn ,  i  termini  dopo  di  es¬ 
so  all’ infinito  saranno  *+’ 1  -+.  Qx'*  2-+  ^  ec.  = 

fi  — t*  I  t 

X  (\J  -+  Qx-b  y^xz  ec.  )  az . . 


* _ ^  Pv  )  x~+  (  X  — PP  —  )  x*  ec.  ] 


I — px  —  qx* — rx}  ec. 
somma  della  serie  si  troverà  .  .  . 


o  però  la 


f+tg-pfpMh-pg-'if )xzec.~vxn^  ^{^'j)xn^2.ty-pp-qu)xn^  ec.  _ 
I  - px-qx 2  -  rX}  ec. 

onde  nel  caso  d’  una  sedia  bimembre  p  ,  -4.  q  quando  h  = 
X  —PP  ('V74)>  la  somma  fino  al  termine  Txn 

sarà  — 

l—px  —  qx*  . . 

f-*-(g—pf)*  —  (pT-+qe  )xn**‘l—  qTxn~*'2 

— T-^r-qx* - - - Pttrche  u  = 

pr -+ qc ,  <p  —  p\j -+■  qT  (974).  Così  volendo  la  somma  della 


serie  di  sopra  I  —  ~  ec.  fino  al  quinto  termine  ,  ella 
si  troverà  g!.-+2°«*y-2p»« 

a6-h2a*x  —  a+xz  ' 

976.  Ma  questa  formula  della  somma  involvendo  i  ter¬ 
mini  particolari  f,g,  h  ec.  v,(p,x  ec. ,  non  può  darci  il 
termine  generale  (275.276);  onde  alla  ricerca  di  esso  ap¬ 
plicheremo  1’  equazioni  a  differenze  finite  . ‘Supposta  9,-+'' 
la  «cala  di  relazione,  yxn  il  termine  generale?  y  il  generai 
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•coeiKciente  della  sene  cc.  yx  ,yx  -  y  x  ,y  x 
ec.  ed  n  il  numero  dei  termini  la  cui  ùiiierenza  contante  è 
ìn  —  i ,  si  avrà  y"  —  qy'  -+ry  (974J:  ma  yf  —  y  *4-  Sy  yy  ' 

■  (2  —  7  )  S y  -4-  i 1  j  . 

y  *+  2jy  -4-  3  2>  (823)  -,  dunque  y  -+  7—  =  0  ’  -ch« 

paragonata  con  l’equazione  di  sopra  (972)  ci  da  a  —  .  .  . 

-L-?_ ,  i= _ ! — ,  x=o,  ,»'=  *S-JL-±^L£±4Jj , 

i — q  —  r  1-7 — r  2(1 —  9 — r ) 


= cir-iKit1 ,  r = n-  -L,  h” = 1  -r  -V, ,  »'  = 

2(1  —  q  —  r)  Vi  vi 

£h/ntu"  —  C'h'  *  ed  yxn  —  * . . * 

[  (  a  -frm' ) n"  —  (a  -b  m"  )  u_  }x^  (9Z2).  Così  data  la  serie 

lH-2»2-4.2*™_f.6*+  ec.=:lAr0  -4-0*1  -4-2*l-f  2*’  -4- 6*4  ec., 
la  cui  scala  di  relazione  l,_ *.2,  saia  q  —  1  ,  r  =  2  ,a  — — 

m's-  Ì,V'=I,«'  =  —  I»  h"  —  2  ,u'  —  C(  —  I  )'■  ,u/'^ 
§C(  —  l)*;  e  poiché  fatto  n:=o,  si 
ha  dalla  serie  -y=l  ,  e  fatto  n  —  I  si  ha  ^=0,  le  due  equa¬ 
zioni  1  —  ÌC ,  o  —  ±C  —  ~C  danno  C '  zz  ~f  C  —  2  ed 

yx"  —  ^{  2“±^2)x  ’,  preso  il  segno  -4- ,  o  il  segno  —  secondo 
che  n  è  pari  o  impari . 

977.  Talvolta  per  esser  2 — 3  =  0  cd  I — q  —  •  —  o  si 

,  o  ,,  ,,  (2 — 9'Jy-f-S‘y 

•trova  m'=zm"~—  :  allora  1  equazione jy-t-  —  * - *  zzo 

e  I  —q  —  r 

si  riduce  a  ¥y  —  o  ove  la  differenziale  costante  è  in  n  i 
(946)  ;  dunque  ^“Cra— t-C/  (923)-  Cosi  data  la  serie  1  -4- 
&c-4-  n#1-*-  l6xi  ec.  la  cui  scala  di  relazione  q,  -4-  r  —  2„ 
--  I  c  perciò  9  —  2  =  0,  ed  I  — 5  —  r  =  o,  sarà  y  —  Cn  ~t- 
C'  j  e  poiché  quando  n  —  o  si  ha  yzz  I  ,  e  quando  n  21  si 
ha  y  —  6  ,  le  due  equazioni  I  =  C' ,  6  =■  C  -+  C'  o  5  —  C  dan¬ 
no  yx”  —  (  5ai— {-  I  )*•.  Può  anche  avvenire  che  si  trovi  m' ~ 

vi*'  — _ l_a  (965):  allora  facta  al  solito  m"  =  -f  W  — 

gio  —  a  __  }_^a"~,<2  —  I  H _ —  —^^-20) 

2  ’  ~~l  ^  7?i  a  a  m  a  -  2  w 

J-— ,  sark  u"  =  C  ,  cioè  sviluppando  il  binomio 

q-2<*  \a  -  2w/ 

«on  trascurare  w  %w3  ec.,  u  —  — - - e  per» 

»  2na  v) 
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(8^3)  (a-t-gOgL  ,  r  Cfl  - 

.  n  ri  —  I  n  *■ 

—  2«  (a  — ina  w)  — 2 ua 

Co-.  a"  1  Co- 

—  (  /J  —  I  )  ]  ;  onde  fatto  =  C  e  restituito  il  vaio* 

a  a"  a 

òig~a  —  2,sihaj  =  [Cn —  C'(n  —  i)]£a  "J*  1  :  cosi 

data  la  serie  1  24**  -+  68*}  ec.  la  cui  scala  di  rela¬ 

zione  — f-  r  —  4 ,  —  4  ,  sarà.  (976)  a  —  —  2  e<l  y  —  [  C«  — * 
C7  («  —  e  poiché  quando  n~o  si  ha  y  zr  I ,  e  quan¬ 

do  n  —  I  si  ha  y  re  7  ,  sarà.  C'  —  2  ,C  in  -  ed  yx"  re  [  7 ri¬ 
sto — I  ) ]  2n_I  **.  Gli  immaginati  non  fanno  qui  difficoltar 
come  può  vedersi  nella  serie  1  _+  2„v —  x*  —  nx1  —  l9Jr4ec. 
la  cui  scala  è  2,  —  5,  e  il  cui  termine  generale  (  fatto 

Hn  -4*  I  n  -f- 1  ,  H 

- - ZrJiZTiL* - .li¬ 


cenza  immaginari. 

978.  Anche  nell*  Analisi  del  Caso  e  della  P  roti  abiliti 
si  adoperano  le  differenze  finite.  Chiamando  noi  fortuito  0 
casuale  un  successo  allorché  ignoriamo  le  cagioni  che  pos- 
gon  farlo  avvenire  ,  siamo  costretti  a  riguardar  come  cgual -  ' 
mente  probabile  1’  esistenza  o  inesistenza  di  due  successi  ca¬ 
suali  se  l’uno  o  1’  altro  dovendo  necessariamente  accadere* 
non  vi  sia  maggior  ragione  per  cui  1’  uno  debba  accade* 
piuttosto  che  1’  altro.  Si  riguarda  pure  come  egualmente  pro¬ 
babile  l’ esistenza  di  tre  avvenimenti  che  a  vicenda  esclu¬ 
dendosi  mentre  un  di  essi  dee  certamente  aver  luogo,  noti 
ci  offrono  intanto  ragione  alcuna  onde  lo  debba  aver  questi 
piuttosto  che  quello  :  ma  qui  1’  inesistenza  di  ciascuno  è  pi# 
probabile  della  sua  esistenza  nel  rapporto  di  2  a  1 perchè 
di  tre  casi  possibili  l’ inesistenza  ne  ha  dae  in  favore  e  uno 
solo  contrario  .  Quindi  le  probabilità.  n,nr  dell’esistenza  0  , 

inesistenza  d’un  avvenimento  son  tanto  maggiori  o  mino¬ 
ri,  quanto  direttamente  è  più  grande  o  più  piccolo  il  nu-  | 
mero  dei  casi  F,C  a  lei  favorevoli  o  contrarj,  e  quanto  re¬ 
ciprocamente  è  più  piccolo  o  più  grande  quello  dei  casi  possibili 

P;  onde  sarà  n  =  Fx  ~  e  ri'  =  Cx^=-£;  e  poiché 

1  casi  favorevoli  F  insieme  coi  contrari  C  formano  i  ca»* 
possibili  P,  cioè  F-fCrP,  si  avi  a  n  -4-  IT  —  I  ed  r  rap¬ 
presenterà  la  certezza,  essendo  chiaro  che  un  avvenimento 
dee  di  certo  accadere  0  non  accadere .  Trovata  la  probabi" 
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ma.  gì  determina  la  speranza  £  degli  interessati  all’  esi¬ 
stenza  dell’  avvenimento  ,  e  questa  speranza  evidentemente 
risulta  e  dalla  somma  sperata  S  e  dalla  probabilità  O  d’ot- 
FS 

tenerla,  cioè  £—  nS  ■—  ^  .  JEcco  ora  un  Problema  sulle  pro¬ 
babilità  per  far  vedere  come  si  applichino  a  somiglianti  ri¬ 
cerche  le  Differenze  finite. 

Presa  a  caso  una  quantità,  di  monete  da  un  mucchio  n 
fii  esse,  determinar  la  probabilità  che  il  numero  preso  sia 
pari  o  caffo,  supponendo  che  possa  prendersi  una  sola  mo¬ 
neta,  o  più,  o  tutte.  Chiamando  y  i  casi  in  cui  il  numero 
preso  può  esser  pari,  e  z  quelli  in  cui  può  esser  caffo,  una 
nuova  moneta  aggiunta  al  mucchio  e  combinata  coi  prece¬ 
denti  casi  in  caffo,  gli  renderà  tutti  pari,  onde  allora  la 
Somma  dei  pari  sarà  I\  y'zzy-ìrz‘,  ma  combinata  coi  pre¬ 
cedenti  casi  pari,  gli  cangierà  tutti  in  caffo  oltre  1’  unita 
aggiunta  che  è  caffo,  onde  la  somma  dei  casi  in  caffo  sa- 
*à  IP.  x!  zz  z  -+  y  *+  I  •  La  I.  da  y  -+•  $y  ~  y  -4-  %  cioè  £y  — 
z  e  però  ^yzzSz:  dalla  II.  si  ha  »  -t-  S z  =  z  -+  y  1  cioè 
(  —  l%y)zz  y->r  I  e  però  y—  lty~ —  I  ,  equazione  da  cui 
abbiamo  (  H23)  a  =  o,  bzz  —  1 ,  X  — —  I  ,  ni  zz  1  tm"  zz —  1  , 
h'  =  -*>h"=zotu'z={C  -hi  )2"~1  ,u"~  —  I  ed  y  zz  (C 
1)2”  —  1;  ma  quando  n  zz  1  non  si  hanno  casi  pari  e 

però  yzz o;  dunque  Czz  o  ,  y  zz  2”~l  —  I  ,y'  —  2n  —  l  ,z(zz 
y  — y  )zz2n~1 .  Ora  i  casi  y  pari  coi  casi  e  in  caffo  danno 
i  casi  possibili  P  —  y  -t-  z  ~  2"  —  I  ;  dunqu»  la  probabilità  per 

i  casi  paci  è  n  =  -p-  =  -^=— e  quella  par  gli 

ìmpari  ri'  ~  ^  ~ — * —  —  — - ;  e  poiché  2n~x>2*~1 — I , 

P  y-bz  2n—i 

la  scommessa  per  il  numero  caffo  sarà  sempre  più  vantag¬ 
giosa  che  per  il  pari. 


integrazione  dell’ equazioni  a  differenze  parziali. 

9Z9-  ^Upposta  z  una  funzione  di  più  variabili  * 

Cc>  >  diconsi  c  differenze  parziali  del  primi  ordine  quell»  e- 

dX  d? 

Hllazioni  in  cui  z,x,y  et.  vanno  unite  con  , — -  cc.($>35); 

dx  dy 
x  y 

^  fecondo  allorché  oltre  %)K,yt c, ,  -  ec.,trovansi 

dx  dy 


,  dd~  z  __  d"'*  f,  ddyg  __d_'_- 

anChC  ~  "d^’  d/  ~  d/  °  d«fjr  ~  dj,d* 

(935),  differenze  parziali  seconde,  che  nascono  c  dal  dii- 
f;  t7 

fcrenziar  per  *  ,  — 5  per  y  ec.  essendo  costanti  dx ,  Jy 
dx  dj 

d‘V«  A  „ 

-  per  v  o  — - 

dx^dy 

ce  degli  altri  ordini  successivi .  Tali  equazioni  qualche  vol¬ 
ta  s’ incontrano  nell’  alta  Geometria ,  e  assai  spesso  nella  Fi¬ 
sica  Matematica  più  sublime:  ma  come  il  Calcolo  Infinite¬ 
simale  suppone  perfetta  1’  Algebra,  così  quello  dell’  equa¬ 
zioni  a  differenze  parziali  suppone  perfetto  1’  Infinitesima¬ 
le  .  Per  esempio,  qui  si  assume  che  possa  sempre  trovarsi  1 
fattore  m  che  rende  esatta  la  differenziale  qualunque  P dx-+  Qdy 
(959),  e  si  riguarda  come  integrata  un’  equazione  a  differen¬ 
ze  parziali  quando  c  ridotta  all’  integrazion  d’ un’ equazione 
a  differenze  ordinarie:  se  il  fattore  non  possa  aversi  o  se 
non  si  possa  integrare  1*  equazione  differenziale  ,  il  difetto 
sara  dei  Calcoli  inferiori-,  non  di  quello  di  cui  trattiamo* 
leeone  alcune  più  elementari  nozioni. 

980.  Se  z  sia  funzione  di  x  ,jy,  si  avrà.  dg  =  P dx  -t- 

però  ~~  ~  P  ,  =  Q  (  936  )•  Dal  che 

dx  dy 


Cldyz=.dXz-¥d?z  e 


si  raccoglie  i°.  che  l’ espressioni  —  ,  ^  son  quantica  va¬ 
riabili  ma  finite,  denotanti  il  coefficiente  P  o  Q  di  dx  o  d» 
dy  quando  si  differenzia  z  o  per  x  o  per  y :  2°.  che  se  nel¬ 
la  differenziazione  di  a  si  prenda  x  o  y  costante  ,  si  ha  dz  ^ 

d^z—Qdy  o  dzz=.dXz  —  ?dx,  e  l’integrale  di  queste  equa' 

rioni  sara  g  ./^  Qdy -F  C  o  z—J~XVdx-i-C'  ove  potrà  eS' 
sere  C  =  «>(*),  C  —  p  (y  )  (  936 .2°.)  se  d’altra  parte  no* 
si  sappia  che  tali  funzioni  non  hanno  luogo:  3°-  c^ie  avefl* 

<*osi  f?dX-?x  — J'xd? ,  e/qdy  =  Qy  -fydQ  (916  ) ,  sar* 

xdXz 

z  =  f?dx  -+  f(±dy  ~Vx-+Qy  —J\  *dP  -1-  ydQ  )  —  *+  "  * 

yd?z  f(  , .  d.X z .  dyz  \ 


$81.  Vico 
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9ol,  Dico  ora  che  se  z  sia  una  funzione  di  xyy  onde* 
dn  ~  d.Xz  ~+  d?  a,  ella  sarà  anche  una  funzione  di  a;,  sup¬ 
posta  u  funzione  di  x,y  )  cosicché  denotando  con  d'X  %  la 

differenza  di  z  per  la  nuova  x,  si  avrà  dz  zz  d'X  z~+  dU z  . 
Infatti  se  z  —  ax  -+  by  zz  nax  -+  by  —  (  n  —  i)axc:  .  .  . 
(.  ax  — f-  by.  )  , 

- i - xnzz  ec. ,  potrà  farsi  uzznax  -\-by  ytizz  by  —  (n  — 


T  \  ax  -4-  by  , 

I  )  ax  y  u  zz. - --JL  ,  u  —  (  c 


‘h)* 


:  =:  ec. ,  cd 


sempre  funzione  di  x  ,  y  ,  onde  si  lo  sarà  anche  di  **,«. 
Berciò  u  c  indeterminata  e  suscettibile  d’  infinite  forme 
differenti . 

983.  Anzi  può  u  soggettarsi  a  soddisfare  ad  una  condi¬ 
zione  richiesta  ,  per  esempio  ,  che  sia  tale  onde  abbiasi 

d  a  pd^  u  •  j  1 

-j- — b  ~£y - °>  in tendendo  per  p  una.  data  funzione  di 

x,y ",  poiché,  preso  dall’equazione  proposta  e  so.&ituito  in 
du  zz  dX  u  -+  d?  u  il  vator  di  dX  u ,  si  avrà  dii  zz  d ^  u  — 
pdxd ?  u  d?  u  .  j 

- - =  (  dy  —  pdx)  :  dunque  supposto  m  il  fattore  che 

rende  esatta  la  differenziale  dy  — pdx  (959)  onde  si  abbia 

mdy  -r  mpdx  zz  dt ,  verrà  du  zz  .  —  -,  dunque  u  è  funzio- 
dy  m 

ne  di  t,  ed  essendo  u  indeterminata  (  981  ) ,  può  farsi  u 

(P  u  d^u  d y  u 

4  onde - cz  m ,  valori  che  danno - -  -h  — — -  =  o .  Così 

dy  dx  dy 

-  .  , .  dX 11  yd?  11 

Se  si  voglia  u  di  modo  che  sia  — - —o^wcmopzz 

Jv  —pdxzzdy-*-—,  differenziale  esatta  se  si  mol- 
X''  x 


^plichi  sei*  mzzxzz — -  ;  dunque  xyzztzzu  e  “  —  .  ,  . 

dy  dx 

u _  yx 

95,3.  Considerando  dunque  z  come  funzione  di  x,y  « 

Ddd 
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di  *,«,  si  avrà.  dz~ z  dx  z-*rd?  %  zz d'x%  *+ dw  z  \  98r  )  :  «la 

orvero  dudUzzz(d  u-4-d? u)dtlz,  e  però 
,u  n 

dU  z~ -(  d* a -+dP  aW  dunque  dzzzd^z  -4  — -5.d*u  -4 

du  du 

dUz 

dtt 


d?  d*e  -4rdy  z,  e  quindi  (  980  )  d*  z  =■  d'*z  -4 

dxu  «  *,  =  £•#«. 

du 

984.  Ciò  premesso  r  poco  vi  vuol*  a  integrar  1*  equa¬ 
zioni  lineari  del  prim’  ordine  a  tre  variabili ,  che  tutte  com- 

r£*  d? 

prendonsi  nella  generale  — e-4-£-  ---+0  =  0,  essendo  p  una 
dx  dy 

data  funzione  di  x,y,  mentre  q  può  esserlo  di  x,y  yz.  Poi- 
«hè  sostituiti  in  essa  i  valori  di  d*  z,d?  z  (983)*  si  ha 


d  z  d  z(d  11  pdru.  _ 

~dT *  -dù^-Tx  *  ~dJ  )  *  * =° ; •  fatto 

d,X- 

per  determinar  u  (982),  viene 


PdK_ 


dx 


dx  dy  r 
43  =  0.  Posto  dun¬ 


que  in  2  il  valor  di  y  ricavato  da  quello  di  11 ,  onde  q  si 
cangi  in  q' ,  avremo  d'X  z  -+q'dx  zz  o  :  ma  z  è  qui  funzione 
di  x yu  e  manca  d!  %•,  dunque  u  è  costante  (980. 2°.)  j  dun¬ 
que  d,X  zzidzzz.  —  q'dx  r  dunque  z  zz  —J *  q'dx  -4  ©  (u) 
(9*0. 29.). 

jX  y 

Esempio  .  Debba  integrarsi  ~  h-^-—  -4  —  —  a*J{  x 1  -4 
dx  xdy  y 

,x 

yi)=.o:  avremo j>=  y~yq  —  ~  —  a</(x\+y*)  c  -5^ 

.  Da  questa  equazione  si  ha  (982) 


pd?  u dX  u  y<P  u 


—7—  =  o  =  -  . - b  ^ 

dar 


idy 


(  dy  —  ~^)r  e  poiché  il  fattore  /n  rr-^-  rende  e- 
patta  la  differenziale  dy  — verrà  r  u  ty  zzuft 
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9,  =  ~~~  —  e  dovrà  integrarsi  dz~  — 

UX  UX 

•  -X  y/(  I  -h  U*  )  ovvero  «.rete  sscte  —  aux'dx^/f  j  -+  u *) 
*atta  «  costante;  integrando  pertanto  (968.  XI.)  e  restitui- 

t0  quindi  il  valor  di  «  =  —  ,  si  ottiene  z=z— 

•*  ajf-h* 

« 

985-  Ho  supposta  p  una  data  funzione  di  x  ,yz-  ma  si 
deve  aggiungere  che  può  essere  anche  funzione  di  xyy,xt 
senza  che  si  alteri  1’  operazione  .  Per  dimostrarlo  basta  os¬ 
servare  che  da  un’equazione  z —  axz~by  può  aversi  o  zxz. 

~~—£ — ,  valore  assoluto  di  z ,  o  z  —  axz-hbyy  valore  che  de- 

I  - —  ai- 

termina  a  quando  essa  nel  secondo  membro  si  riguardi  co¬ 
me  una  costante.  In  tal  caso  u  che  era  funzione  di  x,y 
(980),  lo  saia  anche  di  x,y,zt  e  perciò  nell’  equazione 

4Xu  p<J?  u  .  v 

—(j—  —  o  (982)  potrà  esserlo  anche  p,  ma  z  vi  si 

dovrà  prender  per  costante,  e  quindi  tutte  l’ operazioni  do¬ 
vranno  farsi  nella  consueta  maniera .  Cosi  per  1’  equazione 

dX z  xzd? z  .  ,  xz  d?  u  (  , 

~di  s~dj  ^j>=p,s=o,du--~  (Jy  - 

~~v-  ^  >  d  fattore  m  rv1 ,  onde  «r- - es~a  («)  zz 

y  /  sa 

P{^yì'—~zxx)=p(2yì  -3zx2). 

O  ^  ^  ^ 

Nè  faccia  stupore  se  qui  si  sopprime  il  denominator  6  ; 
Poiché  le  costanti  soppresse,  o  sieno  coefficienti  o  esponen» 
ti  o  denominatori  comuni,  ricompariscono  in  seguito  allor¬ 
ché  si  determina  la  forma  delle  funzioni  p  secóndo  cene 
condizioni  assegnate  .  Per  esempio  se  si  voglia  la  forma  del¬ 
la  funzione  <p  tale  che  fatto  y  z:  mx  nell’  equazione  %  —  p 

(j'a“bAra),  si  abbia  s  =:  — ,  è  chiaro  che  sostituiti  i  valori 
a 

dl  z  ed  l’equazione  diverrà  —  =:  -+  ).  onde 

posto  *~**-fm4*a  e  però  **  =  - — ,  si  avrà  9  (u)  = 

m  -+■  1 
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e  si  veae  che 

n  a  sui  stato  soppresso  il  denominator  costante  a  (  m*  -4- 1  ). 

guisa  (  per  avvisarne  qui  di  passaggio  )  si  determina- 
no  le  funzioni  Arbitrarie  dell’ equazioni  a  differenze  parzia- 
Ju  finché  almeno  le  condizioni  assegnate  per  la  loro  deter¬ 
minazione  possono  esprimersi  analiticamente  . 

9S6.  Del  resto,  si  integrano  con  questo  metodo  anche 
certe  equazioni  per  cui  si  suol  ricorrere  alla  formula  accen¬ 
ti*-  dy 

nata  di  sopra  (980. 3°.).  Tale  è  l’equazione  — z  =  I, 

dx  dy 


che  ridotta  a 


%2-ÌL  =  o,  ci  dà  p=  o,  »  =  -  ÈL, 

dx 


d?  u  ,  , 

(tu  ~  j—  .  dy ,  onde  uzzy  ,q~- 


■  — ,  e  quindi  dz  — —  dx 
dUz  dU  z 

cioè  *  -+<p(y)  =  ^  —  -4-  p  {y  )  :  dunque  differenziand® 

d*z  d* 

z  per  y,  si  avrà  £ps(  =  -~ ~dy)  z=.  dyp*  (y)-,  ed  integran¬ 


do  , 


ydx^  _ 


d  z 

p  (y)  "+  una  Costante  che  può  esser  funzione 


di  dunque  p  f  {{LS)  e  perciò  z  =  .... 

d  z 

r,d\y  cos.cch.  se  s.a  d\=d3L=f 

j*  J  'dx/  dX  ,7 


d  z 
d> 


dx  d  z  I  .  y  r 

— —  ~  —5—  =  — ,  verrà  %~rx~\-- - t  (  r  ) ,  precisamente 

d*z  d>  r  r  J  ' 

come  si  avrebbe  dalla  citata  formula. 

984.  Per  assicurarsi  poi  che  l’operazione  è  ben  fatta» 
si  torna  dall’  integrale  all’ eqaazioft  differenziale  1°.  differeC' 
riandò  tutta  1’  integrale  per  dal  che  in  luogo  di  p  sl 
ha  p  (853):  2°.  differenziandola  nuovamente  per  y  dal  che 
pure  si  ha  p  in  luogo  di  p:  30.  eiirtiindndo  pr  per  mez'^ 


4oi  )( 

delle  due  equazioni.  Si  integ  ;  vAo!r  '9*4)  V  «pizlt- 

dX z  r*yd*  Z  rr  Z 

~dx x  =°;  ,J''e  fat"  «ti. 

„ _ wy  'HI*  ,  Ó?  tt  /  ,  Thydx\ 

P  — ■  —  »  ?  —  —  — ,du—  Jay  —  —  _  )  ,  il  fattore  =z 
nx  x  dy  V  J  nx  ' 

I  y  *  mzdx  v 

— i  e  perciò  ~  -  =u,d&— - e  z  —  xmq>  /  J—\  ovVe- 

V*"1  *  V*"' 

z  y 

r°  =  A:  per  ritornare  alla  data,  differenzio  questa 

*  v**' 

.  xmd*z —  r?izxm~tdx 

per  x  e  viene - — — — — —  — . 


—  my  *Jx'n  "  dxp '  /  — - \ 


-  ;  differenzio  per  y  ed  ho _ -  = 


H — * —  è  elimino  Q  j  riduco,  e  trovo  la  data. 

\Zxm 

988.  Sia  ora  da  integrarsi  1’ equazion  lineare  dell’  ordr- 

nJlx  n~l  An~{)x  «y 

simo  j  r  X  d  Z  nx  ydx  '  d?z 
ne  n  e  della  forma  + 

*•<*  KW  (£)  -  ec . ■+  XP  (  Z)  - 

X''5?  ec.:  e  per  render  più  facile  1’  intelligenza  del 


Metodo,  riducia-mola  ad  un  caso  particolare  e  sia  I\ - 

dx 3 

82^-h.Z^S  =  o,peneo  *£• _ 
cfccdy1  ®  dx* 

V(  V  è  funzione  di  «,j,  )  e  differen- 

2x 

ziand®  prima  per  x  e  poi  per  yf  viene  II*.  ——S  -j-  .... 

dx 
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x'd3*Z 

dx* 

$ydXdyz  ‘Ixyd^cP z  ^  y*d2ydX% 

dy  dxdy  dy% 

—  dx  V 

,  ni*. 

*'d**<?% 

^2 xdXd? z  ^  2xydXd2yz  ^~yd2^z 

?y  't  » 

dx * 

dx  dxdy  dy 

dy*  ~ 

a  V. 

Moltiplico 

la  I!  per  £ ,  la  II!  per  £  e 
dx  dy 

sostituiti 

nella 

,  x^d^Xz  % 

data  i  valori  di  — —  j — e  di  — ,  ella  dopo  la  riduzione 


dXV  ydyV  2V 


tegra  ponendo  -+—,^  =  V,  differenziando  prima  per 


diventa  —  - — -  =o,  che  integrata  (984)  da 

v  'À2* 

VzajrX  *L),  onde  l’integrale  della!  sarà  IV*.  — 5  -h 

*  dxx 

2xydXJy%  y*d"y  %  ,  y 

dxdy  H  - 2y~  ~ X  ^  x  )  ‘  Questa  nuovamente  si  in- 

xdX z  ydPz _ , 

dx  **  ~dy 

x  e  poi  per  y ,  moltiplicando  le  due  differenziali  respettiva- 
mente  per  c  sostituendo  nella  data  i  valori  di 

y*d2yz 

dx*  C  d*  dy*  9  C^1C  ^‘ltta  *a  lozione,  la  trasformano 
.  d*V  ydyV  V  ,  y  x 

*n  -27*  xdJ~~J~*p{7 )  =  0>  d’onde  si  ha 


e  per  integrale  della  IV.,  .... 

xx  dx 

yd?  %  y  y 

~d~ '  —  xzp{  *  )  *+  xV (  ~).  E  finalmente  per  1’  integrale  di 
quest’^ultima,  che  sarà.  1’  integrale  finita  della  !,  si  trotf* 
z  ~~  Q  (  ~~  )  (  -*-■  )  -+■  {  y  ) .  Così  si  trattano  tutte  1* 

tre  della  medesima  forma  e  d’  un  ordine  qualunque  ,  e  pcr 
ciò  anche  1  equazione  proposta  in  principio,  giacché  il  sC- 
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eondo  membro  Yp  (  2.)  ec.  non  altera  punto  il  giro  delle 
prescritte  operazioni. 

989.  E»  però  tanto  simmetrica  questa  equazione ,  che 
P  metodo  d  integrarla  si  stimerà  forse  d’  un  uso  assai  raro 
eppure  con  esso  integreremo  più  facilmente  di  quel  che  al-' 
.  abb,a  fatt0  finora  »  equazioni  omogenee  di  un  ordine 
n  quelle  cioè  che  hanno  tutti  i  termini  con  differen¬ 
ti  ai  medesimo  grado  e  con  coefficienti  costanti .  Sia  ,  per 

esempio,  l’equazione  I».  +  +  =  »  ove 

dX  iT 

R  può  esser  funzione  di  x,y.  Pongo  II1.  -f-  & _ y 

(  o.  è  un  conciente  indeterminato  ),  e  differenziando  al 
solito  per  *•  e  per  y,  moltiplicando  le  differenziali  respetti- 

vamente  per  -L  ,-C-,  e  sostituendo  nella  I.i  valori  di 

ed***  ^ 

C  ~dy~*  dIa  ^  sc  S1  faccia  IIP*  b  —  m  —  —  =  o)  diver- 
*  m 

tebbe  IV*.  -4- C—^-  =  R  •  Ma  qui  bisogna  osservare  che 
la  risoluzion  della  III*,  dando  due  vaiori  m',m"  di  m,  la  II* 

X  r  y  -p 

ai  scioglie  nelle  due  —  - -- y  d  z  .  *  __ 

<i*  dv  ~  ’  ~dx  ~~  — 


dX  J 

V,  d’  onde  viene  -  V  ovvero  ~  =  o;  dunque  V  non 

*  ora  funzione  di  ma  di  *  solamente  ;  dunque  la  IV3 

dee  ridursi  a  ~  =;R(p8o.2°.),  da  cui  abbiamo  V=:J^X  Rdx 

Senza  la  solita  <p  ( y  )  che  si  è  trovata  =  o ;  dunque  T  inte- 

2ra,c  delIa  I-  «A  che  nuovamente 

(S>84)  da  s  =  fdxJXRUx-vv(y  _  ,M)  ricordan. 
d*  mettere  in  II  il  valor  di  y  -  u  h-  „*  (pjj4j  prima 

til  lnteSrary*R<te;  ma  dai  due  valori  m' tm"  di  m  si  ha 
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%z=fix-fXV.dx-±9(y  —  m'x)  e  s  =  JdxfxRdx  -=r y  — 

m"*)i  dunque  sommando  verrà  finalmente  a  —fdxf  Rrte-t- 
Lp<}-m‘x)-+±f(y- m"x)  -fdxj  *  Y^  +  piy-m'x) 

f(y  —  m"x),  la  cui  differenziai®  restituisce  in  fatti  la 

data.  Così  presso  a  poco  si  integreranno  Inequazioni  omo¬ 
genee  degli  altri  ordini. 

990-  Al  caso-  di  m'  =  m"  =  soddisfk  anche  più  diret-, 
««.mente  il  metodo  stesso  (988);  poiché  avendosi  allora  c  = 

^  cf\ 

-,  la  proposta  equazione  (989)  diventa 
4 

3 y 

blÉ—JÌ—  R,  i  cu»  coefficienti  costanti  formano  un  quadra- 

Ady%  d*z  bjy 

ro  perfetto.  Si  ponga  dunque  ~  -i- -~—V :  differenzian¬ 
do  per  x  e  per  y ,  moltiplicando  respettivamente  le  due  dif- 

tVrcnziaU  per  -~,-r  e  sostituendo  al  solito,  si  troverà 
r  dx  2 dy 

=  R  da  cui  si  ottiene  (984)  V  =  fx  Rdx  -b 

dx  2dy 

dX  z 

Qi-y—  —  )i  dunque  V  integrale  della  data  sarà  '■+  •- 

~  ~f*tLdx-Kp{y—  —bx)>  dalla  cui  integratone  vie- 
2dy  2 

ne  Z  —  fd K  fX Rdx^r JCQ  (2y  —  bx)  -+  j'\'2y  —  bx-). 

99U  La  natura  del  nostro  Libro  non  ci  permette  di 
estenderci  più  oltre  sull’  equazioni  a  differenze  parziali .  >0 
lo  aggiungeremo  che  questa  teoria  si  applica  sempre  uti 
mente,  e  spesso  per  necessitala  tutti  i  problemi  geometrici 
ove  si  considerano  le  superficie  curve.  Si  voglia,  per  e- 
.•empio ,  1’  equazion  generale,  di  tutte  le  superficie^  di  rivo- 
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Wone  intorno ,  all’ asse  AA,  e  si  supponga  dz  =  c i*t  +  I9 


Sz=?dr+qdj  (980)  la  dUfftenziale 


d'  zzzrax-hw  [900)  la  .  _  •  u„  ,_„0. 

^itta  HF~a,tP=J,PC=^,PM=:  u  -  PH,  si  ha  (7.,©) 

U*  —  ,  O  differenziando  ,  dz.  —  — - ^=;P dx-+Qdy, 


e  poiché  QJj  deve  eguagliaci  a  —  ^  (93^)>  sata  Pt*x 


ffk.  dunque  «  è  funzione  di  *  e  può  farsi  «  =  «*•  Si  a* 

,.V 

p  Q  _  ^  _  lL' 


—  y  _ n*x  P  .  Q  -—  r>  —  -4- 

yrk  pertanto  Q  —  “  >  p  —  *  n*x  y  dx 


ixxdy  t 


,  ed,  integrando  (984)  con  prendere  il  Ettore  m  - 


2/  verrà  a  =  ${yx  -  »***)>  equazione  cercata. 

^  992.  poiché  però  non  possono  aver  qu>  luogo  le  notizie 

orienti  per  dedurre  da  questa  generale  equazione  1  equa- 
.  .  .  i-  _ .lorm  minnrp  .  i ainme nter e nio 


occorrenti  per  aeaurrc  uà  fusaio.  5- - \i— 

zio  ni  particolari  di  superficie  determinate,  rammenteremo 
per  ora  al  nostro  intento,  che  se  nell'  equaztonq  rr  -*  |+ 
y  si  sostituisca  il  valor  di  rr  cavato  dall'  equaz.on  della 
y  *  ^  *  r>  •  _ '  n.aL.*i^  1 7  «minTinne  alia  >u- 


y  si  sostituisca  il  vaior  aie  u  "  n 

curva  genitrice  AEAE  ,  s.  avra  subito  1  equazione  alla  ,u 
pr tficie  generata  (730;:  cosi  se  AEAE  sia.  un  elhss  , 


perfide  generata  {  _  , 
mo  us  =  (a2  —  xx  )  e  l’equazione  alla  superficie  dell  el~ 


__  x  -  y  S 

lissoide  saia  I  — 

cresca  o  scemi  uniformemente  nel  primo  quatto  di  rivolu¬ 
zione,  e  all’incontro  scemi  o  cresca  del  pan  ™ 
ec  cosicché  la  superficie  generata  abbia  ,1  sermasse  CK o 
ec. ,  cosicché  **  ^  Y  rv  -  b  è  ben  vero  che  non  saia  piu 
oltre  1  due  AC  —  a  »  ^  -  *>e0  *  m  .  ,,  Diano  AEAE. 


PM-PHeperchè=la  se-nl  MLP  normale  al  piano  AEAE, 
f  ri  perenc  ,  ma  UIl»  ellisse  :  per  altro  essendo 

MLpTm,leUX  sezione  EKC  segar,  pur  normalmente  per 

ECE ,  avremo  EC  ( 6  )  =  CK  (  c  )  :  :  MP  («)  :  PL  =  r  I  onde  HF ’= 

a_cV^  .  %  riducendo  dunque  è  sostituendo  li  va- 

~  bxux  {  y 

Jor  di  =  ^  (a2-*a),  l’equazione  a  questa  superficie 


a x  b  u 


E  e  e 


Os  Q 


ilo.  .  )(  406  )( 

10(5.  993*  Abbiasi  dunque  un’  infinita  di.  tali  superficie  ellit- 

ri  co  -  sferoidali  AEAKL  simili  tra  loro  e  concentriche,  e  si 
cerchi  1’  equazione  di  quella  che  tutte  le  tagli  ad  angoli 
ietti.  Poiché  per  una  delle  date  superficie  abbiamo  1  == 

a;*  yz  g1 

(993)  e  tutte  son  simili,  supposta  a:b:c :: 

r:s:i  la  ragione  costante  dei  loro  semiassi,  e  però  or 
re  ,  b  —  sc7  la  generale  equazione  di  tutte  diverrà  1  —  . 

^  ,  /  z:  ...  - 

,  *+  , ,  ove  r,s  saran  costanti  in  ciascuna  sieroi- 

r+c  s*c  c 

de  e  il  solo  c  vai: era  dall1  una  all'altra:  perciò  differenzian¬ 
do,  la  comune  equazione  delle  superficie  da  tagliarsi  sara 

*  =  -■ teo  X'  =  — Ì,Y'=- 

r'z  s2z  *  r*z 

Ora  se  ad  un  punto  qualunque  R  delia  superficie  AEAKL 

i  alzi  la  normale  R.T  —  f  che  incontri  il  piano  AEA  nei 
punte  T  a  cui  rispondono  (  condotta  OST  parallela  a  CA  ) 
coordinate  CI^OT  =  a',  IT  =  GS=/)',  e  da  R  si  con¬ 
duca  sul  piano  AEA  la  perpendicolare  H  V  =  z ,  da  V  so¬ 
pra  CA  la  perpendicolare  VG  —y,  e  congiu  t  :  RS,  ponga¬ 
si  CG  —  OS  —  x ,  sark  TS“IG“  a — *■,  S  —  b'  —  y,  e  il 
triangolo  RVS  rettangolo  in  V  dava  RS2  —  zz  H-  (  b'  —  y  )2  : 
ma  appartenendo  RS  al  piano  RVS  perpendic  are  ad  OT, 
anche  il  triangolo  RST  c  rettangolo  in  S;  dunque  RT  =/ 
=0  -J  [  s*-4-  (  b'  -r-  y  )z  -+(  a'  —  jc  ;  *  j ,  che  per  la  iati".',  ^elle 
normali  alle  superficie  dovrà  esser  la  massima  o  1  nv  , ina., 
di  tutte  le  linee  che  da  T  posson  condursi  all  superficie 
AEAKL  .  Differenziando  pertanto  ,  vena  zdz  —  (  /  ;  ; 

dy —  [a  -x)dx~o  (848),  o  sostituendo  il  valor  d;  az 
trovato  di  sopra,  (  X'z  —  (a—  X  ))  dx  1  Yz  —  !  1/  —  y  :)d , 

o,  e  qirindi  (880 )  X'z  —  a,-+xzzorY*z  —  //  ~-\-y  ~o,u 
X's-f  x  ,6'  —  Y'z-’ry  ed  f—z  y/{  I  -fi  X'2  ,-fi  Y'2  ) .  Ma  giac¬ 
ché  nei  punti  ove  le  superficie  si  tagliano  ,  le  coordinate 
della  cercata  e  della  data  debbono,  esser  le  stese,  .apposta 

—  dX z  -+d^z  —  ?'dx-h  Q'dy  1’  equazion  differenziale  del¬ 
la  cercata,  k  —  RZ  la  sua  normale  in  R  ,  g  —  CV  ed  li  z=l 
\Z  le  coordinate  che  determinano  il  punto  Z  in  cui  ella 
incontra  il  piano  AEA,  si  troverà  col  raziocinio  medesimo 
fi  =zQ'z  -+y  e  k  —  z  y/(  1  -fiP/2-fi  Q'2)  »  onde  se 
sla  TZrzt  l’intervallo  tra  le  due  normali  fyk,  si  avra  t  rr 

3/  ( zx*^  XT;  ) = v  r  (  »•  -z  1*  h-  ;  b‘-  h j  =  w  [  (  x'  - 

T  )  -E(i  —  ^  )'].  Or  le  due  superficie  debhon  tagliarsi 


)(  4°?  )(  __  ft r,. 

ad  angoli  ietti  e  però  è  rerto  i’  angolo  ZilT  ,  dunque  f  —  iqÓ- 
V  X'-  P'  -+-  (  Y'-  Q'  r  ] ,  cioè  I  -+  P/X'H-  ' 

Q'Y'ro,  o  mettendo  i  valori  di  X',Y',P',<^'  dati  di  sco¬ 
pra  -  -+  ? —  —  *  -  òe  però  (982  )  z  rzxmp  (  ^  * 

dx  s*xdy  x  \ 

equazione  cercata,  che  diviene  z—xp{  ^  )  se  le  date  sfe¬ 
roidi  si  cangino  in  sfere,  ove  essendo  i  semiassi  azzb—  c, 
si  ha  ; 1  =:  s*  —  I  zzz  m  n  . 


CALCOLO  DELLE  VARIAZIONI. 


994.  C^Ltre  quel  genere  di  Massimi  e  Minimi  di  cui 
già  pailammo  di  sopra  (822)>  un  a,tro  ve  ne  è  più  eleva¬ 
to  che  ha  data  origine  al  Calcolo  delle  Variazióni.  In  quel¬ 
lo  si  cerca  il  punto  di  una  data  linea  ove  una  certa  quanti- 
rk  variabile  diventa  massima  o  minima  ,  cosicché  cangian¬ 
dosi  ".li  altri  punti  o  clementi  della  curva,  la  quantità  mas¬ 
sima^  minima  non  soffre  alcun  cangiamento;  in  questo  si 
vuole  la  linea  stessa  in  cui  abbia  luogo  la  proprietà  del  mas¬ 
simo  o  del  minimo,  di  modo  che  la  quantità  massima  o  n 
nima  dipende  da  tutta  la  curvale  cangiatone  qualunque 
elemento  essa  pure  si  cangia.  Così  il  problema  di  detenni 
nar  nel  circolo  la  massima  ordinata,  riguarda  il  primo  v 
nere:  ma  quello  di  trovar  tra  tutte  l’ isoperimette  la  ciffv.i 
che  con  1’  ordinata  e  con  1’  ascissa  racchiude  la  massima 
area  (  528 . 11°. IH**- ) >  appartiene  al  secondo.  E’ vero  che  am¬ 
bedue ‘i  generi  dipendono  dagli  stessi  principi  c  che  alcuni 
problemi  spettanti  al  secondo  posson  trattarsi  anche  coi  me¬ 
todi  del  primo,  ma  tali  soluzioni  son  per  lo  più  assai  com¬ 
plicate  e  poco  naturali.  ....  . 

OQc  Sia  BD  una  curva  che  abbia  per  asse  la  retta  Ar„  Zz  r- 
a,  e  fatta  l’ascissa  AP  =  * ,  «  conducano  l’ordinare  per-  ' 
pendicolari  AB  ,PM,ED  .  Pongo  VM+z  intendendo  per  * 
una  quantità  composta  comunque  di  *  ,  di  y  ,  di  p  =: 

__  dir  —  ^  ec.  e  anche  degli  integrali  J  pdx , 

dx  ’  1  -dx  dx 


J  <P'dx  ec.,  supposte  ©,»'  ec.  delle  nuove  funzioni  di  x,y, 
P>7  cc.  Se  ri  prenda  PT  z~dx  c  ?ì  conduca  l’ordinata  TV, 


)(  408  )( 

233'  sara  t»MVT  =  zdx  (&6),  ABMP  —Jzdx  che  va  a  reto  se 
,x  =  o  ,  e  diviene  ABDE  sex  re  a  .  Chiamisi  H  l’area  ABDE; 
dunque  se  ciascuna  ordinata'  PM  —  z  varj  in  più  o  in  me¬ 
no  di  una  quantità  infinitèsima  M/  e  sia  fi  la  caratteristici 

,  ,,  .  _  i  i _ ■■  >  j„ii_  ; rr.- ,  ,»n-7 


una  quantità,  inumicsuno  r'  •**»'*-  - 

variazione  come  d  lo  è  della  differenziazione,  avre¬ 
mo  Mf—fiz  variazione  di'a,M/tV  —  fizdx  variazione  di 


della 


zdx  re  PM VT ,  Bc/’M  zzf fizdx  somma  degli  elementi  M/x'V 
e  variazione  dell’  area  ABMP  ,  e  finalmente  BCKD  rr  /BH 
variazione  dell’area  ABDE  re  H.  Quindi  se  quest’  area  li 
debba  essere  un  massimo  o  un  minimo,  bisognerà  che  l’a¬ 
rea  3c£D  si  annulli  e  sarà  fiW  rr  /3.  ABDE  rr  fij zdx  —  o 
(8^8j,  presa  l’integrale  da  x  —  o  fino  ad  x~  a.  Da  que¬ 
sta  formula  @>f zdx  —  o  si  avrà  la  relazione  tra  x  ed  y  o 
1’  equazione  alla  curva  che  ha  la  proprietà  cercata  del  mas¬ 
simo  o  del  minimo:  cosicché  qualunque  altra  equazione  tra 
x  ed  y  darà  un  valor  più  piccolo  per  H  quando  H  è  un 
massimo,  o  un  valor  più  grande  quando  li  è  un  minimo  . 

996.  Il  Calcolo  delle  Variazioni  dee  dunque  insegnarci 
a  trovar  Ta  variazione  di  H  o  il  valor  di  /3H  ,  che  andan¬ 
do  poi  a  zero  determina  il  cercato  massimo  o  minimo.  Or 
H  può  riguardarsi  o  nello  stato  primitivo  quando  z  o  PM 
non  ha  ricevuta  in  H  alcuna  variazione ,  o  nello  stato  va¬ 
riato  quando  z  vi  ha  avuta  una  Variazione  Mf,  e  si  è  can¬ 
giata  in  P M  ±  M/‘=  z  ±  /3z  •  Ma  siccome  nello  stato  primi¬ 
tivo  di  H  se  x  divenga  x  ±  dx  anche  y  diviene  y±dy( 822); 
così  nello  stato  variato  mentre  H  passa  in  H  ±  /3H  ed  x 
(fcAP)  resta  lo  stesso  in  ambedue  gli  stati,  z  ed  y  diven¬ 
tano  z±fiz,yitfiy:  onde  x  ordinariamente  non  influisci 
nella  variazione  /3H,  che  solo  jlipende  dalla  variazione 
e  si  ha  fix  © ,  e  perciò  anche  /3 dx  —  o:  pur  varierà  an¬ 
che  x  in  certi  casi ,  di  cui  non  parleremo  per  ora . 

992-  Come  z  diventa  z-\-\ 3z,  così  z[  (  =  QN  )  si  can¬ 
gia  in  Vh- /3z'=Qg>  =RS)  in  z"-F/3fc"  —  Rfr  cc.  :  ma 
z' —  z  -+  dz  (  822)  onde  fiz'  —  fiz  -4-  fi dz\  dunque  fidz  — 
fiz  —  fiz  ~  elfiz  (  822  },  cioè  la  variazione  d'  una  differen¬ 
ziale  eguaglia  la  differenziale  della  sua  variazione .  Per¬ 
ciò  scrivendo  dz  in  vece  di  z,  sarà  fid*z  —  dfidz  rr  dì  fiz  » 
e  di  nuovo  scrivendo  qui  dz  in  luogo  di  z,  verrà  fid}z 
dfid1z~d1  fidz  —  d*  fiz-,  e  in  generale  fidnz  ~d"fizt  o  pre¬ 
so  m  <  n,  fidnz—dmfidn' mz. 

998.  Del  pari  supposto  u  zzj' tdx  sarà  variando ,  fi u  ^ 
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/3 J* zdx ,  e  differenziando,  da  —  zdx ;  dunque  /3<iu  (  —  dfiu)  -°3* 
=  fizdx,  e  integrando  ,  /3/<  —  J(3zdx'=z  (ìjzdx ,  cioè  Za  va- 
nazione  dell ’  integrale  J zdx  eguaglia  V  integrale  della  va¬ 
riazione  di  zdx.  Perciò  scrivendo  J z  in  vece  di  3,  avremo 

fnf*dx-(ìj]zdx=jf!izd*  ec 

999.  Si  raccoglie  da  tutto  ciò  I  .  ette  la  differenziale 
rfs  è  diversissima  dalla  variazione  /3s  ;  poiché  cZ»  è  1J  au¬ 
mento  che  'riceve  3  quando  1*  ordinata  passa  ad  un  altro 
punto  della  stessa  curva ,  laddove  /3z  è  l’aumento  di  z  quan¬ 
do  l’ordinata  passa  ad  un  altro  punto  d’ un’altra  curvar  u3. 
che  ciascun  valore  di  y  nel  suo  passaggio  allo  stato  variato 
essendo  bensì  infinitesimo  (995)  ma  indipendente  da  ogni 
legge  o  condizione  (  altrimenti  la  curva  CK  non  rappresen¬ 
terebbe  tutte  quelle  in  cui  può  variarsi  BD  ,  ma  sarebbe 
determinata  )  le  variazioni  @y  non  hanno  alcun  rapporto  coi 
valori  stessi  di  7,  e  sono  anzi  tanto  arbitrarie  e  indefinite 
che  posson  poi  determinarsi  a  piacere  e  anche  mandarsi  tet¬ 
te  a  zero,  fuorché  quella  o  quelle  che  corrispondono  nll« 
linea  infinitesima  PT  =  dx  dalla  quale  risulta  la  formula 

J  zdx:  30.  che  z  cangiandosi  in  z"±dz  nella  differenziazio¬ 
ne,  ed  in  3  ±  /3z  nella  variazione,  ad  onta  della  divertirà 
tia  le  differenze  e  le  variazioni ,  si  ha  la  variazione  di  7 
come  se  ne  ha  la  'differenza  purché  iti  luogo  di  dz ,  dy  si 
scriva  /3s,/3y  e  si  faccia  x  costarne:  così  la  variazione  di 
Z  =  ax\y  -4-  bxy*  saia  /3 z  =  ax'fiy  -+  ibxyfry  ec. 

1000.  Dunque  fì{zdx  )  jsz  dxfòz  -+  zfidx:  ma  (ìdx  —  o 

(9p6);  dunque  (ì  {  zdx)zz.dx(ìz  e  (  zdx  )  =  J  dxflz  = 
ftj\zlx)  (9?S)‘  d  d»  d 

1001.  Parimente  poiché  p  =  q=z-J^y  e 0.(995), 


v  1  —d-Xy  j  —^p  d*y 
presa  dx  costarne  ,  si  avra  dp  —  > 


dr  zt 


£1  *«• ed  intcSrando>P-^’?-^’r  =  5p 


£sz 

dunque  0P=^  (996)  =  -^  (997), 01= 

(ir  ri ec.,  differenziali  che  facilmente  si  deter¬ 
rà  dx* 
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„Q9  minano  osservando  che  dfy  =  £/  —  /3y,  dBy'  sz  Qy"—  Ry't 
J  df3y  '  —  #/"  —  0y"  ec.  (99Z)j  e  perciò  d*fay  ~  d(ày • ,/«,  — 
/3>  — /3>  —  /3  -t-/3y  —  (&/'  —  'i$y'  -+-  /3v ,  dl  fiy  —  dj'V  — - 
/3y  —  £/"  —  £/'  —  2/3/  -+  2/3/  -+  0/  —  /3y  = 
/»?'  — 3/3/ -+oP/ —  j3v  ec.  :  e  se  le  variazioni  dì  y',ylft 
y  ec.  aleno  z  ro  (9;9j,  verrà  dfiy  =  —  /3j,dz/3y  =z  fiy , 
d.  (ìy—  —  /3y  ec. 

1302.  Volendo  pertanto  la  variazione  di  a  funzione  di  a;, 
>/>•?»'■  ec.  r y 95  } ,  siccome  la  sua  differenza  sarebbe 
PdxH-Qdy-hRdp-f-Sdj  ec.  supposte  P,Q,-R,S  ec.  funzio- 
ni  di  x^y^p^q  ec.  ;  così  la  sua  variazione,  Patto  (3x  —  ó 

R  J/3y 


dx 


(  999 ) ,  sarà  /3 z  —  Qfiy  -+  R/3 p  S/3^  ec.  =  Q/3y  H - - 

Sd*/3y 

—  -Zec.  (iodi). 

I003.  Similmente  per  «ver  la  variazione  di  J*z:ìx<  et* 
sendo  sempre  z  una  funzione  di  x,y>p,q  ec.  si  farà  dx 
costante  e  avremo  i°.  0Z -Q0y-r  Rflp  -+S/3,/  ec .  =  Q’iv 
RJ/Bjy  S  rPjGy 

”7f3c  1  57T“  cc-  (*oo3):  a1-1.  /3  (  zd*j  =  iÌa/3z  (  looo)  r~ 

-+  Rd/3y  -I-  ~ÉL  ec  :  30.  //3*d*  =  fifzdx 


(993)  = 


fqdxfy  -f /lid/3y  -+  y  ec.  :  mz  f  Rdfìy  =  Rj3y  — 

fdRfcy  (916)  =:  R/3y  — y  e  parimente 

_  / dSc2/3y  _  Sd£y  __  dS£y  /7i*S/3y  -  Sj^ 

dx  J  dx  dx  dx  J  dx~  do  . 

d$/3y  f'd'Sdxfìy  r  r 

-&~*J  ec  ’  dllncJue  (  Q  - 

S  ^  jp~  ec; > ■+■ *>  (  R  -  ^ ec >  -*•  Ir <■ 5  ~  “•)  -*\ 

cc.  Fermiamoci  a  considerar  questa  formula. 

1004.  Osservo  primieramente  che  ella  è  composta  di 

una  parte  integrale  J dxfày  (  Q—  ^  cc.  ),  e  di  una  parte  as- 

no  uta  (ìy  (  R  —  ec .  )  -4-  d/3y  (  S  —  ec.  )  —4-  ec.  Or  nel  caso  del 
massimo  o  del  minimo  per  aver  tutta  la  variazione  /3H  bi* 
sogna  porre  x  —  a  nell’ intera  formula  (995)»  ciò  che  di 
ratto  eseguito  nella  sua  patte  assoluta ,  /3y  vi  indichci  •  lfl 
variazione  dell  ultima  ordinata  ED  corrispondente  all’ asci  * 


FIG. 
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sa  Ali_a:  ma  tal  variazione  essendo  arbitraria  si  può  sup-  0 
poi  re  zero  (  999  )  •  dunque  nel  caso  di  r  r  ti  tutta  la  parre 
assoluta  i  cui  termini  son  moltiplicati  per  /3y  —  o,  per  J/3,  — 

°  ec.  ,  si  annichilerà  e  avremo  la  sola  patte  integrale 

fd\(iy{  Q  —  ~  -+  ec.  )  —  /3H  —  o  (  995  ). 


I005.  l'i  secondo  luogo  osservo  che  quest’ultima  espres¬ 
sione  è  la  somma  di  tutte  le  variazioni  che  nascono  dalla 
variazione  di  ciascun  valore  di  y  :  ma  tutte  posson  mandar¬ 
si  u  zero  fuorché  una  (999);  dunque  la  somma  di  esse  si 

ridurrà,  a  quella  sola,  e  si  avra  dxfày  (Q  —  -+•  ec.  j  =c 


I  o,  ovvero  Q — - 1- ec.  —  o.  Dal  che  si  raccoglie  1°.  che 

d  x 

Se  ji  è  solamente  funzione  di  x,y ,  nella  formula  di  sopra 
/3 z  —  Qfiy  H-  Il fìp  -+  S/3 j  ec  (  1 003  )  ?ava  pzzo  ,q  zz^o ,  r  zz. o 
|  c<;.  onde  Rfipzz  o,H(òq  —  o  ec.,  e  1’  equazione  ora  trovata 

diverrà  Q—  o:  2°.  che  se  z  sia  funzione  di  x,yfp,  nella 
formula  stessa  (  1003  )  sai  a  q  zz  o ,  r  zz  o  ec.  onde  >  (ìq  —  o 

ec. ,  e  la  nostra  equazione  diverrà  Q  —  ^  zzo  :  e  così  di 

dx 

Seguito  . 

I006.  Ma  riguardo  a  questa  seconda  conseguenza  con- 

vien  riflettere  che  1’  equazioni  Q - r—  —  o ,  Q  —  -  .... 

dx  dx 

d\S 

~  2  —  0  ec.  son  sèmpre  differenziali  o  del  primo  o  di  al¬ 
tri  ordini  più  elevati:  onde  la  loro  integrazione  esigendo 
l’aggiunta  di  una  o  più  costanti  arbitrarie,  l’equazione  tra 
5  ed  y  che  somministra  il  massimo  o  il  minimo  ,  non  sar'a 
,r>teramente  determinata,  e  si  avranno  tanti  massimi  o  mi¬ 
nimi  quanti  sono  i  valori  che  posson  darsi  a  ciascuna  co¬ 
stante  .  Si  fissa  dunque  in  tali  casi  il  vero  massimo  o  mi- 

nim»  colla  parte  assoluta  /3y  (  R  —  - - H  ec.  )  -+.  d/3y  (  S  — 


ec.  )  4  ec.  =  o  (  1004)  che  attesa  la  variazione  arbitraria 
Qy  (  999  / ,  rion  può  generalmente  andare  a  zero  se  non  v» 

^ada  ciascun  suo  termine ,  e  sia  perciò  fiy  (  R  —  ~  H-  ec  ) 

dx 

, c/S 

^  0  >  d(ìy  (  s  —  ec-  )  — .  O  ec. ,  ovvero  R  —  4-  ec.  =  o ,  S  — 

p  dx 

•  — 0  ec.,  sempre  nella  supposizione  di  xzza  (1004):  ciò 
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determina  le  costanti  e  quindi  il  massimo.:  o  minimo,  co-» 

me  vedremo. 

1007.  Troviamo  ora  la  variazione  di  fzdx  quando  z  con¬ 
tiene  non  solo  ec.  ma  anche  un’  integrale  f <pdx 

(?*?&)•  Sia,  f  Pilx=ZT  e  avremo  I.  (àrzz.fij' pd.x—f‘($dx$y-Jr 
jWdfiy  +/  ec.  (1003):  di  più  essendo  %  funzione 

di  r , ec.  ,  supposta  V  una  funzione  come  z>  ver- 
r  .  .II.  (3z  —  V/3r.^-Q/3y-4-  — -+  ec. ,  che  sostituen-. 

do  il  valor  della  I  ,  diviene  /3z.=  V  ftydx&y  -4-  V  f\\'d(ày  -4* 
cc  ^  “■  °ia/^  = 
*/sJ*  (598;  ;  dunque  fs/zdx  =/(  Vdxj'q'Jxftj  )  -+/  (  Vdx, 
fn'Jfy  )•+/(  V<£*  y  — ).  ec-  -Jr/<ìdx0y  -+fRJ0y  -t- 

/  SJt^>  ec.  Per  liberar  la  formula,  dal  segno  integrale  mol-. 

/  c/* 

liticate,  pongo  Vrfr  =  c/K  onde /(  VdxjQ'dxpy  )—  /(^K 
f$dx0y)  “  K.Jo'dxPv  —  fWdxÌZy/f  {  VdxJ  \Vdfiy  )  — 
y  tilvY tt'd/Sy  )  =  K.J'R'dfìy  — Jnil’dfiy  ,  f(Vdx j  — ^  )  — 

=  dunque 

«.)  -+/<**  [(Q  - 

KQ'j/3j,-t-(U  -KR)  «  1-  ove  Pos* 

son  farsi  le  riduzioni  di  sopra  (  1003). 

roo8.  Quasi  nel  modo  stesso  potrebbe  aversi  la  varia¬ 
zione  Òli  fzdx  quando  z  contiene  più  integrali  fpdx 
♦c.  ,  e  generalmente  quando  è  data  da  un’  equazion  diffe¬ 
renziale  di  qualunque  ordine;  potrebbe  anche  indagarsi  la 

variazione  di  f  zdx  o  di  f z  quando  x  non  fosse  costante 
come  lo  abbiamo  supposto  di  sopra,  e  fino  introdursi  in 
svesto  Calcolo  le  differenze  parziali  che  ne  formano  un 
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muovo  ramo:  ma  tali  ricerche  ci  devierebbero  dalla  presen-i 

Più  semar  intenZI°,ne  di  terminar  questo  libro  con  alcune 
F  empiici  e  pm  elementari  applicazioni  dell’ esposta  dottrina 
loop.  Probl.  I.  Tra  tutte  le  curve  riferite  ad  una  stes- 


-  -  SE CS- 

ascissa  determinar  quella  in  cui  /zd:.=/(  g* —y*  )*,dx 
^massimo  o  un  minimo.  Si  avrà  %dx  —  (gx—y*)ydx,z=z 


for  V; - n  J,avra  zax  —  (gx—y*)ydx,  z=z 

/?z~(gc-3y2)fiy(999)  =  Q/3y  4 R/3P  -+ 
**  cc- (  1  °°3) ; dun<3ue  Q  ~£x — 3y*  *  R  =  o,S=om ec.  :  ma  dee 


'  CsserQ  — o(Ioo5. 1°.)*,  dunque#*  —  ^s  =  o ovvero y*=^-gx. 


a 

equazione  alla  parabola .  Sostituito  il  valor  di  y  ~  y'JL gx 

nella  formula  f{gx — y*)ydx,  ella  diviene  2>/(  --gx  f2  dx~ 
4  !  3 

ijgwVjf*  che  si  annulla  quando  *  =  o,edèun  massi- 

dlTe^KK-1  mi"1?10  <JUando  x  =  «•  Per  distinguere  qual  dei 
aue  abbia  qui  luogo,  prendo  in  vece  della  parabola  un’ al¬ 
ci,,  *inea  qualunque  (995),  per  esempio  la  linea  retta  coin- 
cidente  con  V  asse  onde  sia^rro,  e  trovo  che>  =  o.  ridu¬ 
ce  la  data  formula  a  zero  mentre  y  —  \/~gx  la  riduceva 


4  1 

a  ^  ~gx ^ o »  dun<]He  s*  ha  qui  un  massimo. 

J™var,  la  curva  “  cni/*d»=/(l5g***— 

%[£z '5 #=QAr,  *  q  =  0=^?Z 

soddi«fim^in  Jt  ~99èHy  —l?-+gx)[gx—y-),  e  perciò 
^disfanno  al  quesito  due  parabole  dell’  equazioni  I  y*  - 

x),  II.  yz  —gx.  Per  sapere  quale  delle  due  dia  il 
massimo,  supporrò  *  infinitesima.,  il  che  riduce  la  I  ad  v  — 

£  (  in?  1  * _ 1-  1  _  ,  V  — 


.  . >  '“tr11"  **  ""‘uucomia,,  11  ene  riaucc  la  I.  ad  y  ~ 

yl92)y  valore  che  posto  nella  formula  data,  la  cangia  in 


r  -  — 

28sdx  (192),  mentre  sostituendovi  yzz^gx  preso  dalla  II 
Sl  ha  J  —  log*  xdx^/gx  (  192  )  ;  ma.  fatto ,  come  sopra  ,y=z  0 , 

1/  formuI*  va  a  zero  e  f2gsdx > o ,  laddove  f—  v 

V^<0;  dunque  la  I.  dà  un  massimo,  la  II.  un  minimo. 
Hi.  Qual  è  la  curva  in  cui  f %dx^fji?£'±_ch^  è  un 

y 

•  Hn  minimo?  Poiché  ^  =  p,  vetri  V  (  ji*»  ^ 

Fff 
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dy *  )  —  dx  y/  {  I  -+  p2)  »  onde  z  —  V — -  — ,  dz  (  —  Vdx  -f* 

J  V>U-+/»a)  -7// 

^_V£._-t-?l)  =  Q  ,  .  dun4UC  p  =  0lQ  =  V<i+^, 

W*  JR  2d'V7 

R  —  —  ^ - r  ;  e  poiché  dee  qui  aversi  Q  —  r 0(1005. 2°.)» 

y/yil^rp  )  dx 

gara  Qpdx  (  —  Qdy  )  ~  pdR:  ma  essendo  P  zz  o,  viene  dzzz 
Qdy  Udp—pdìi -t-Rdp-,  dunque  integrando, 

v  y  r  .  v'jO  "+?')  ..  V>U;+P  ) 

Pertanto  se  si  taccia  costante  y  (  I  -+■  p  )  —  m,  saia  L  — 

J~  ,  p  (  =:  ^  )  =  V  'ZLn7  #  e  dyzidx  y/  - — -  ,  equazione  ad 

una  cicloide  (873)  il  cui  circolo  genitore  ha  per  diametro  m. 

La  riduco  a  dx  —  dy  y/  — - —  —  — - -  ^  — — —  — . 

m— j/  V(®7“->  ) 

(  ~ —  y  )  dy 

_ _ 1HJL _ _ _ — ,  ed  integrandola  per  un  cir- 

2y/{wy—y*)  V{my—y  ) 

colo  del  faggio  —,  ottengo  x~arc.  senv.y{S$ o)  —  .  '■/ >y-~ 
j1)-hC(852),  con  che  abbiamo  le  due  costa wn  rrie 

m%  C.  Pee  determinarle  faccio  R - ,  =0  ju,  ^  — 

*  dx 

_ £~r)so  perchè  qui  S  —  o ,  e  vien.*  v  y  e 

y/jil+pl) 

perciò  jf3m:  qmndni  equazione  integrata,  f  .  -  « 

•d  x  =  «  (  1 006  >♦  diverrà,  a  =z  ai  c.  seri  v.  m  -4*  C  :  1 
m  H  diametro  »  are.  seti  v.  m  è  ev’dentemente  la  se  *1 
fetenza  mx\  dunque  C==a  — ■  wvr ;  di  più  se  qua  do  x  ~  o 
si  vuole  anche  j  =  Pequàiione  integrata  si  cangierà  in 

o  a  —  mie  e  sarà,  m  =  — .  Del  resto,  si  ha  qui  un  mini- 
moi  poiché  la  data  formula ,  sostituito  il  valor  di  p  =5 
» diventa di  cui,  facendo  al  solito^  :=o, 

viene  un  infinitamente  grande. 

IV*  Tra.  tutta;  le.  curve  isoperimetre  trovar  quella  n* 


’mo  G'nc- 

‘  ò  (949) 
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c!n  l',frca  fyd*  (  '  -  n  ,  O  nn 

che  1  espressione  dèlia  lungUczZa  a’  un 

J s/id'1- f-  ly  ,  -  /  dx  (  I  H"/>2  ;  (HIj  .  qU£S£a  pef  ]a  aa< 

tura  degli  isoperirr.etu  no:,  .-aria ,  avremo  fi/dx^H^  y) 
~o:  ma  ancHe  ,3/^  =  0(^5);  dunque  il  problema  si 
rivi  arra  a  trovar  ìa  curva  ,  ,  cui  fzdx--fjdx-+L.ixJt ,  + 
ir  ;  «  un  ma«mo  o  uvormo,  nrojt.pl, cara  UlgcosL- 
espressimi  dell  arco,  onde  sieno  omogenee  le^due  in- 
eg_  V„  Sl  avra  pertanto  z  =  y  -+  gy/  (  I  -+/>*  j,  0z  zz  fy 


__Z_PjQ  onde  xp  q_cZ*  _  Q 

-+0  1  v'd+p’r  dx-°’ 


V(I  -+P*/  .  '  V(1  -+pV  ax 

ripetuto  il  raziocinio  del  .passato  problema,  verrà  z(:=v-f 

^(im-p*))=ì,RH-C=_^_^C((c_j|)v,(i^ 

P')=g,p{=%)=^-zL9-_in,  odx= . 

_ fy(C-y) 

dun(lue  integrando,  *  =  VL?a ~ (  C — 

LV-?C  ’CÌ?è  (£-*)•=*•.-(*  _C).  equazione  al  cir- 
nri  M*TT\  e  COi>'ant,,.^’G»C'  S1  determineranno  come  so- 
pia  (III)  avvertendo  di  più  che  la  lunghezza  della  curva 
può  supporsi  data:  ed  è  chiaro  che  il  radicale  portando  il 
doppio  segno,  e  perciò  potendo  descriversi  il  circolo  onde 
rivolga  all  ascissa  o  la  concavita  o  la  convessità  ,  avremo 
«"assumo  nel  primo  caso,  un  minimo  nel  secondo, 
solili 'dTia  tlJtte  IC  C?rve  isoperimetre  trovar  quella  il  cui 
solido  di  rivolutone  ha  la  massima  o  minima  superficie 

2*Jy\/(dx1-ìrdy*)  (956).  Trascurato  2t  che  è  un  nume¬ 
ro  costante,  e  fatta  ^(dx'H-dy*  ,  =  rf*y(  1  ■+,,*),  dovm 

«ssere  ,  come  nell’antecedente  problema  J zdx—  /ydx^[i-^ 

P*  )  -+fgdx  (  1  -+p*  )  un  massimo  o  un  minimo*  dunaue 
f-(y  (I  -+-?*)> /3z  =  0yV(i  -+P*)  -+■  ’  q 

dx~°’  *  fatt0  11  soliro  ta2,ocll1>°  >  >(=(,  +  f)^I  + 

p,))=pr  +  c=(-^±£ì*-).c.)c  =  y±K_ 


)(  4*6  )( 

£  VI  (> -  C‘  1 ,  e d*=  ,  equazione 

alia  curva  volgarmente  detta  la  Catenaria  perchè  una  ca¬ 
tena  flessibilissima  se  sia  sospesa  per  le  sue  estremità,  si 
conforma  in  questa  curva .  E  qui  pure  atteso  il  doppio  se¬ 
nno  che  compete  al  radicale,  si  avrà  un  massimo  quando 
fa  curva  rivolga  la  concavità  all’  asse ,  ed  un  minimo  quan¬ 
do  gli  volga  la  convessità. 

'’ioio.  Porremo  fine  con  dei  Problemi. 


I  Elevare  un  polinomio  a  qualunque  potenza  w,  ov¬ 
vero  supposto  (f-+gx-bhx*  -+  kx>  -+lx*  -4-  eG  f-F^-Gx^r 
-+  Lx+-+-  ec. ,  determinare  i  cocihcienti  b  ,  u  ,  li  , 


K ,L  ec.  Ris.  F  =  /",  G  = 


f 


ZmhF  -+  (  ni  —  I  )gG 

~~  2f  ’ 


_ ynkF  H-(  ‘lm  —  i  )  7iG  H-  (  m —  2  )ffH 

K“ - 3 ì/~ 

4/;iZF-+(3/n—  l)*G-J-(2/n  —  2)7iH-+-  (™  —  3)^ 
L_ - - - 4/ 


ove  la  legge  è  manifestissima. 


II.  Data  una  Curva  di  nota  tangente  e  presa  in  -  ogni 
sua  ordinata  una  media  proporzionale  tra  1*  ordinata  stes¬ 
sa  e  la  corrispondente  ascissa ,  condurre  la  tangente  alla 
nuova  Curva  che  passa  per  V  estremità  delle  medie  propor¬ 
zionali  .  Ris.  Se  *  ,  y  sieno  le  coordinate  della  curva  da¬ 
ta  e  z  l’ordinata  della  nuova  curva,  la  sua  suttangente  saia 


__2£^V_ ,  che  essendo  la  data  curva  una  parabola  0  un 
xdy  -+  ydx  ’ 

.  4*  4 ax—  2X 

circolo  del  raggio  a,  diviene  —  o 


III.  Trovare  il  punto  di  flesso  contrario  nella  curva 
dell’  equazione  ,  =  KÌS‘  11  pUn‘° 

risponde  all’ordinata  che  ha  per  ascissa  x  —  —  r. 


IV.  Qual  è  la  linea  retta  che  con  due  date  forma  il 
triangolo  massimo?  Ris.  L’  ipotenusa}  cioè  il  triangolo  mas¬ 
simo  è  il  rettangolo. 


X  41?  X 

V.  Qual  è.  il  massimo  dei  triangoli  iscrittici  in  un 
flato  circolo  e  sopra  una  corda  data?  Ris.  L’isoscele. 

\  I.  Di  una  data  superficie  ab  formare  un  rettan^o» 
lo  xz  che  abbia  il  minimo  perimetro.  Ris.  Si  troverà  J*zz 
2  ~ ab  . 

VII.  Di  una  data  superfìcie  ab  formare  nn  rettango- 
0  x'z  >  cre  Ctt3  ^aci  abbiano  il  minimo  perimetro .  lxis. 

Si  troverà  a?  =  ^-1  ab,  &  —  ^2 ab . 

Vili.  Qual  è  il  minimo  dei  quadrati  iscrittigli  in  un 
nato  quadrato?  Ris.  Se  a  sia  il  lato  del  dato,  quello  del 

minimo  si  troverà  */  I-az. 

V  O 


IX  Qual  è  il  massimo  in  superficie  convessa  o  in  so¬ 
lidità  di  tutti  1  cilindri  iscrittigli  in  una  data  sfera  o  in  un 
dato  cono?  Ris  Se  2r  sia  il  diametro  della  sfera  o  della 
base  del  cono,  quello  della  base  del  Cilindro  massimo  in  su¬ 
perficie  sara  r, y/2,  in  solidità  sarà -4.  r. 

3 

X.  Qual  deve  essere  il  rapporto  tra  il  diametro  della 
base  e  1  altezza  d  una  Misura  cilindrica  di  data  capacità 
affinché  la  sua  superficie  interiore  sia  un  minimo?  Ris  11 
rapporto  dee  essere  di  2:1,  come  si  trovò  sopra  (Vi).  ' 

XI.  Determinare  il  valor  dei  rotti  1°.  quando 

(a  —  *)2 

o°  1 — 3en  x  cos  X  .  n  a  x*  —  X 

’ 2  '  quando »  3 

^ando  xzz  1.  Ris.  I  valori  cercati  si  troveranno  b,  l,  —  2. 

XII.  Integrare  -7— — r .  Ris.  C c  ^ 

a3— cJ  J  *3  —  CJ 

-f*c«  -+  s4  )  r  2z  H- c 

~T~~ - -b  — —  X  are.  tang - - u  C 

óc  WS  Ws 

XIII.  Integrare  yxdx  posto  =  V  (  2a*  -  **).  Rie. 
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fyxdx—  afydx  —  —  —  J— — • 

XIV.  Integrare  Ris  f 

&  ^/(ax  —  x*)  J  V{ax  —  x *) 

,**)-+  arc.  x>.  x  in  un  circolo  del  raggio  —a. 


XV.  integrar  - - -P- - -  supposto  b  <  I.  Bis . 

(i  —  bcostp)* 

f _ _ = _ }jin± _ *. - 1- -  arc.  tang 

J  (l  —  bcosvf  (I  —bz){l—  bcos<p) 

(  I  -+b)sen  p _ c 

(l-*-cos<f>)  VI1—  £*) 

XVI.  Integrar  le  formule  xndx  scn  x  >  x"dx  cos  x .  Bis. 
1°.  fxndx  senx—  —  x^cosx-t-  n*”’  1  sena:  -4-  «  (  «-  I  Jtf  * 

«oò  x-/i(n-l)(n-a  Jj/1  °  seri  je-rz(/i-l)(n-2)(«-3)Jf  *  X 

cos x  -4-  •  ••  -+*  •  •  •  —  •  •  *  —  ec.  ;  2°.  Jxndx cos  x  =  x™  sen  x  -ir 

nxn~1cosx  —  n(n-l  'jc?’2  senx’~n{n—  l)(n  —  2  ;x"  aX 
co.s  x  -+  . .  -+  . .  •  _  . . .  —  ec.  :  preso  alternativamente  in  am¬ 

bedue  i  casi  sen  x  e  cos  x  fino  al  termine  ove  si  trova 

xn"n  col  quale  è  compita  1*  integrazione. 

XVII.  Quadrar  la  curva  dell*  equazione  ym  a  -+  x  - 


r  /  \  m  tu  _ 

C  .  _ra[(a-b*)  — a  I 

Ru.Jjdx  = - ~ 

XVIII.  Costruito  un  circolo  sull’  asse  trasverso  a  d’  un* 
ellisse  il  cui  coniugato  sia  b,  trovar  i°.  la  ragione  delle  lo- 
ro  aree  o  dei  loro  settori  corrispondenti:  2°.  1’ area  ellitU- 
ca.  Bis.  I®.  la  ragione  è  di  a  :  b  ;  2°.  l’area  è  ab x. 

XIX.  Supposta  sull*  asintoto  d’  un’  iperbola  una  serie 
d’  ascisse  in  progression  geometrica  ,  trovar  la  progressioni 
dell’ aree  corrispondenti.  Bis.  La  progressione  è  aritmetica* 

XX.  Trovar  nell’ iperbola  due  spazj  asintotici  in  ragio- 


<*/<«• 


)(  4r9  X 

ne  di  p:q.  Ris.  Supposta  la  potenza,  e  ~,x  Jue  ascis. 


j  i  P  7  P  —  7 

se  dal  centro,  si  troverà  xzz^/z  m 


.  XjXr;.D\ta  un>  iperbola  della  potenza  i,  cerco  l’anno- 
1°  *  degli  asintoti  caie  che  il  modulo  dei  logaritmi  tavoia- 
'  >434-944^^9  Sia —  s'n  x .  Ris.  Valendosi  della  serie  da* 
ta  al  n  .  81,13,  si  troverà  x  =  2$° 44' 25" 27''"  ec. 


XXII.  Quadre  e  rettificar  la  curva  trascendente  dell’e¬ 
quazione  dx  —  ±y  V  (o‘ — yz).  Ris.  Lo  spazio  asintotico 

®d  infinitamente  lungo  compreso  dalla  curva  e  dal  suo  asin¬ 
toto  eguaglia  il  quadrante  d’un  circolo  del  raggio  a:  un  suo 
&rco  qualunque  eguaglia  la  corrispondente  ascissa  d’una  lo- 
g  '  tmica  die  cominci  dal  vertice  della  curva  ed  abbia  a 
per  suttangente. 


XXIII.  Rettificar  la  curva  dell’  equazione  dy  — 
adx  /*  J  • 

*77"  - - rr .  Ris.J  J  (  d 

V(2 axH-x2)  v  v 


(  dx2  -+  dy  )  -  J  (  2ax  ■+  xz  ) . 


zion^XnV'  .Ml?"rar  irriterò  solido  prodotto  dalla  rivolu- 
!  ®n  delJf.  cissoide  intorno  al  diametro  dei  suo  circolo  ge¬ 
nitore  .  Ris.  Il  solido  è  infinito  .  & 


XXV.  Misurar  la  superficie  del  solido  generato  dalla 
rivoluzione  intorno  all’ asintoto  dello  spazio  asintotico  ed  in- 

U  egua- 


XXVI  Misurar  la  solidità  e  la  superficie  convessa  dell’un- 
gnia  cilindrica  formata  dal  taglio  obliquo  d>  un  cilindro  ret- 
]?.*  modo  che  ,a  sezione  passi  per  il  centro  della  base 
*-ls‘  Se  sia  r  il  raggio  della  base  del  cilindro,  a  V  altezza 

deIl’  unghia,  se  ne  troverà  la  solidità  =  -|arl ,  e  la  sgper- 
^cie  =  2  ar. 


td  _XXVP-  T"0var  h  cu7f,  ,a  cul  t8nstn«  è  costante 
—  a-  4lwr.  L  equazione  della  curva  cercata  sarà  dx  =  ± 


V(ol—  yz). 

XXVIII.  Trovar  la  curva  la  cui  suttangente  è 


Vjf  !«L 


TAVOLA 

DEI  NUMERI  PRIMI 


Sol  più  piccolo  divisore  dei,  numeri  impari  non  primi 
fino  a  i ooooo 


1 


ili  I 


-  r*  •  • 


Tavola  degli  Archi  Circolari 


o,oi74J  3* 
0,05490  65 
0,0 5235  y8 
0,06981  31 

0,087  26  64. 
0,10+71  97 
0,12217  30 
0,13961  63 
0,15707  9* 
MHH  iV 
0,19198  61 

0,20943  Vi 

0,22689  3* 
0,24434  6< 

■ 7V  Vj 
0,27915  3( 
0,19670  5! 
0,31415  9 
0,33161  2 
0^34906  5 
0,36651  9 
0,3  8397  3 
0,40(42  ? 
0,41887  9 
- 

o,+?37«  5 
0,47123  8 
0,48869  2 
0,50614  J 
0,71359  : 
0,54 1 °5  5 
0,55850  i 
0,57595  i 
0,5934» 
0,61086  . 

[oTÓ  4831 
0,64577 
0,66  3  22 
,0,68067 
10,6  98  I  3 

Io,7  15  5  8 
0,73303 
[0,7  5049 

0,76794 

[0,78539 


«9943  29577 
39886  59  »  54 

59829  8873» 
79773  18308 
997 1 6  47885 
19659  77462 
39603  07038 
59546  36615 
1  79489  66192 
99432  95769 
'  19176  »J  3  +6 
1  393  » 9  54923 
r  59162  84500 
l  79206  14077 

r  99149  43654 
3  1909»  73231 
i  39036  02808 

3  58979  32385 

3  78922  61962 

3  98865  9»538 

9  18809  21 115 

4  38752  50692L 
9  58695  80269  ; 

4  78639  09846 
9  98582  39423 

5  18525  69000J 
o  38468  98577 
S  584»2  *8»54 
0  78?55  5*77 ?  • 

5  98198  87308 
fi  18241  16885 
)6  38185  46+62 
|t  58128  76038 
r6  78072  05615 
li  98015  35191 

07  ‘7958  64769 
22  3790»  943+6 

57  578+5  13923 
82  77788  53500 
07  2Z7J1 

33  «7675  12654 

58  376i8  4223. 
8?  57561  71808 
08  77505  01385 
33  97448  30962 


XXXVI 

ridotti  ih  parti  del  Raggio  =  !• 

- T^ITo,  80285  14559  *  7  3  9  »  60 

I7  *“0,82030  47+8+  373  34  9° 

A  lo,8377 5  80409  57278  19 

49  0,85521  >333+  7722»  49 

yo  o,87_266  40259  97^i6_+  78 

77  0,89011  79‘8J  *7*o8  08 

C2  0,90757  12*10  37  51  38 

y»  10,92502  45c35  5699+  67 

ci.  0,04247  77y6o  76937  97 

s,\  fusili  1 °j££  Siili  il! 

7ó  IoTvtVTs  43811  '6824  it 

57  0,99483  76736  8j 

58  1,01229  °v66 1  * 

59  1,02974  42586  76654  4. 

60  ^,047 * 9  755*i  96597  2: 

67  1,06465  08+37  ‘6541  o- 

62  1,08210  4*  362  36484  3 

63  1,09955  74287  5<>427  6 

64  1,11701  07212  76370  9 

65  2ll-Li+6  401  ?7  - 

66  1,15191  73063  *5*£7  5 

67  1,16937  05988  36200  8 

68  1,18682  38v»3  56144  * 

69  1,20427  7  *  8  3  8  76087  4 

70  1,22 1  71  047^jj  96030  7 

77  1 , 2T9  *  8  37689  15973  9 

72  1,25663  7061+  35917  2 

73  1,27409  03539  5586o  j 

74  1,29154  36464  75803  l 

75  1,30899  69389  95747  J 

76  TT3T645  02315  15690  * 

77  1,3419°  35240  3503;  - 

78  1,36135  68165  55577  < 

79  1,37881  01090  75520 

80  1,39626  340  *5  9546  3  | 

57  1,41371  6694»  15406  1 

82  1,431*6  y  y  866  35350 

83  1,44861  32791  55293 

8+  1,46607  65716  752j6 

8  5  1,483  52  9864^  95  »  80 

86  1,5*098  31567  15123 

87  1,5184,3  64492  35066 

88  [1,53  588  97417  55oio 

89  1,55334  30342  74953 

90  li,57o;79  63267  94890 


5,0 0029  08882  1 

3,00058  17764 

3 

0,00087  26646 

0,001  16  35528 

5 

0,00145  444  »  0 

6 

9,00174  53292 

7 

0,00203  62174 

8 

0,00232  7*056 

9 

0,00261  7993® 

1  0 

0,00290  88820 

20 

0,00581  77641 

30 

0,00872  66462 

40 

0,01163  55283 

50 

0,01454  44*°4 

do 

0,01745  32925 

TAVOLA 

DELLE  POTENZE  DEI  NUMERI 

che  abbraccia 
le  -prime  tre  fino  a  2000 
le  prime  sei  fino  a  300 
e  le  prime  dieci  fino  a  69 


zs6 

«561 

«5536 

>90625 


s«435888i 
419981 696 
815730721 

H757890J6 

_l  562  890  625 


*593  7424601 
6 1 y 1 7  3  7411+I 

>3785849184^ 

289254654976 
.576650390625 1 
loyyi r 1627774! 
aoi 599jyoo44y 
3570467226624 
0  1  jn  066257801 


2357y476v* 

5  >59780552 

10604499373 

2066 1 046784 
38443359375 
687  >  9476736 
118587876497 
198359190368 

322687697779 


4294967296 

«97575744» 
1 1 019960576 
16983563041 
25600000000 
37822859361 
54875873536 
783 10985281 
110075314176 
51587890625 


819628286980801 
t 25899906842624 
53  >578985»64449 
064377754059776 
758547353515625 


872836 1 158759 


404812  36252 16 
6815115390625 


27197160938418176' 
34050628  9160156.25 
42420747482776576 

52599132235830049 
649250621085450=4. 
7979226626761 2001 
97656250000000000 
1  19042423:827673001 
M45551O5949057O24 

174887470365513049 

210832519264920576 
2532951621 19140625 


2S88I64 1 
3*4*1  176 
4414062* 


8  15  J  Offrii 4? 


2  93*1 6  2*06  2  ^ 
fof  «7f7<te»5i 
,3  '7*7909376 


3952*-ti6i 

406*86896 

418161601 

429981696 

4420*0625 


2  8<5  3  a  8  S 
2924207 
298*984 
22*862*. 


'5053664*632 

5496389^09? 

59494^94624 

64^308*937*1 


1680.87*3  ;  32089] 

177/2076864*76 

18722900390625 

9721 867**  7*76 


5451776 

5*45*3  3 1 


737266046*7 

78689902368 

83765996899 


j5  irt  i  828,?  17081 

?7s:58i5^y^»'6y 


549805  7 1 165615 
*6<5SHyi  2  575196 

58+51718109119 
6oi54729f6  ‘66  + 
61105840598801 


6 594416060  !  io  1 

679571896584^.4 
69980568891519 
7107459^851896 
7411057876561^ 
7641 9546977856 
78671540886049 
80980417185744 
85544647990141 


XLnr 


6*50 


r- 949° 7*4 )6 
436247040 I 
4430766096 
4499860561 
4569760000 
464047064. 
47 1 1 998736 
4784?5  05-6  1 
4*57532416 
4 9  ; * 550625 
500641 i si6 
50821 21521 

5 <  58686976 
5236114321 
5  ?  1 44 1 0000 
53  9?58o48i 
5473632256 
5554571 84l 
5636405776, 
57'9l4o62f| 
58027820 76 
5887JJ944* 

597J8 1 6656 
6059221  agi 
6146560000 

^2348^/77 
6324066576 
64*424792  1  I 
65053903  36 
659 75 00 6^5 | 
66905856 16 

6784652 i6, 

68797071 36 
697575744 

70728 1 0000 

7  •  7 c  s  7 1 7<rr 
7269949696 
737005080 I 
747» 182096 
757?35o625 


81299001720. 

829997587232 

8^7  288009343 
84^8666  12224 

_8g2735»53» 25 

900897818976 

9  1  93582  260107 
938*  20019968 
957*86876249 
_  976,;625qoq^ 

99625o6~?I/7 

1016255020032 

36579476493 

57227821024 

_ Z8203909375 

*099511627776 

1  1 3  1  1 54*93  057 

45  *37652768 
65463885299 
_ 65  *  37600000 


N* 


7992558801  89769.0.: 

8ijdooooooo  243000S000Ì 

N*  - mF— 


62837301 

34543608832 

58284197 f4, 
823885578:; 
Jj 068609^562^ 

*53*705468576 
56926446107 
825281  095-68; 
1408514752349 

_ 34890700000 

146^660310377 

88827973632 
*  5  *  63  981 1 2593 
44J75182624 

_ 72765671875 

*6015681*1 376 

307930251 57 
60443030368 

90522737599 

»  72 1 036800000 
*75  *989905401 
«5586774432 

*815232.61643 

47530855424 

_ 80287678T25 

»9*3507486i76 
47*95*  70207 

8  *  3  556  55 1 6  8 

2o*  5995900449 

_ _ 5  *  *  »  4900000 

*0867-368247' 

212282531,2^ 

59424884693 

565175362  24 
H34!_J8434375 

2272262782976 

23 1 090581 1 2  c 7 
50072823968 
09769  io»  499 
2430000000000 

Nf 


1 95930594*4544 

2008594*61 ioi44 
205891 1 3209 46 49 

2 1  102745  338 :ó50 
li^7£JLi.Ì£li6  25 
221620863 46  8 096 

22  708 1 I 82  3  7  29 

2326537649520641 
22*  >  3  951  2 I 86co  1 1 
244*  406250000001 

250058907,89001 

256096205048064 

262254607552729 

268545866540096 

.iZiV4_;  9968906  2  5 

2814749767 .06,6 

288 I 36807515649 
2S>49295i44i4,44 

30*855-*  4629244* 

3089*5776000666 

3  *6  1 1  35fo5355<r* 
J^45^44*233v84| 
3309287439 53809' 
338550579265536 
3  46  3 1 8  »  426 jc 6 25 
35423  J65464  12^16 
362299361 1 10569 

^  1 

-L?2-j  ^948^0  oc  pop 
396  *09944 , cyTrr 
40496.108827004 
4*  397*56847  j  7889 
423  *58800038970 

43^^0*09765^5 

442032795979776 

45*729667968489 
461603 .6i442j04 
47'j558437Ì432l 
±?i?  90  jo  4000000 
49230916341 ?6g7 

5o29i507o?gv8 

5  *  3  7  *  070 1 744960 

ììtft87S»4ÌJ?8 

+  1  046}^6 

55884501 3849^09 

570630428688384 

58262223722i)76, 

5 948 ?  3321 oOcooo 

60723659779324 

6  1  9864990.879744 

63271 *4912,5049 

645779095649856 

«£9£7o8^8i4o625 

67258978,7608^ 
686339028913320 
70032.70,542464 
7*4540961 34820* 
7^9000000000000 j 

Ns  I 


h-7°4588 


y-4*  0  180944(54 

-JllSLll 

86520 16 
93444? 
192 1 8  1 1  2 
503629 


y?6  36 
94549 
94864 
9  548» 


998^  JI55449« 


103041 3307616  r 
3684  386248 

4359  698167 

4976  3401222  + 

5625  _32lLÌ£ 

106276  3  +6459 7 6 
- -  96578? 


69a9!  96578? 

7J84?528755i 


9  95959677 
6  9?y76664 
5  94196375 


4449  698457 

523661 162984 


648  ?6  6692  ?  4 1 6 
5649674' 9‘4? 
646  H  9I73I2 

728168417959 


IIO4487  I  |  | 
5154048 


2218+1  « 
5784 

3759 

46  6 

:  ^_56sj; 

ì  226576 1 


5813817 
6496414 
_7  Hllli 
0785017 6 
85?i??? 

9115355 


1 70569704+4997 
i?96  957944 

a:257i473?75 


7305671991596 
3889715' 171? 

475 j 73034632 
5561  560059 


441 

1 9448  • 

857661 21 

45 

5  364 

8635J888 

4  3 

6549 

86938307 

7  1  36 

87518384 

45 

8025 

881211 25 

446 

1 98916 

88710536 

47 

98  r.y 

»93 14623 

4s 

20070  ; 

89915392 

4S 

)  l60  1 

9051 8849 

5' 

;  2  500 

9  1  1  15000 

451 

5024o 1 

91  7  3  5  85*" 

iy8o,6S 

2678587 

3  3  799 04 


I  6930169 
' _ 7J549000 

1 1 83 7077T 
9095488 
9Si?» 57 


24*08  il" 
2064 
?049, 


IÌ  r<f»ajoj46,p7 

M  6996  1475544 

1  7 _ 8125! _ 2608375 

?  7  9+56,2  J37448"^6 
•7J8c689  48852.} 

•  0  *924  6029®  j  2 

3  '  <5 1  7 1  76659 


3505992 

425*499 


3856411239483061 
6884Ì240641  848 


626  391876  2453I4376 

27  3129  649*883 

28  4384  7673  *52 

29  564*1  8858189 


4»o88i 

2164 

3449 
4736 
_ 6025 


6 3 3  7472  1 

4609288 

5847707 

7089984 

8336125 


«41  7072». 

4J  896.»  6947033 

4  3  7  l  c  6  , 9  907  7  j  07 

44  2  J  >6  60 1 2 1  1584. 

-ili  _ 4C*j  _ 33/112/ 

«46;i/7ió6  549/736 
4?  .7+0»  7  <5  4  54?  3 

4  ^  9'04  9809192 

49  7 2  :.  So  1  6  1  1  yo 004 9 

*-  _ -  /a0[ _ 41  2 f 000 

8  j  *  724201  6  1  6 2 9/oy , . 
£;  S470208 

>1  7009/3106/0477 

*?,  9316  283/864 

_JJ7;iQ2  5  _ 502637/ 

8^ù7>27ì662722-oio 

{?  444Sr  9422795 

/  6  1  f)j  631628712 

738i  383 9779 

f>u _ 96oc  6036000  I 

«di  ijSi7;;r8T  i 

"  J°4  +  jy4  8  f 

05-  476.  27JÌ6473 

6-t  6496  497  2/  *S  | 

Jjl)_i:2s|  721462/  f 
««".7499  / 6! 3  +9461890  I 
<>/i;/.68j,.>/-.7I4J«j 
”  }‘9730}2? 

I  ■  ^ 2 j 49«y  ? 

.  /  H _ «9°^  $£0306.0 

>'7*  7/864 1  4Cfo^  7/J3  , 1 
72  76c>3^i  Jo/1848 

7?  ='J9  Sì  1*617 

74  3876  7617624 

—  ’—i'Lil  992187/  I 

’76  7*7 3766712.,,  J  75  j 

SStJii*  I 

79  264.  91/1439  £ 

°  446 c.  4 .-;  147 loto  « 


.*  ‘  7  76i4  '.(6-8  379  7  K  j.  1 

i?  *  7  *■  23v6s 

J*  ‘>^V|  846/587 

8  7S1 4/6 6908071 04 

_ 3*3  <) _ jifflH 

«■>  78  199  *49/5064/0 

ZI  786  +  105 

"  8) 44 700227072 

s>79«?2.  1/9/569 

£_ _ 21  00  49690')0 

>"  7y  ;83  1  7^7  r^-^TT 
/  ó  6 .  '  97  ;  2  2.88 
74+9  '  1  2  1  2  1  957  ! 
'  ,  9zìr  4/1698.,  j 
llllii  69173.7/ 1 

*6  80  28  i  '.  7  r  95  1  j  1  }•>  j 
'7  460972^73117  f 

640-1  41/079:  { 

'9  8  lo  1  6/7  269.1  r 


ó‘fÌ  9J‘  i!  1  ?  0  1 .7  3  143270 
8  or  360 4/  3870801 

7  03  /409  631432 

+  o,  7216  876ji6; 

[  _Ev/  _vo  2/7^12,76  2 1 

s  yoó  820836  743 677^Ttì 

?  °s  2619  614264; 

'  08  ++»+  8613312 

>  09  62817/1089429 

_if  _ 3/71000 

,  j  £/i  'o; 2 99 21  7/6o/.8.0?i 
V  1  5  «3  1  74-4  8/50/28 

>5  .3/69  76i  048497 

r4  5396  3// 1 944. 

i  5[ _ 722/ _ 606087/ 

9 1  68390/6  76  8/77296 

,7M>4°88977,°9/ai  3 
>8  2724  5620632 

>9  4/61  61/1/50 

2CI  6-4QC  8688000 

f;  9 1  *|84'8 24 1  781229^77 
\  ^2fJpo84  3777448 
;  -»  '929  6330467 

fl  =■»  3  776  8889024 

»  -ii—  lÈiS7.2±*n  n/ 

|  926:8/7476794022775 
$■  27k9329  6/97983 

.  28^61184  91787/3 

29  304M80176/089 

■  _ii| _ 49.00 _ 4  3/70  o  a 

93 1 866767  8069/4^ 

J:L  8<S^L  9 / / 7 / 6 3 
33  870489  312166237 

3  ■*  2 3/6  4780/04 

-ili— llliL—T+oo  3  7  / 

9  36  876096(82002/ 8/o 

37  7969  *6/6953 

/  2  9  3  6  7  ■. 

;  Vj88i  7  1  il  7936019 

-  4c _ .36oo|3  30584004 

.9+1 58/48 1 83  j  rìfòrr 

45  7*36  il  /896S83. 

4?  9249  8/61807 

4<  5y  1 1 3 6.84 1  232384 

_ill _ 4Pj:t _ 4908  5  2  5 

‘ 94<''  «9  9.  '.IS  ,6/90/30 
47-  680J  9278123 

48  8-70.3/1971192 

45.90060?  4670349 

-li  — AiOC  7>7£ooq~ 

.  9/ 1  9  *01186008/3  5, 

/:  630:5  2801403 

:  /  8409  //23177 
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